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EXTENSION DES THEOREMES SUR LES TOURBILLONS. 137

Lignes correspondantes dans la déformation d’un milieu ;

extension des théoremes sur les tourbillons;

Par M. P. APPELL.

1.~Imaginons un milieu inatériel continu qui subit une déformation
finic n’altérant pas sa continuité. Soient @, b, ¢ les coordonnées ree~
tangulaires d'une molécule avant la déformation, «, y, 5 ses coordon-
nées apres la déformation. Les quantités «x, y, 5 sont évidemment des
fonctions de a, b, ¢,

x = f(a,b,c), y=/[i(a,b,c), s =fi(a,b,c):

ces fonctions sont uniformes et continues dans I'intéricur de la masse
primitive, ct, inversement, a, b, ¢ sont des fonctions uniformes et
continues de ¢, y, 5 dans le milieu déformé; & chaque point du milien
primitif correspond ainsi un point du milicu déformé, el inversement.
Ce mode de déformation se présente dans la théorie de I'élasticité et
dans celle du mouvement des fluides, quand on adopte les variables
de Lagrange.

Nous nous proposons d'indiquer, sur les familles de courbes qui se
correspondent dans les deux milieux, quelques théorémes comprenant
comme cas particuliers les théorémes classiques relatifs aux lignes de
tourhillons. Ces derniers théortmes apparaissent alors comme des
applications de propositions générales relatives aux transformations
poncluelles de I'espace.

Journ. de Math. (5 séric), tome V. — Fasc, 11, 18gy. 18
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2. Soicnt i, la densité du premier milicu au point a, b, ¢; w la den-
sité du deuxiéme au point correspondant z, v, z; on sait que le déter-
minant fonctionnel

fl):r ().1: r !

io(i db 9e !
H ()V ()." /)']‘ H
D=5 3 'a?’
los 05 05|
loa 96 de |
a pour valeur
D = -!{2'

Celte relation, appelée équation de continuité, exprime que la masse
d'une portion infiniment petite du milicu ne change pas dans la défor-
mation.

o. Considérons, dans le milien primitif, une famille de lignes
courbes dont les équations dépendent de deux paramétres. Soient

dn b e
(L) TR TW

les équations différentielles de cetie famille de courbes, équations
obtenues par I'édlimination des deux paramétres; dans ces équations
4, B, € sont des fonctions déterminées de a, , ¢, que nous supposons
uniformes. I’ar la dé¢formation, ces courhes se transforment en une
famille de courbes & deux paramétres ayanl pour équations différen-
tielles

. dr _dy  ds
(L) A =7

I

N T

X, Y, Z étant des fonctions de ., y, 5. Cherchons les relations entre
A, B,Cet X, Y, Z Quand le point (e, b, c) subit un déplacement
da, db, dc sur 1, le point (ur, y,3) subit, sur L, un déplacement
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correspondant

~111 () d + (l[’+ rlc

~

[y == dy d(t-i dy lb+‘)) de,

(1)

‘ 0.. J3 Js
= rlrz - i dl + d—c-clc.

Mais, d'aprés les relations (L,) et (L), on a, en désignant par A, et X
des facteurs de proportionnalité

da =2,A, db = 1, B, de = 7,0,
e = W\, v == 1Y, ds = 2w/,

Les relations (1) donnent done

h oy duw dr “wdr
7:’\__\ ()“ B ,b+( .._,
. SR A av .())
(2) ’7;\---‘\")”' l}—--+-(
)‘ ’ ‘)5 ()v \()u
! zl‘“‘ : D(;**-B-—[; + (. e

. s . A . .
Dans ces relations, le rapport ;- st enticrement arbitraire. En eflet,
MU

on ne change pas les lignes (L) en multipliant A, B, € par un méme
facteur fonction de a, b, ¢, ni les lignes (L) en multipliant N\, Y, 7
par un autre facteur.

Nous supposerons, dans ce qui suit, que Pon ait déterminé le rap-

. 7 , . .
port de ces facteurs, de telle facon (ue - = D, D é¢tant le détermi-
M1

nant fonetionnel du n 2.

Les relations entre A, B, Cet \, Y, Z s'écrivent alors

D\ =A% LB 4 (,— o

~ du b
%) ! DY = «:;: + B"’ +(“’” ,

r _— ')0 00 ‘d.l
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Ces formules permetient de passer d'un systéme de lignes 4 deux para-
métres dans le milicu primitif aux lignes correspondantes, dans lc
milicu déformé; clles sont la généralisation des formules ¢tablies par
Cauchy dans le Mémoire intitulé : Théorie de la propagation des
ondes a la surface d’un fluide pesant d’une profondeur inddéfinic
(équations 16, seconde partic), formules qui peuvent servir de point
de départ & la théorie des tourbillons (*).
Résolvons les équations (3) par rapport a A, B, C. Pour ccla, dési-
gnons par
()
d(be)
le mineur
dy ds _dy 9z
Jdb dec  odc Jdb

. M - .. o N e n. (),l? N " - Y
du déterminant D par rapport i I'élément Ja° ¢t employons une nota-

tion analogue pour les autres mincurs. Nous aurons

A vAdrs) d(sr) g d(zy)
\A_xa(bc)"'yd(bc) d(bey’

v dl(y3) d(zr) gd(ry)

0 B == Xga) T Yatear + Lideay’
' - ‘(d(yz_) Y(l(:;.z') Zd(.ry)

: td(ab) + Y qian) d{ab)’

k. Entre les fonctions A, B, Cet X, Y, Z a licw la relation inca-
riante

(5) ! (0:\ a8 ()C) 1 (4)?( JdY ()Z).

w\oa Tt )T a\or oy Tos

En effet, dérivons la premiére des relations (4) par rapport i a, la
deuxiéme par rapport a b, la troisi¢tme par rapporl & ¢, ct ajoulons,

(') Voyes, a ce sujet, un article Sur les équations de I’ Hydrodynamique et
la théorie des tourbillons, que nous avons publié dans ce Journal en 1896.
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nous aurons

O\ OB G __ X d(ys) | X d(ys) X d(y3)
\02{‘" o6 ¥ 9 = oa ’“( ; o6 dica) ¥ v d(ab)
) S e
(6) -
~ 0 d(y3) 9 d(ys) | 9 dys)
( +x[da (6e) ¥ 96 d(ca) ¥ de d(ab)
i T e heetetetee ceesaenaanes

‘n développant les calculs, on vérifie que le coefficient de X est
identiquement nul; il en est de méme des coefficients de Y ¢t Z.
Quant aux aulres termes, on les transforme comme il suit : on a

Ja = 9z de T oy 9a T 9z da’
oX _oXdr  0Xdy IX ds
06 = ocob v ay o6 T 05 Wb’
OX X or . X dv | OX 03

ve =gz oc T oy oc T 93 o

IX _dXdx X dy + oX 093

portant dans I'¢quation (6), on voit que la premiére ligne du
decuxi¢me membre de cette équation devient

l_)i
Jdx

On transforme de méme les autres lignes et ’on a finalement

9%+ h

OA OB 9C 1 /0X oY | oL
va D(d.z+0)'+¢)~)

ce qui, d'apres la valeur de D, est la relation (3).

8. Toutes les relations précédentes subsistent évidemment uand
on multiplic A, B,C,X,Y,Z par un méme factecur ¢ fonction de a,
b, ¢. En effet, cn remplacdnt ALB,G XY, Z par «A,,B,r(,, sX,
2 Y, 2Z on n'altére pas les rclatlons (3) dont toutes les aulres ont éie
déduites. Mais on peut toujours déterminer g de facon que I'on ait
identiquement

d(pA)

o 2(?B) | 2(pC) __
(\l) dJda

o0 T e =9
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il suffit pour cela de prendre pour p une solution del'¢quation lin¢aire
aux dérivees partielles (7); si les ¢quations des lignes (L,) sonl
connues sous forme finie, la recherche de ¢ se raméne i une quadra-
ture.

Le facteur ¢ étant ainsi déterminé, nous multiplicrons A, B, C, \,
Y, Z par p, ct, pour simplificr les notations, nous désignerons encore
par A, B, C, X, Y, Z les produits ainsi obtenus.

Les nouvelles fonctions A, B, C, X, Y, Z vérifient alors toutes les
relations préecdentes, et en outre la relation

(8) OA JB dC

de T o0 T o =0
Mais la velation (5) montre que Fon a aussi

aX  JY | I7

ar oy s T

(9) Jds

Dans tout ce qui suit A, B,C, X, Y,7Z disigneront ces nouvelles
fonctions.

6. La relation (8) ¢tant satisfaite, on peut loujours trouver trois
fonctions p,, ¢4, 'y de @, b, ¢ vérifiant les relations

. O 990
T Jb ¢’
ap ar
(B 9P _ Y,
(10) B Je Ja
,("_‘37_0_ — 9P
S R T/

comme on le verra, par exemple, dans le premicr Volume du Zraité

d’ Analyse de M. Picard. De méme,

la relation (g) ¢tant satisfaite, on

peut déterminer trois fonctions p, ¢, r de x, y, 5 telles que

ar dq

‘x o~

Jdp ar

(1) ?Y=7"w’
v, — 99 __ 9p

=3 dy’
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7. Nous allons démontrer le théordine suivant @ L'expression
(12) pde+qdy -+rds —(p,da—+qydb+r,de)
est une différentielle totale exacte.

En ceffet,on a
o dr dJdr
d-L = ;)r; (l(l -+ "-)b-dl) —+ ;)’c ([(.,

dusM+”w+ e,

ds = }) > da + (lb + 5 dr

L'expression (12) s’éerit alors

{ J3 VE
\ pda-i—f[o +’¢) ],,>(la+ P +qdb "05—'/",)’””
<

(127)

—

1' Ad .()n . ..
+\p f/(-);:-+’t—).—(.;—"')(l(’

cxpression de la forme
Adda +wdbh 4+ 2de;

et les relations telles que (4) signifient, comme on le vérifie facile-
ment,

" a< dl!' 4)-\.‘ _ ()" .l)l’!r __ ()l
(v ob T e’ da’ da T ob’

Ainsi, en détaillant la premiere condition

e oty

o T a0

on a

dp dr _dpodxr  dgdy dgdy  0ros _ drds dra 09

06 Jdc T 06 96 T Ub 9 T acob T Oobde T b T b T o

Si, dans cette équation, en suivant le calcul déja cité de Cauchy, on
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‘)I ar 1 o e e )
2 e - par les expressions suivanles

ap
remplace <

op __dp de  dpdy + op I3

Db T dx db T 9y 9b T 93 b’

dp dx | dp dy  dp 9ds

dc =z de T oy de T 9z 9¢

on voit qu’clle se réduit & la premicre des relations (4). On vérifie de
méme que les deux autres conditions (13) sont identiqques aux deuox
autres relations (4).

Ainsi le théoréme est démontré, et 'on a identiquement

(1) pde-+qdy +rds —(p,da+ q,db + ryde) = dV(a, b, c),

I étant une fonction de a, b, ¢.

Réciproquement, prenons trois fonctions p,, ¢,, 'y de @, b, ¢ et trois
lonctions p, ¢, r dez, y, 5 de telle facon que Pexpression (12) soit une
différentielle exacte en vertu des formules déterminant z,y, s en
fonction de a, b, ¢; calculons ensuite les fonctions A, B,C, X, Y, Z
par les relations (10) et (11); les lignes

da __db de

R [

de  dy __ ds

N T T

sont correspondantes, A, B, C, X, Y, Z remplissanl toutes les condi-
tions indiquées.

Les conséquences de la formule (14) sont identiques & celles que
'on rencontre dans la théorie des tourbillons. Nous les indiquerons
sommairement,

8. Soient (C,) unec courbe fermée prise dans le milicu initial
et (C)la courbe fermée suivant laquelle sont disposées aprés la défor-
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St

mation les molécules qui étaient primitivement sur (G, ). On a

(15) [ (pde + qdy + rds) =f (poda + ¢,db + r,dc),
e S
Ia premiére intégrale étant prise le long de (C) et la deuxiéme le long
de (C)).

En effet, d’a prés identité (1 4), la différence des deux intégrales (15)
est

[ AV (a, b, ¢),

v,

¢'esl-d-dire o, puisque la courbe (C,) est fermée.

Imaginons une surface S, simplement connexe ayant (C,) comme
contour, et d¢ méme une surface S ayant (C) comme contour,
D’aprés le théoréme d° Anipire et de Stokes, on a

f (podta+ qud + rodey = [ [ (Aa+ BY + Cy)d,,
e - Sy

ot l'intégrale double est étendue a Laive de §,, da, désignant un ¢lé-
ment de cette aire, et 2, 3, v les cosinus directeurs de la normale i cet
clement. (Voir le Traité d Analyse de M. Picard, t. 1.)

Soit I, le vecteur ayant pour origine le point «, b, ¢ et pour pro-
jections les valeurs de A, B, € en ce point. La quantité

ANa+ B3+ Cy

est la projection de H, surlanormale : nous la désignevons par (11,),3
Fintégrale ci-dessus est alors

./b/ ( “0 )u Cl’.r" .

De méme, on a

f (pdu+ qdy -+ rds) =fj‘(Xa + Y3 +7Zv)ds,
€ L

Journ. de Math. (5 séric), tome V., — Fasc. 11, 18y, 19
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f fs H,ds,

en appelant H, la projection du vecteur H de composantes X, Y, 7
sur la normale & ds.
La relation (13) peut done s8’¢erire

f £ (H,),ds, = f js'unda.

Sous cette forme, elle a une signification simple. En regardant I, et H
comme des forces et cmployant une locution connue, on pecut dire
(que

intégrale qu'on peul éerire

(H,)ndo,
est le flux de foree & travers I'¢lément ds, ct que
H,ds

estle flux a travers d/g. La rclation signific que le flux de force Lotal 4
travers S, est égal au flux total 4 travers S.

9. Le point de départ de cette étude est la considération d'un
systtme de lignes Ly, & deux paramétres, tracées dans le milicu pri-
mitif. Nous appellerons surface L, unc surface engendrée par une
snite continue de lignes L,. Par la déformation, les lignes L, se
changent en lignes L et la sur:face L, en une surface L. Cela posé,
si 1’on trace sur la surface L, une courbe fermée (C,) limitant, sur
cette surface, unc airc simplement connexe, la courbe correspon-
dante (C) sera située sur la surface correspondante L. Dans ce cas,
la valeur commune des deux intégrales (15) est nulle.

En effet, d’aprés le théoréme d’Ampére et de Stokes appliqué a la
portion de surface L, limitée par la courbe (C,), on a

da + qodb + rode) = [ [(H,),ds,,
“:M(I'oa 70db + rodc) fj( hndo

I"intégrale double ¢tant étendue & la portion de surface L, considérée.
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Mais en chaque point &, b, ¢ de la surface L, le vecteur H, de pro-
jections A, B, C est tangent a cette surface, d’aprés la définition
méme des lignes L,. On a donc identiquement (1I,), = o, ct Vinté-
grale considérée est nulle.

10. Associons des lignes L, de fagon a former une surface tubulaire
(que nous appellerons tube L,. Par la déformation, ce tube sc change
en un tube L. On démontre, comme dans la théorie des tourbillons (*),
les propositions suivantes :

Soit une courbe fermée quelconque (C,) située sur le tube L, et
Uentourant une fois; U'intégrale

f (Po(l(t + (/(,dl) -+ "UdC)
Gyl

a, tout le long du tube Ly, la méme valeur, quelle que soit la
courbe’C,.
Cette valeur est égale @ celle de Uintégrale

f. (pdc + qdy +rds)

prise le long d’une courbe fermde quelconque située sur le tube 1.
et ’entourant une fois.

11. Voici encore une relation de forme invariante. Nous avons vu
(que Pexpression (12') du n® 7 est la différentielle totale d'une certaine
fonction I de a, b, e. On peut donc écrire

dIF _  dr dy JJs
[)0“*‘()_“-—— D‘(;"*'qd‘;l'—i'l'——,

or dr dv Jds
Yo+ =Pow + 195+ "o

Fot = p g
oo =Py 95 T e

(") Puincare, Legons sur la théorie des tourbillons; Carré, 1893.
V. Bierknes, Ueber die Bildung von Cirkulations bewvegungen und Wirbeln
in reibungslosen Flissigkeiten, bei Jacob Dybwad, Christiana; 18g8.



148 P. APPELL.

D’autre part, les quantités A, B, C sont données en fonction de X,
Y, Z par les relations (4). Sil'on forme la combinaison

(p‘, {f) A+ (q.. dl‘) B+ ( 0")

on voit immédiatement qu’elle est égale a
D(pX+¢Y +rZ).
Done, comme uD = p,,
t(pox\ + 7B +r,C)

1 aF oF JF 1. o -
+ T(,(AJ?{ +B5; + ("I)F) = ;(p\ +qY + rZ).

Les fonctions p,, ¢,, 7", ont été assujettics uniquement a vérifier les
relations (10); or ces relations restent vérifices quand on y r¢mplace
Poy ([m ry Pﬂl’

J JF JF
Pot g ot g0 Tt 52

*

car les termes provenant de F disparaissent. Si nous appelons encore
. JF . .

Pus Gar 7o ces nouvelles fonctions p, + PPARRRE la relation ci-dessus

prend la forme plus simple

é—([),,,\ A B+, C)= ;:(f/)\ +qY +rl).

12. Nous terminerons par une remarque sur ce qu’on peul appeler
la composition des systémes de lignes correspondantes.
Soit une famille de lignes a deux paramétres

. da db  de
(hy) U A

on A, B’, C sont des fonctions de a, b, ¢ vérifiant la condition

JOA' | dB' | oC

Ya T T =0



EXTENSION DES THEOREMES SUR LES TOURBILLONS. 149
ot

’ drx d e
(IJ ) - —— J— 2
les lignes correspondantes dans le milicu déformé, définies par les
relations (3).

Soient, de méme,

" da db de
(Ln) K"? ='HI7=(_;_"’

, dr dy s
('4 ) XII - I—Y'Z” = -27'

deux autres systémes de lignes correspondantes avec

JA” 9B’ JC’

@ttt =
Les deux systémes de lignes
(1) da _ dl) _ de
o N kA" T B 4 AB T U k07
dr dv ds

IJ- g g = g p— b
(L) EiN =YY — Tk
ol k est une constante, sonl encore correspondants. Cela résulte de
ce que les relations (3), qui expriment que deux systémes de lignes se
correspondent, sont linéaires et homogénesen A, B, C, \. Y, Z,

Si Pon détermine les fonctions

Por %oy Tws [7'3 (],, I
Por G Tw Py g T
relatives aux deux sysiémes dec lignes correspondantes, on peut

prendre pour les fonctions analogues relatives au systéme résultant L,
et L,

Pi+kpyy g+ ke, T+ ki,
p+hp, q+kqg', r+ki
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13. Dans la théorie des tourbillons, les fonctions A, B, Cet X, Y, Z
sont les projections du vecteur tourbillon &, v, §, ct &, n, { aux
instants ¢, et ¢ Les fonctions p,, ¢,, 7, ct p, ¢, r sont alors les projec-
tions de la vitesse d’'une molécule u,, ¢, w, et u, ¢, w aux mémes
instants.

14. Un autre cxemple screncontre dans le mouvement permanent
d'un fluide. Dans ce cas les trajectoires des molécules se conservent :
elles se confondent avec les lignes de courant. On sait que I'on appelle
lignes de courant un systéme de lignes telles que la tangente en cha-
cun de leurs points coincide avec la vitesse de la molécule fluide placée
en ce point. En général, ces lignes changent avec le temps; mais, si le
mouvement est permanent, comme nous le supposons, les lignes de
courant sont les mémes a I'instant ¢, et & 'instant ¢.

Appelons a, b, cles coordonnées d’une moléeule & I'instant ¢, 5 u,,
v'ay W, les projections de sa vitesse; appelons x, iy, 5 les coordonnées
de la méme molécule au temps ¢; u, ¢, w les projections de sa vitesse.

Ona
x= f(a,b,c,t),

Yy =f4<a1 l’s Cy l)a
3=fy(a,b,c,t).

Les lignes de courant & l'instant ¢, sont définies par les rclations

da __db _dec
th) s T
et a l'instant ¢ par

de _dy __ ds
O =T =

Ces lignes correspondantes ¢ et /, sont actucllement identigues. En
effet, le mouvement étant permanent, &g, ¢y, W, sont exprimés en a,
b, ¢ de l]a méme facon que u, ¢, w enz, y, 5 : on peut dire aussi que
les molécules qui, & Vinstant ¢,, se trouvent sur unc ligne de courant /,
suivent cette ligne dans leur mouvement, et, a I'instant ¢, se trouvent
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sur la méme ligne; la ligne ¢ correspondant i /, se confond doncavec /,.

Il est aisé de vérifier directement que les quantités u,, 0o, w, ct «,
¢, w salisfont a des relations telles que (2).

Suivons, en cffet, une molécule dans son mouvement. A Pinstant
1, celte molécule est dans la position My(a, b, ¢) avec la vitesse «,, v,
w,; elle suit ensuite unc trajectoire /, et au temps ¢ clle est dans une
position M(z, y, 5) avec la vitesse u, o, w:entre @, b, ¢, z,y, 2, 1
ont lieu les relations

rz=f (a,b,¢,),
y=/i(a,b,c, ),
s=fa,b,et).

Soit une deuxiéme molécule M, située, a I'instant ¢,, sur la méme
trajectoire /, infiniment prés de M, ; soient (a + da, b + db, ¢ + d¢)
les coordonnées de M5 & l'instant ¢ cette molécule occupe, sur la
méme trajectoire /,, une position M'(xz + dx, y + dy, 5 + ds) indi-
niment voisine de M.

On a, entre dz, dy, ds et da, db, de, les relations évidentes

dr
\(l.r_—_o—ada+dbdb+ dc,
. p) 0 p)
(16) 'd_y 5% da + 5 db + £ de,
s =5 da+ 3 db+ P de.

Mais, le mouvement étant permanent, on peut aussi regarder M,
comme la position de la ‘molécule a I'instant ¢, + 3¢, et M’ comme la
position de M a 'instant ¢ + 3¢: on a donc

da = u,dt, db = ¢3¢, de = w, 3t

car la molécule M, a pour vitesse (&, ¢, w, )3 ct, de méme,

de=udt, dy=0d, ds =wit.
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Les relations (16) deviennent alors

u=u _()_..l‘_{_.i.{ .d_l_
\ Slhgg gy T Fege
! ) )y J
(17) s =u..d—)a - ¢ 0b+“"'¢)'c}:’
( (): d ()u
.“’="°Iz+'”ob+ W, o

Ces relations sont de la forme prévue (2). Pour les ramener a la
forme (3), partons de I'équation du n° 2,

Dy =u,;

puis multiplions les relations (17) & gauche parDw el 4 droite par w,:
1nous avons

D.su = ptty 25 4 gry 08 ouyw, O
ot = "oty 54 Yot b FoWa 500
14 dy Jdy
D e %; R AN 20 + Uy Wy 5= do
Js Js Jds
D. = Wy Uy Jda Rale Y 78 -+ YWy na
Ces relations sont bien de la forme (3), ou
A= o Uy B= o Pas C= g ¥y
X =pu, Y = uo, 1 =uw.

En outre, I'¢équation de continuit¢, dans le cas du mouvement per-
manent, donne

0A  dB _JC _
da T T ="
g& + ‘2. b ‘_)_Z.‘ = 0
or 9y 05 0

On pourrait donc appliquer les théorémes généraux aux trajec-
toires; mais actuellement ces théorémes sont intuitifs, car ils se
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réduisent, an fond, & ce fait que le débit & travers une section (uel-
conque d'un filet fluide est invariable.

15. Dans un mouvement permanent, les lignes de tourbillons et
les lignes de courant se conservent. On peut done, d’aprés le principe
s )
de la composition (n® 12), appliquer les théorémes précédents auy
lignes résultant de la composition des lignes de tourbillons ¢t des
ol o]
lignes de courant.,
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