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Sur les points singuliers d’une série de Taylor;
!/ S ’

Par M. Eveetsk FABRY.

1. Une série, ordonnée suivant les puissances entiéres de la variable,
définit une fonction analytique pour les points intérieurs & la circon-
férence de convergence. La définition s'étend aux points extérieurs au
moyen de nouvelles séries déduites de la premiére, pourvu que la
circonférence de convergence renferme des points non singuliers.
M. Hadamard a donné (Journal de Liouville, 4° série, t. VI ) unc
méthode pour la recherche des points singuliers situés sur la circonfé-
rence de convergence. J'ai publié deux Mémoires (Annalesde I Ecole
normale, 3¢ série, t. X1l Acta mathematica, t. XXII) ot par une
généralisation de cette méthode, j’ai obtenu de nouveaux résultats,
particulicrement sur les séries dont le prolongement analytique est
impossible. Je me propose ici d'étudier les points singuliers par une
nouvelle méthode, qui repose sur le calcul des différences des coeffi-
cients et dont j'ai indiqué le principe (Comptes rendus, 20 dé-
cembre 1897). Quand on connalt 'ordre de grandeur des différences
d’ordre infini, on pourra déterminer des régions ne contenant aucun
point singulier, et I'on connaitra les points singulicrs situés sur la
limite de ces régions, qui peuvent s'étendrc au dela du cercle de con-
vergence et dans bien des cas jusqu’a I'infini. On peut cn déduire des
cas assez généraux ou les coefficients étant des fonctions continues,
qui remplissent certaines conditions de grandeur, la circonférence de
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convergence ne contient ¢u'un seul point singulier. Cela peut expli-
quer pourquoi, comme I'a fait remarquer M. Picard dans la Revur
geénérale des Sciences, 'on a cu autrefois lant de peine & former des
séries ne pouvant pas se prolonger analytiquement, alors que ce fait
sc présente dans les cas les plus généraux, ainsi que I'a montré
M. Borel (Comptes rendus, 14 décembre 1896).

2. Soit une série f (..) =Za,z", dont le rayon de convergence cst RR.
¢ ¢tant fixe, mais aussi petit que lon voudra, pourvu quc n soit asscz

grand, on a
|, | < (’fl‘{ + f-)"'

Soit A une quantité imaginaire ct £ son module. Posons

» v(v -
=Na,,,— ;)\""a,,w_. -+ -(l 3 1y N ymg — o+ (— 1)y,

on en déduit

% viv-—1 -
A::‘f- TA':-'- (—la“)'A;’-l--i-.y,’: Na,.,

et

NN ! 3\ () '
()= B = (1) B e ()

v=0 v=20

I

Pourvu que 7 soil assez grand, on a
" 1 n l /- v
lA,|< ﬁ+£ l+ﬁ+" .

1l en résulte que la série précédente est convergente toutes les fois

que |25
represente S"(3).

=+ Mais il suffit qu’clle soit convergente pour qu’clle

. ) o | . .. '
Soit 0 une quantité positive. Représcntons par 1 la limite supc-

: n+ \
rieure, pour n = =, de \/[ Ay |£——n——-vl,)—0", olt v peut prendre toutes
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les valeurs, de o &4 %, pour chaque valeur de n. Cette limite supérieure
élant supposcée finie, si n est asscz grand, on aura qucl que soit v

et < ()"

nlv!

R
[+ R

Si <L

. [+ R
y en choisissant ¢ < -;-(5' — :T-{—)’ on a

! n v)!
]MI(J’T:)'OV<(1%+£) (1+Tl{+le)v0"(———"+ )

alyl n!v!

(e DU (i)

nlyl

G -0 )

1l en résulte
1

R—0(R+1)

A

'.
A
ct, quel que soit ), on aura

A+0(R+D—R2o;

d’autre part, en supposant v = o, on voit que A SR.

Si 5 a unc valeur telle que IXT:EI <0, ona

n+1 n > =z v
(x=) ,Z_lu—swl

n( 1 )n l)‘l .
A— 3|’
¢ I)\—J|—6-

l.f"(=)

n!

A
N—3

|<

_ A
T A—3

. e y, e " f”(:) ,
la limite supéricure, pour n = =, de T‘ est alors au plus égale
o1 A ) . . o e .
@ 1|5=|" U n’y a donc aucun point singulier & I'intéricur du cercle

de centre 3 ct de rayon A I [ — ;l
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Posons T'-i:?. ={le*, 1< 0. Ik n’y a aucun point singulier intéricur

At A . .
an cercle de centre s = T ¢t de rayon EY=1n Un point
s =pe”, ol pZR, sera intérieur a I'un de ces cercles, si I'on peut
trouver deux arcs « et f§ tels que

A+ Aled . ,
W’ ou A <A, l<0,

pet =
car cc point est sur la circonférence de centre ;—4%:7“ et de rayon
AI
—IT‘:(?—_;‘T. Il faut donc que
Lpe i + e =t + A’eBl;

on pourra déterminer a et B si la circonférence de centre ¢ze* et de
rayon p coupe, ou touche, celle de centre At et de rayon A, c'est-
d-dire si
e—A'StIh—pe|Sp 4+ A
Pourvu que s — A < 0|2 — ge*|, on peut choisir 7 et A’ de fagon
& verifier ces inégalités. 11 suffit de choisir A’ tel que

ASA>e—0[r—pe|
puis ¢ de fagon que

(<0 et p— AUt h—pe | <5 + A
on est ainsi conduit au théoréme suivant :
Soient

v(v—1)-
1.2

v ,
A =Na,.— 1 N'a, vy + N @y (- 1)y,

oit A est une quantité donnée, réelle ou imaginaire, et ) une quan-

tité positive. Si ‘/ | AY |('n':_v;)! 0" a, pour n==, quel que sott v, unc

limite supérieure finie K’ ilLn’y a aucun point singulier s vérifiant

Uinégalité
|5]—0]2 — 5| <A.
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3. Supposons |3|=R. 8i R~ 6[A ~ Re*| <A, le point de la
circonférence de convergence, IR¢*, n’est pas singulicr.
Soit A = leY, cela a lieu si

gt = R—A\? .
AlRsin? 27 > (252 Y — (1= 1y,
On a vu que I'on a toujours R — A S0(R + /), par suite

— 2
(B52) = (= my 24,
R—A
0
ment on aurait, quel que soit v,

d’autre part, ( )z — (I = R)? ne pent pas &tre négatif, car autre-

R—A<Ol—R|SH[A — Rem|;

aucun des points Re® ne serait singulier, et le rayon de convergence
serait supérieur & R. On a donc, dans tous les cas,

WR+DHzZR-AZ8|L-R

Posons

. L1 R—A\? .
4R sin? - =(—{—6—) —(l-R), 0sQs=w,
cet arc Q est toujours réel, et il n’y a aucun point singulier, sur la
circonférence de convergence, entre les points d’argument y + Q et
27+ v — Q.
“n particulier,siR — A =0[/—R|,ona

Q=o;

le point 5 = Re' est le seul point singulier de la circonférence de
convergence.
Si I =R, ces expressions se simplifient; on a

aROZR—A20, sin¥=R—?
2 2Ho

Journ. de Math. (5 série), tome IV, — Fase. 11, 18g8.
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A. Supposons A réel et positif, c'est-a-dire y =0, ce qui est lou-
jours possible par un changement de variable. Considérons la courbe
limite définie par I'équation

p—A=0]A—pe™|,
ce ni suppose p 2 A. Cette courbe divisc le plan en deux régions. Pour

s=+R,ona
R—AZO

n—R;
pour s =— R, on a
R— A0+ R).

lI n’y a donc aucun point singulicr dans celle de ces deux régions
(qui comprend le point — R et ne comprend pas + . Cela suffit pour
la définir, car cette courbe limite ne passe jamais par ces deux poinls.

[.’équation de la courbe, en coordonnées polaires, sera

2201 —0%)— 20(A — 1D%cosw) + A? - A2)* = o, ol 57 AL

Si 0 < 1, p a une racine plus petite que A, et on a la branche

A — 20200 o +-\/Th — X0¥cos )? = (1= 0] (N30

1 — 02
A0t — A?

T 20%c0sw— A 4\ (A Z70%c0s w)t - (1 — ) (A 2307’

la quantité sous le radical est égale &

P(A = heosw)? + 22 (1 - 0*)sin*w] "o

ces deux formes de p montrent que, si w crolt de o & =, p croil con-
stamment. On a une courbe fermée, a I'intéricur de laquelle ne peut
se trouver aucun point singulier.

Si A=R—0(A + R), cc qui suppose 0 < Fl:—ﬁ, la courbe passe
par le point 5 = — R et est tout entiére intéricure & la circonférence
de convergence.



SUR LES POINTS SINGULIERS D UNE SERIE DE TAYLOR. 323

Si § =1, on a la courbe limite

2p(hcosw—A)=A1—A%, ol A,
ona

AZR—|rA—R|<h,

Pour que ¢ soit positif, il faut que A cosw — A >0, ce qui donne
Ia branche d’hyperbole
— At

= ———— 02
P = 2 cosw—A)  COR¢:

~ o

Sifi>1,0na
ASR—0O[a—R|Sh

Pour que p soit réel, il faut
[03hcos — AT > V(0= 1) (1202 — A2),

Mais, si 0*Acosw — A < o, les deux valeurs de ¢ sont négatives.
On a done la branche de courbe :

62X cosw — A = \/(0bF cosw — AT — (02 1) (220F - A1)

= I Ty

“O

0*hcose > A -+ v = 1) (107 = Ad;

|orsque o croit depuis zéro, la plus peme valeur de 3 croit, Pautre di-
minue, ct 'on a une courbe fermée, & 'extéricur de laquelle il n'y a
aucun point singulier & distance finic.

Dans ce cas, 5 = =0 est un pole ou un point ordinaire. Fn effet, si »
est assez grand, la série

Tara (2 () P

V=0

est convergente tant que ‘,—_‘_—J <0; le point s =wx, =,
w'est pas, singulier pour 3*+' f%(3) et ne peut ftre, pour f(3), qu’un

point ordinaire ou un péle d’ordre 1 au plus.
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Quel que soit 0, si A =R --0|A —R|, 3=+ R est le scul point
singulier de la circonférence de convergence.

Si 0 < 1, la courhe passe alors par le point z = + R.

Sif21ct A>R,ona A =R — 0(A — R) et la courbe limite passe
encore par s = + R.

Sifd>i1, 2SR, ona

A=R-0R="71)Sh
Alors, pourvu que g >R, ona
F—ALN(p—n)S0iA~—pe|,
et lorsque ¢ = R, si 2o,
R--A=0(R—n)<0]h—Re™|.

Lie point 5=+ R est alors le seul point singulier & distance finie.
3 = % pouvant é&tre un péle ou un point ordinaire.

Enfin, si 0 =1, ASR et A =, 'hyperhole limite se réduit a

cosw =1, il n'y a aucun point singulicr en dehors de la partic posi-
tive de I'axe OX.

8. Pour démontrer la réciprojque du théoréme fondamental, po-

sons
(n+ ;) s\
?n( ) ZA“ T \a—=3z /)
=0
A pouvant étre réel ou imaginaire, el 5—=— = (e, { étant supposé tel
que la série précédente soil convergente, quel que soil «. N étant un
nombre entier, on a

N—1

1 L0 ) ,,(n+p.) e i

) S Rl e
N

vz ¢+

=2An [/wm("'i-"-*"ﬁ\)_.
AN AT AN

k=0



SUR LES POINTS SINGULIERS D UNE SERIE DE TAYLOK. 325
Supposons que la fonction f(3) n'ait aucun point singulier véri-
fiant I'inégalité
[5]—0]A—3]<A,
ol
O I—R|ZR - ATO(L+R), =14

La premiére de ces inégalités est toujours vérifiée, car, autrement,
le rayon de convergence scrait supériear & R, A et 0 étant supposés
positifs, La scconde inégalité est vérifiéc si A est choisi de facon que
la courbe, qui limite la région considérée, ne soit pas tout entiére in-
téricure & la circonférence de convergence, et lui soit au moins tan-
gente.

Dans le cas oit 02 1, supposons en outre que le point 5 = % soil un
pole ou un point ordinaire.

En posant /——_"7-: =(e*, on a

w@H=n(1-7)" G )-zww po

cetie fonction n’a aucun point singulier vériliant I'inégalité

-b— te*

PV

]

sauf Le¥ = — 1,
Si 0 <1, cette inégalit¢ est vérifice, quel que soit 2, pourvn que
A+ 10 .
(< 7\1—, valeur comprise entre 0 et 1.

Si 0 > 1, I'inégalité est toujours vérifice lorsque 1< —T’ valeur

supéricure 4 0; ct, si n cst asscz grand, 3 == o est un point ordinaire
pour 3" f*(3) et 9,(3).

Enfin, si 0 = 1, pourvu que n soit assez grand, 3 = % scra un point
ordinaire pour ,(3); on peut alors trouver une quantité B telle qu'il
'y ait aucun point singulier vérifiant U'inégalité

I - I+l(5""‘ )
1sI>8  ou .—T—'!<'l?'
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D’autre part, il n'y a aucun point singulier Lel (ue

8- L

A

ig t L - L, quel que soit 2, Punc de ces inégalités sera vérifide,

. P 3
Il n’y a donc aucun point singulier tel que ¢ < i—;‘

Ainsi, dans tous les cas, le rayon de convergence de la séric en /,
([ui représente 9,(3) est plus grand que 0. Et, si N augmente indéfi-
uiment, la somme

(LR (n - h -/.\)!
ZA""‘) Y B AYE

tend vers zéro.

)
Considérons une circonférence de centre 5 = 7w et de rayon

A . . ' [
==——7* Un point de cette circonférence sera représenté par
L

” ”“"' . ’0 - /\l"“i
i

d'ot I'on déduit
0| A= pge| =gl — Aek|>e — A,

et aucun point intéricur & celle circonférence n'est singulier pour

S"(3). 1l en résulte que ‘/ Ifn( ),a, pour n ===, une limite supé-

A "
rieure au plus égale a < |0 +e?| = —I;«:»_—l, et celle de y [5,(3))

. f .
ost au plus égale i —. Pourva que 2 soit assez grand, on a done,
\ ]

(i) | < (x2)

wipgn(n+h)! o [0 /.+A\(~'jff'__+/“\)
]A,,|0 Tt <% \ E 1’"( L ) ZA’“" n'(h -+ kN)!

(quel que soit a,

cl
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. . A\ . 13
le premier terme est plus petit que (\‘i—_; ) » le second est aussi petit

que 'on voudra ct tend vers o lorsque N augmente indéfiniment. 11

[}
en résulte que (7| A” 0"(" +h): st plus petit que ——; ot a, pour
q A plus p | y P

n'h! A—:
. . .. ’ . 1 L4 4 )
n ==, unc limite supérieure au plus égale a x5 ¢c qui conduit & la
réciproque du théoréme fondamental :

Si f(5) Wa aucun point singulier vérifiant Uinégalité
[3]—0lh —3|<A,

nit A et O sont positifs, et si, lorsque 021, le point s =% est un
pile ow un point ordinaire, la limite supéricure, pour n = =, de

Vid=n

' L
est au plus égale ¢ —-
5 Y

[ I L3 M . . L 1’ .
6. £ représentant toujours la limite supérieure, supposée finie, de

n n4v)! . . . . .
VAC‘[(~ h,{-’—()‘, pour n ==, si 2 1, il y a au moins un point sin-
' P = *

gulier sur la courbe limite
[sl=0|h—z|=A;

autrement, quel que soil a, il n’y aurait aucun point singulier, non
seculement & I'intéricur, mais sur la cicconférence de centre

Y
T4 e

el de rayon
A

0+ eal|’

On pourrait alors trouver une quantité positive r, telle qu'il n'y ait
aucun point singulier intérieur & chacun des cercles de centre 5 et de
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rayon
__A +r> A+rid—~ ||
j8 + e%4| < ]84 %]
il n’y aurait done aucun point singulier vérifiant I'inégalité

3| —0|A—3|<A+r|0—1]

n v .
et la limite supéricure de \/ |47 ] S———t—Lf)" pour n =, scrail au

plus égale &
| 1
A+r[o—y] <x

De méme, lorsque § =1, si 5 = = cst un podle ou un point ordinaire,
il y a au moins un point singulicr sur la courbe limite

|5]=0]A—z]=A

On peut, en effet, trouver une quantité positive B, telle qu'il n'y
ait aucun point singulier dont le module soit supéricur a B, sauf le
pole 3 = . Si aucun point de la branche d’hyperbole

|5] = 0|A—3|=A

n'élait singulicr, on pourrait trouver une quantité 7 telle qu'il n'y ait

7.
aucun point singulier & I'intérieur de chaque cercle de centre ———,

-3
A 4+ arcos -

2 N eq,
+ 1= o——— ol — s 2 L = Considérons

ctderayon =

TETadl
. . A A’
une circonférence de centre T Ct de rayon Trr e ol A" > AL

Elle est tangente & la branche d'hyperbole|s| — |4 — 3 | =A, etle
point de contact, pe®, est déterminé par les relations

Ipew . AI =~a— A/’ P(,wl__ A= A’(gpl —_ ?(‘?""‘a)l’
d'ou I'on déduit

i=0—a mww p— A,
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G, aa . B— AN
Si 4 cos ) <~——WB(B—~ ok on a

¢ >B,
¢t le point de contact ne peul pas étre singulier.

o B—An
:m’ ona

a AT
2’005;:_’ B—(—B——-——-_A,)a

L aucun de ces points de contact ne sera singulier, si A’ est choisi de

I':ngon (ue
A S A A
A+ B(B—A')>[ > A.

Si A’ est la plus petite racine positive de I'équation

I

. %
Si .’,cos’;

(A= A)(A = B)B=ri(A* — I,

racine qui est comprise entre A et /, il n’y a aucun point singulier tel
que

‘3{—]7\—3|<A'

FETIETT AR T L . L .
el la limite supérieure de \/[ )| ;57 serait au plus égale i 5> qui
est plus petit que '\

Cette démonstration suppose A < [, pour que [> A’ > A. Mais si
A =1/, le point 5 = + Reest singulier et se trouve sur la courbe limite,
(qui se réduit i w = o,

On peut dire que, dans tous les cas, pourvu que A > o, il y a un
point singulier sur la courbe limite {3 — 0|k — z|= A; mais, si
0 == 1, ce point peut ¢tre 5 = o, qui alors n’cst pas un pole.

7. ) étant suppose fixe, i chaque valeur de § correspond une valeur

de A, qui devient nulle lorsque :T =o. Si ) augmente, A ne croit

Journ. de Math. (5 sévie), tome IV. — Fase, I11, 1898, [;'.’.
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jamais. Si A > oil n’y a aucun point singulier, tel que
5] =0|2—3|<A.
Si 3 est un point singulier, on aura
A=o

A—z
ou un point ordinaire, lorsque 0 > 1, on a

pour toute valeur de Oil | Dec méme, si 5= n’cst pas un pole

A=0.

Si 5 = Aest le seul point singulicr de £(3), ce qui suppose| A | = R,
s = = pouvant étrc un pole, on aura

A =R,

quel que soit 0. Mais, s'il y a au moins un point singulier autee que
5 =4, il existera unc valeur de 0 au dela de laquelle A = o. Soit §
cette valeur telle que A > o lorsque § <0, et A = o lorsque 0> 0.
Il ne peut y avoir aucun point singulier tel que

|5]—0|A-3]| <o,

car autrement, a la valeur ) = ]1—_"_-— <7 correspondrait A = o. Si

"> 1, 5 = % est un point ordinaire ou un pole.
Il y a au moins un point singulier el que

|s|=0]A-3|
En effet, si 0’2 1 et si aucun de ces points n'était singulier, on pour-
rail trouver une quantit¢ r telle qu'il n'y ait aucun point singulicr
o . A0 .
intérieur aux cercles de centre 3 = ——— ct de rayon 7. Si § — ' est

0+ e
asscz pelit, il n'y aura aucun peint singulier intéricur aux cercles de
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0—10
B+ e ) (Ve ™)
positif, car ces cercles sont intérieurs aux précédents. Quel que soit 2,
cc rayon rst au moins égal i

e (1=l 2=5) )

il n’y aura donc aucun point singulier, tel que

cenlre 5 = 6:—}—_;;

ct de rayon r— ‘7\ SUpposc:

2| -0 A=3|<r|0—1|— l y il l,
pourvu que
rl0—a||0—1]>|A]||0 =0,
ce qui a lieu si (0 —1) </,
0—1(0—1)
0<0< ,(0! l)

ct I'on pourrait trouver une valeur § > ¢, telle que
A>o.

Si 0 =1, le point 5 =2 peut étrc considéré comme situé¢ sur la
droite [3]= |\ — 3|. Si 3 == cst un péle, et si aucun point de cetle
droite n'est singulier, on pourra trouver deux quantités B et -, telles
(u'il 0’y ait aucun point singulier vérifiant I'une des inégalités

{ ‘ . ‘
p<B, pcos(w —*,')<; +r, ol A= lev.
Si l'on prend

. N T a—
[<0<\/ -—ql cl A=B—0yB*—2r{>o0,

il n’y a aucun point singulier tel que

|3 =02 —35|<A;
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car, 8i | 5| < B, on en déduit

4B (!_‘L-_;A)!
2gcos(0 —v) < ] =+ 2r.

On aurait donc

A>o,

pour une valeur 0 > 1.
Il y a donc, dans tous les cas, au moins un point singulier sur la
courbe limite [5|=0'|A — 5|. Mais, si 0 =1, ce point peut itre

S=K.

8. Tant que 02 1, A varic d'une facon continue avee 0. Soient, ¢n
cffet, deux valeurs 0,>0,, auxquelles correspondent A, et A,
A,2A, > 0. Les deux courbes ¢, et e,

[z]=0A—=3|=A,, |s]=0,jr—-35]=4,

s¢ coupent toujours cn deux poinls réels, symétriques par rapport au
rayon (ui passe par le point A, qui ne peuvent ¢étre intérieurs i la cir-
conférence de convergence; car autrement celle de ces courbes qui
coupe la circonférence de convergence le plus pres du point 3= — 1
ne contiendrait aucun point singulier. On a, pour ces points com-

muns,
~ \]01"—' I\ 0|
=5
et 1l faut
L1 R.

Si0, < 1, le module g d'un point de la premiére courbe augmente

A,+l

jusqu'a la valeur = —=—% et il faut g, < \' s “' - On en déduit les deux

—0,
conditions

(R=A,) —0'<\—-A,~(\ +1)

0,— 0,
1—0

Si 0, > 1, on obtient de mé¢me la condition

< 101~A|

V= 01_1
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cl

(M= A)UTHSA, = A 5= AT

Done, si 0,21, A, — A, tend vers zéro avec 0, —0,, ct A varic d'une
facon continue.
Soit 3 = ge* un point de la courbe ¢,, on a

—p(0,— 0,
F—O.IR-—:’.I:A‘ ct P-OJD‘—:l: Po(l )

qui diminue quand p augmente. Donc sur la courbe ¢, il n’y a aucun
point singulier tel que p>¢, et il Yenaau moins un tel que £ =3,.
De méme, sur la courbe ¢,, il n’y a aucun point singulier tel que
p<gwvcelil yenaaumoins un tel que p2¢,.
Soit une nouvelle valeur 0, > 0,, pour laquelle on a

A3>0,
el soil
~ A,O;,—- A:,e’
°27 T, e,

Sur la courbe ¢, il n'y a aucun point singulier tel que ¢ > z.; ona
donce

P EPM
d'ol 'on déduit
0, A, 1
.‘1“Az<?|—Aa’ 0, A, 150
0, - 0, ; =
0, A, 1

Si g, = ps, 'un des deux points communs aux trois courbes est sin-
gulicr, ct la courbe ¢, ne contient pas d’autres points singuliers quc
ces deux points symétriques, définis par les équations

_— e - __Al—."\!
P= P A ~'|-—02_0l‘

La circonférence de convergence peut remplacer la premiére des
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courbes ¢, el si
Aiol - Alol

0,— 0, =k,

H=
I'un des deux points Re™=P est singulier, Q ¢tant donné par la rela-
tion

4IR sin? g = (n—_e—_lﬁ)’ — (-~ R).

f ayant une valeur donnée, s'il y a un point singulier tel que

5] —01A—z |0,
on aura

A=o.

Sinon, A sera ¢gal a la plus petite des valeurs de [5| — 0| A — =/,
ol 3 est 'un quelconque des points singuliers de £(3). 1l ne peut v
avoir d’exception a cette régle que pour ) =1, si 3= x est un poinl
singulicr; dans ce cas, I'hyperbole |3 —|A — z|=A passe par
s == quel que soit A, et cela n’indique rien sur la valeur de A.

9. Pour simplifier la discussion, supposons A récl, ce qui revient i
changer de variable de facon 4 augmenter w de +.
Si 5 = -- R est un point singulier, pourva que ¢ ZR et 0 < 1, 0n 2

p—0]l—pe”|2p = 0(l+p) 2R~ 0(( + k),
alors
A=R-0({+R),
elysi0> ﬁ-}lﬁ’
A =o.

Dans cc cas, toutes les courbes ¢ sont intéricures & la eirconférence
de convergence.
5 ¢lant un point singulier quelconque de f(3), posons

sl=p  |l—z]=M.

Soit 5,= Re™ le point singulicr de la circonférence de conver-
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gence le plus rapproché de 5 = — R, que nous supposons non singu-
lier. Posons, pour plus de symétric dans les formules,

R =z, [L—3,|=M,.

Si tous les points singuliers sont tels (ue -P—={|—°a pourvu (jue
<%0

M
0<——,onn

f—O0MZz—0M,;
carsiM > M, ona

— 0M>\[ (Mo — 0) >Fo - OM.,,

si M $M,, comme ¢ 2 ¢,, on a encore

:—0M>z—0M,.
Il en résulte que
A=¢—0M,

I\\

el si 7

-

|',
A=o.

S'il y a des points singuliers tels que M < b “ » supposons d’'abord

qu'ils soient Lous isolés, et représentons-les par des points de coordon-
nées g, M, par rapport & deux axes rectangulaires. Considérons une
droite issue du point g, M, paralléle a 'axe des M dans le sens positif,
et faisons-la tourner autour de ce point, vers I'axe des ¢, jusqua ce
(u’elle vencontre un point singulicr g, M,. Si plusicurs points sont sur
cette premiere droite, on choisira la plus grande valeur de . On fera
ensuile Lourner cetle droite autour du point g, M, jusqu’a ce qu'elle

. . . o e . M

)yasse par un aulre point sin ulier 5, M,, ct ainsi de suite tant qque — va
P.l 29 .
cl

en croissant. On forme ainsi un polygone convexe de sommets

P}»Mm PIMH ceey FAMM

tels que

Rl ap< < MM <M,
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Si g,-,M,, et p,M, sont deux sommets consécutifs, M un point
singulier quelconque, on a

ev M, M
M
f—t My 1|20, —P- g-rf
¢ M
Soit
— fia = PTR o PETR = F
0'"‘M,—M.,’ %‘Mpﬁﬁ m_MPth Uy M
ona
0<0| <01< <0k<0k+0-
Soit

0, <V Dyse

Si, par le point ¢, M,, on méne unc droite paralléle i la dircction
2 = M0, tous les points singuliers (¢, M) sont situ¢s du méme coté de
cette droite, celuide p =+, etl'ona

g —M0>p,— M0,
Donc, sio<<050,,0ona

A=¢g,— M,0;
en général, si 0,5050,,,,

A=p,— M0,

et, si 020,

A =o.

Si les points singuliers de f(5) ne sont pas lous isolés, le polygone
convexe que nous avons formé sera remplacé, en totalité on en partie,
par unc courbe convese, licu dune suite de points (p, M). A un

voint de cetle courbe correspond la valeur 0 = —‘ﬁ’-. your laquelle
I ¢ P ai | q

A =p—MI.
Si 04,, > 1, A varic d’unc fagon continue, méme pour les valeurs
voisines de 0 = 1. Il en est de méme si 0., = 1, p; étant fini, car alors,
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si{) tend vers 1, A tend verszéro, et A = o lorsque A2 1. Mais, si tous

les points singuliers sont tels que % > 1, 3 =x élant singulier, le der-

nier coté du polygone scra une droite passant par le point (pa_,, My_,)
et paralléle & la direction § = M. Alors, 81 0,_, S0 < 1,

A= Ph—y — OM,_,,
lorsque 0 tend vers 1, A tend vers gy, — Mi_, >o0;58i0 > 1,
A= 03

ct pour § =1, A peut avoir l'une quelconque des valeurs comprises
entre zéro et g, — M,_,. Il en est de méme si le polygone devient
une courbe convexe asymptote & la droite p — M = A’> 0, car A tend
vers A’ lorsque O tend vers 1. Si A’ =0, A reste continu pour ) =1.

[nverscment, si 'on connait la valeur A qui correspond i chaque
valeur 0, on aura unec série de courbes ¢,

Deux courbes infiniment voisines se coupent ¢n deux points symé-

triques déterminés par les valeurs
dA dA
M= - — c=A —-0—..

' H  P=A dh

I'un de ces deux points est singulier. Ces points peuvent former une
suite conlinue, ou une séric de points isolés. Dans ce dernier cas, on
réunira deux points consécutifs par la courbe p — 0M = A qui passe
par ces points. La derni¢re courbe ainsi obtenue sera ¢ = M. On
obtient ainsi une courbe, ou une suite de courbes, ui limite une

région du plan dans laquelle la fonction ne peut avoir aucun point
singulier.

10. Cherchons, cn particulicr, les points singuliers de la circon-

—

férence de convergence. Ona vu que R ; A ne déerott jamais, quand 0
croit. Supposons que 0 tende vers zéro.

Journ. de Math. (5 sirie), tome IV, — Fasc. 111, 1848, 43



338 EUGENE FABRY.

Si, pour deux valeurs 0, et 9,,

R—A, _ R—A,

% o

R—A
o

reste constant entre o et ,, et I'un des deux points tels que

lsl=R, |A=3|= R——}‘—‘l cst singulicr.
. 1
Soit A = [eY,

ﬂ{lsin’g =(E.;1_"\_’)’—(t ~ Ry,

il n’y a aucun point singulier sur la circonférence de convergence
entre les points dargument v+ Q et 2m+y— Q. 1 0’y a méme
aucun point singulier intérieur a la courbe |3| = 0,iA — s | = A,. Au
point ol cette courbe coupe la circonférence de convergence, angle V
des deux tangentes est donné par la relation

tangV = dp O lsing
angy = sdo |1 — ReQ| -+—01(lcus‘.!~—lﬂ’
siQ>o0, V>o.
SiR=1 ona
0c05§
tangV = — el V>o,
|—-0§in;

pourvu que i > o.
Sik - /20 ctQ=o0,0na

A=R-0R-/] « Mﬁﬁgw

la courbe |3]—0|A—z|=A est tangente & la circonférence de
convergence au point s := ReY. Son rayon de courbure en ce point
cst

;= RIR—-{]
T [R={=0r’
iR—1{] . . ' . .
Si ) < ——"5 unc circonférence langente a la circonférence de

R
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convergence au point ReY aura les parties voisines de ce point com-
prises entre la courbe et la circonférence de convergence, pourvu que
son rayon soit plus petit que r. Cela a méme lieu pour toute cette
circonférence si son rayon est assez petit.

’ . l‘—‘ \ . .
Lorsque 0 tend vers zéro, si - A~"~-'~ ne reste jamais constant, cette

(quantité décroit constamment ct a une limite .. On a alors
ARLsin? S =Lt — (L~ Ry

L'un des points Re™97 est singulier et n'est pas isolé; il y a des
points singuliers infiniment voisins entre la circonférence et toute
droite, non tangente, issue de ce point, du ¢6té du point Rev,

Si L=[l—R|, ona

Q =o,

RRe7 est le seul point singulier de la circonférence de convergence.

0
pas isolé. St £=R, il y a des points singuliers infiniment voisins
entre la circonférence de convergence et deux droites symétriques non
tangentesissues de ce point. Si [Z R, il y a méme des points singuliers
infiniment voisins entre la circonférence de convergenee et toute cir-
conférence de rayon plus grand, tangente en ce point singulier.

Reéciproquement, pour exprimer que la circonférence de conver-
gence ne contient aucun point singulier entre ceux d'argument « et
2 + 3, 'un de ces deux points étant singulier, on choisira

o
I

A he devient ¢gal a L. qu’a la limite, ce point singulicr n'est

3\
~A — le(l+ 3 -1!)1

’

. . . R—A . . .
il est alovs nécessaire et suffisant (ue ———I-—i- ait, pour ) = o, une limite
¢gale a

(I—Ry + 4Rlcos*§.

Pour que la circonfirence de convergence ne contienne que le point
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singulier Re", il faut ct il suffit que Elo_—é aitpourlimite|! — R|, pour

) = o, lorsque A ={eY. On a méme

pourvu que ) soit assez petit, sans étre nul, lorsque ce point singulier
est isol¢ dans une région comprise cntre la circonférence de conver-
gence ct unc circonférence tangente, si (ZR. Sil=R, R — A de-

vient égal & zéro, sans que 0 soit nul, pourvu que ReY soit un poinl

singulier isolé entre la circonférence de convergence et deux directions
non tangentes.

11. Pour montrer comment on peut appligquer ces résultats, consi-
dérons le cas ol «, est une fonction rationnelle de n.
Soit la série

4

N

+i4
I

n o

li

a pouvant étre réel ou imaginaire.

Le terme 37 étant supprimé dans le cas ot @ est entier négatif.
On a, en prenant A =

—1
"n___ _
' (n+a)(n+a+|)’

A" A" A= 2

T (n+a)y(n+a+ 1) (n+a+2)

el, en général,

!
" (Y : ———
4= V) (n+a)(n+a+).. (n+a+v)
Sija| = a,
" (n+v) (n+v)! (v
|45 I n'iv! <n (n—2)(n+1—12).. . (n4+v—2)

~ o 2 . . .
5i 6 <1 et n> —. cetle expression diminue quand v augmentc;
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on a donc
A=1.

Si la partic réelle de a est positive,

| n-4v

n+v+a

<t,

1
1A |£’—'I—;—:'-3,)— diminue quand v augmente, et A =1 pour ) =1.

V.

Si la partic réclle de @ est négative,

n—v
n+v+4+a

>1,

(n+v)!

pourvu que 2 dépasse un nombre déterminé fixe, |A) |~

aug-
mente indéfiniment avec v et A = o pour § =1.

De méme, si 0 > 1, A = o, quel que soit a.

La fonction ne peut avoir aucun point singulier en dehors de la
partic positive de I'axe OX; car si 3=pe*’ est singulier, lorsque

1>0> 271, ona

v—ll

AZp—hji—3z|<r.

s =1 cst le seul point singulier de la circonférence de convergence.
s = % est aussi singulier; autrement on pourrait trouver unc valeur
0> 1 pour laquelle A ne serait pas nul.

I1 est du reste facile de vérifier que ces deux points singulicrs sont
les seuls de la fonction, car elle vérifie I'équation différentielle

Soit la série
O "
Z (n + a)r’

ou p est entier. En formant les différences successives, on a

. (— 1) v! o -
a4/ = (n+a)(n+a+|)...(n+a+v)Zn,.n,...n,,-,’
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oll ny, iy, ..., i, rveprésentent p—1 des v +1 quantités n + a,
N+a+1, ..., n+a+vy, et I la somme de toules ces expressions,
deux ou plusicurs de ces quantités n,, n,, ... pouvant étre ¢gales dans
un méme terme. a ¢tant Ie module de ¢, on a

" fn_tv),-, (4wt (p+v—1)
IA ” <n'(n-—x) (=1 4u) ! (//-1) (re—a2y- v

] . .
Sinretv> (p e +a, cette expression diminue quand v aug-
mente, pourva que n son assez grand. §l en résulte que A =1,

Si 0> 1, en posant @ = aeP) on a

1 R4 u4 a0

n+a+p (n+u)’+ a4 za(n + p)cosd’

in?
- 2810 35
dant Nargument © < '

k4 .
—,’ car tang w = + Ghacun

n+n— T+ pacos
] .
des termes —-—- * ——— a donc un argunient plus petit en valeur abso-
Ny Ry Rp_y
k3 —_ 1 . f
lue que W= -) et un module plus grand (que — s ik en re-
n-—1 (v 1+ ayp !
- [}
salte que z - -—-- a un module plus grand (que
n.ony. oy
) 4+ v —1)! 1 a(p —1
et Gl
(/)-—1) (v+na)r no—a
L
a()p —s
v)' O » COS (-/-— )
,A,,l /1+() 0> (re+v). (p+v—1): n--a

nl(n+a).. (4249 _v!(,,;_,__;__'_)_!_ (% 4 1+ )P v

expression qui augmente indéfiniment avec v. Done A == o. Il en pé-
sulte que la fonction n’a aucun point singulier en dehors de P'axe O\,
el que les deux points 5 = 1 ct % sont singulicrs.

Si @, cst unc fraction rationnelle de 2, que 'on décompose en frac-
tions simples, A cst la somme des différences de ces fractions; il en
résulte que A =1 lorsque 0 < 1, el qu'il n’y a aucun point singulier
en dehors de la partie posilive de OX; 5 =1 est singulier.

Cet exemple permet d’expliquer pourquoi le calcul des différences
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n'indique rien sur la nature des points situés sur OX entre les deus

vérifie Péquation

n
points singuliers 5 = 1 et + =. La fonction 2 T
différentielle
_dy 1
it

(1]

dont la solution générale est
z”
Yy = 2 a+a

Si 5 peut varier arbitrairement, lorsqu’on aura fait le tour du poinl
s =1, la fonction change de nature, le terme ¢z~ s’ajoutant i la
séric, el 5 = o devient un pomt smguhel‘. Les résultats (que nous avous
obtenus ne s’appliquent donc a la fonction qu’i condition de consi-
dérer Paxe OX, entre +1 ct + o, comme unc coupure. Si non, la
fonction ne scrait méme pas dévcloppable en séric.

Par exemple, sia = ;» on a

oll, pour 3 =o,

lorsque la variable s fait le tour du point 5 =1 dans le sens positif,

. . . —ani . . .
la fonction est augmentée de -——— et 5 = o devient un point singu-

lier.

. ' n/, n+v
12. Pour chercher la limite supérieure de ‘/( 4y ( ”T ) g, 0¥, nous

avons suppos¢ que v prenait toutes les valeurs positives pour chaque

R
valeur de n. Cela peut étre évité lorsque § < i Dans ce cas, en
cffet, si n cst assez grand, on a

)A{,’;<(l—"+s‘)“(l—+—é+ls)v
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el

i {n+v)! 1 "(n<4v)! ! v
&= 0v<(ﬁ"") (n!vv'!') m("’"ﬁ"‘“)’

R4V

0(I+é+ls)>|,

expression «ui augmente avec v, tant que
puis elle diminue.
En remarquant que n"v”( )« est un des termes du développe-

ment de (2 + v)**, on a

(n+ ! < (n+v)r+
n'y anyy

Si I'on ne donne & v que des valeurs telles que

v < R+
7:="<0 —o(R~+10)’
i '0( é) reste supérieur a 1, et 'on a

iy

|an) e 0‘<(R +e> (1 + k)" ['-f—k (u +-Il;+ls)]/'",

. . n+v)
et la limite supérieure, pour n ===, de \/[ A"I(r —0%, ot v<han,

sera au plus égale &

|+k<|+koli+l)".

R R k
De mé >k 0 R+ L e necne gl
¢ méme, 51 > R_o(R-7)’ OO beut supposer & assez petit

pour que ——v-—O (l + Rl— + le) reste plus petit que 1. On a alors

kn

018l e < (o) G+ ke [0 (1 g )|

nly!

ct si v ne prend que des valeurs telles que v2 kn, la limite supéricure



SUR LES POINTS SINGULIERS D'UNE SERIE DE TAYLOR. 345

\/[ &)= (" x v) 0" scra au plus égale &

[

1 A\ 14 GI&-}-I)"__)_
(’“r) (’r =¥

R—0]/—R|ZAZR—=0(/+R).

|+k(L+_A0R+l)

Posons

I’expression (14 k)L —r— : +A + kLo R + ! pour dérivée par rap-

port a k

c R+ ¢
Lo’ i
qui est positif lorsque & < h+!
! P 1 R—o(RF oy
. + 1+k k
Quand 4 croit de zéro & cette valeur, (%ﬁ) ’ (0 Q;—B ) croit de

'y ! A ' A erottr 4
R m=oman k continue & croitre, elle décroit ct tend vers zéro

pour k = . Elle prend donc la valeur f pour deux valeurs £ et A,

R+l
R—=6(R+ 1)

. n n+v)!
wend que des valeurs non comprises entee k' net k”n A ) 0
| ! v T

I'une inféricure, I'autre supéricure & Lorsque v ne

a une limite supéricure au plus égale é ;+ Donc si, lorsque v reste

compris enlre k'n et A”n, on trouve une limite supéricure égale i

A”

ou plus grande, clle restera la méme quel que soit v,
: NPT . . 4 A\"*5 /L L+ R ko ' .
En particulicr, P'équation (T) (0 T ) = R=o[r=Rr|*

dcux racines positives A’ ct i”; dans tous les cas, pourvu que § < gy R 7

il suffit, pour calculer A, de donner & v des valeurs comprises entre
k' n et k" n. 11 faut seulement remarcuer que, si I'on trouvait ainsi une

Journ. de Math. (5 série), tome IV, — Fase. I, 1898, /l/|



346 EUGENE FABRY.
valeur plus grande que R — 0|/ — R|, on devrait prendre

A=R—0|l—R]|

lorsque v est arbitraire, car A ne peut pas dépasser celte valcur.
Si I = R, cette équation devient

(1+ ".)Hk(?z_’o)k______ [,

k= o et k" ne dépend que de 0 et croit avee 0. 11 suffit alors de faire

varier v entre o et kn, en prenant 0% —-——f-—-,, valeur (qui est plus
a(1+ k) Tk

d k
granae quc m

13. Nous allons appliquer les théorics précédentes & un cas assez
geénéral o la série n'a qu’un point singulier sur la circonférence de
convergence.

L | |

Supposons le rayon de convergence (gal & 1. —= aura pour

limite supéricure zéro, pour 1 = . Supposons, en outre, que «, soil
une fonction analytique F(»), n'ayant aucun point singulicr, aatre
(ue n = o, dans un espace limit¢ par deux droites symétriques issues
de O, qui forment avec OX des angles aigus, et extéricur a une cir-
conférence de rayon fini. Clest-d-dire que le point » = g™ ne sera

jamais singulicr pour F(n) si ¢ > Bet|w|Sa, o0 sina= 1< 1, r el
\ ; . P ' L F (zem
B étant fixes. Enfin, la fonction I est supposée telle que LILE S

¢
ait pour limite supérieurc zéro, pour p =%, w prenaul toutes les
valeurs comprises entre — o et + a.

. v '
Pourvu que n soit assez grand, ct que ~ Sr, @, pourra se déve-

lopper sous la forme

&
Bpv=Ag+ AL+ + A,,(%) .

ou les coefficients A ne dépendent que de n. Représentons par D} ce
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(que devient A} quand on y remplace a,.., par V¥, en supposant A =1,
Dh =l = $(h = 1)+ 2G5 (h — 2y — ok (0,
d'otli I'on déduit
D} = A(D!' + Di7Y),
D,=o0 sih>1, D;=i(D;+D,,)=0 sih>z2,

ct, en général,
D:=o sih >k, D"'=hD,’:t:=h!

Entin, cn laissant & — & fixe, on obtient la relation

ho__ k~h+1 I yk=h+3 I r\k-h+3 ! k-t
D,’._’l![l-}—])2 +;—!D3‘ +'3—;D‘ ++“'+ZT:T)!DI' ]

el
D,>o0 sih>h.

Soit M le maximum du module de F(n + nre*), ot w est arbi-
traire. Dans le développement de a,.,, ona

| Ay M.

Si i < rn, on peut remplacer e,,, par son développement dans A%,
el Pona
Dj

A
no__ h+1
Alx = AA;-,-, -+

It" +1

<N B =M B () () +ri 0 ()

h h  h— +h(/¢—-l) h—a _“._'_(__[),‘_,{4 1 ]

DA 4. .,

nr—n 1 nr—h+1 1.2 nr—h-+2 L ar—
k!
(nr—l)(nr—3)...(1:1'-—/1)'

Prenons 02 ——’—:—" Pour calculer A, il suffit de donner & v des
A
20t4r) "
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valeurs comprises entre 0 et rn —1, et

'A:c'(”‘;"')!ov<Mov (n4+1(n~+2)...(n+v) .
nlv!

(ar —1)(nr—12)...(nr — v)'

3 . . 3 . " — " .
expression qui diminue, si v augmente, lorsque v < R puis aug-
mente avec v; et qui sera maximum pour v = o, ou lorsque

nr—12yv>nr—a2.

Dans ce dernier cas, on a
" (n+v) < (n+w! (A v)a+y
|4, I IMOS Talvl <M Ov n"v"

<M +r)"( %_f“’) <M(1 + r)

2

nr—3

<M,

!
2
alr—-—
n

1 ; . " LM .
Comme ;L|F(pe"")| a pour limite supéricure o, —";- a aussi pour

pourvu que # soit assez grand.

limite supérieure o, pour n = =, et A = 1. La séric £3*I'(n) n'a donc
aucun point singulier, tel que

2| =0|1—3| <1, 0=___.__’;__,_£,

et 3=+ 1 est le seul point singulier de la circonférence de conver-
gence.

14. Ces conditions sont remplies si a, est unc fonction algébrique
continue j c’est-d-dire si, & partir d’un rang fini, il existe entre 2 ct a,
une relation algébrique entiére, a, représentant toujours la méme
branche de cette fonction ol # croit d’une facon continue par des
valeurs réelles.

Considérons encore la série

L)
zznen[—1+eos(Ln)¢] ol ola<ll,

n=1
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(Ln)* représentant la valeur réelle et positive. @, est une fonction
de n qui n’a que les points singuliers o, 1, %. Si n = pe*, wgi"’_')_l
est la partie réelle de
[~ 1+ cos(Lp + iw)*],
ou de

cosw|[— 1 + cos(Lp)*] — 2¢*'sin

(Lp +fw)d— (Lp)* o (Lp +du)t + (Le)*
2 2

Lorsque p devient infini, w restant fini,

(Lp+iw) —(Lg)*= (—':;‘i‘:)—-:

tend vers zéro.
(Lp 4 iw)* +(Lp)*
2

reste fini. La limite supéricure dcéL[F(pe“"')[ pour p = % est donc

Il en résulte que son sinus tend vers o et sin

amé - ®1<o si z.
la méme que celle de cosw[— 1 + cos(Lp)*]So si o] < -
La séric précédente n’a donc que le point singulier 5 = 1 sur la cir-
conférence de convergence. Soit une suite de termes tels que

3 1
2UhT+8)2< ) < H{AR+IT Q)%
c#me'Spnle y

¢ ¢tant fixe et k augmentant indéfiniment. Pour ces termes, on a

L|a,|

= = — 1+ cos(Lin)*< — 1 + cose.

La séric qui ne contiendrait que ces termes, les autres étant nuls,
aurait un rayon de convergence égal 4

el—eotl > 1.

Si I'on supprime tous ces termes, en ne conservant que ceux tels
que

L i
c(nlm—t;¢< n < e(nlmu)ﬂ,
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on ne change pas les points singuliers de la circonférence de rayon 1.
Si n et n’ sont deux termes de deux groupes consécutifs, on a

! . 4 K-t Yoy
n . . 2 —— (24 T)%
- > e!!lﬂ-ﬂﬂ e -Mn+;|°> e @ )

(jui augmente indéfiniment avec k.

Quand on forme 4y, pour calculer A, il suffit de prendre v < v,
si § est assez petit; et les termes de deux groupes différents n'entre-
ront jamais dans la méme différence. Si 'on supprime un nombre
quelconque de ces groupes de termes, on a donc encore une séric qui
n’a que le point singulier 5 =1 sur la circonférence de rayon 1. Dans
celte série, @, = o, sauf pour des suites dc termes consécutifs tels que

akrn —e L (Ln)* <2k + ¢,

oli k prend une suite de valeurs enti¢res, en nombre infini.
On arrive au méme résultat en partant de la série plus générale

z =n F(n)eui—l-n-cos( Lma; ,

n=t

ot F'(n) remplit les conditions posées au n” 43, et peut étre une fonc-
tion rationnelle ou algébrique.

13. Ce dernier résultat peut étre présenté sous une forme un peu
genérale. Soit la série
Za,b,s".
Doit

- Y v
D'=W"a,.,— 77\" "@poyy o+ (—1)a,,

S VoS-
ll.'f: A V[),,_,.v— ;)\ v '[),,_W_' -+ .. (— I)V/),,,
et

Ve
AC’ = 7\Vam-vbru-v'— T A .anw—c bn+v—4 +..ot (—' [)va” b"

olt A= NN", X" el A" pouvant étrc arbitraires. En remplacant les & en



(S\
“r
[
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fonction de leurs différences, on a

& =W\"Ddy + <N Dyl
/(l—l)lw—an-ﬂl—’d‘“’_{_ o Df,'dj:.

oo n P . . ) e 1
Si \/l D;‘|(——':'—‘v,—)—0 " a pour limite supéricure g, pour n=x,

\,, étant celle de ‘/ |y | —~—— (" ‘H) — ", pourvu que £ soit assez grand, on

aura

" nlyl 1\ 1 \” " n'y )Y 1\
D<= () rs) 1< g (5) ()

'A"|<Zu P N D

nly! 1 »e
<(n+;) Al—e)?(A"—: (0’) 2") (A’-;)

SR < A7, et si e est assez petit, on aura

" +’ v
[A |(”l' |) ) < L n 7l ')J'“l ’
(I\A -—2.',) [l—m]

\/ | AY | (——-——" * 2 a alors une limite supérieure au plus égale & TT\

de sorte que AZ A’A" pour § =,

Supposons | A’ | et |A”| égaux aux rayons de convergence R’, R” des
deux séries Za, 3", £b,2". Si la seconde série n’a, sur sa circonférence
de convergence, qu'un point singulier 3 = \", supposé isolé, on aura

pourvu que §” soit assez petit. Si z ==— A’ n'est pas un point singulier
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de la premiére série, on a

AS>R @ —20),

pourvu que " soit assez petit. On peut supposer 0" > — et =

alors AZA’A”>TRR"(1 — 20), ct le point 3 = — 1’1” n’est pas un
point singulier pour la série Za, b, 5" .
Onatoujours RZR'R” ets'ilya dcs valeurs de n telles que V]| @,

et \'[,] tendent en méme temps vers H’ et {,,, R =R'R". Si la séric

Lb,3" n’a que le point singulicr 3 = 1 sur la circonférence de conver-
gence de rayon R” =1, un point 3 = R’e* non singulier pour la séric
Za,s" ne peut pas étre singulier pour Za, b, z". Mais un point singulier
de la premiére série peut n’étre pas singulier pour la seconde. Si les

\' 1 ' . .
deux séries Zb " ot zz—:" n’ont que le point singulier 5 =1 sur
n

leurs circonférences de convergence, les deux séries Za,s", La,b,3"

3
auront les mémes points singulicrs sur leurs circonférences de con-
vergence.

Si les deux séries Za,3", £b,3" n'ont chacune qu'un poinl sing-
lier, X', 4", sur leurs circonférences de convergence, la séric Za*l, 3"
ne peut avoir que le point smgullcr N A" sur la circonférence de ravon
R’R”; et, si R = R'R”, ce point est singulicr.

16. Supposons R=1, ct A=e¥, Si A =1, s5=¢" est le scul
point singulier de la circonférence de convergence. Si A =1 — 20,
5 = ™Y est singulier; si A >1 — al), ce point n’est pas singulier.

(n =+ v) ') : imite sune
Supposons maintenant que \/[A.’,' —o7 U ail pour limite supe-

rieure 1, pour n = =, lorsque 2 prend une suite illimitée de valeurs
particuliéres, v prenant toutes les valeurs entiéres pour chacune de
ces valeurs de n. On a, pour ces valeurs,

IAnl("‘*“‘) 0V<(l+ E)”,

nly!

ol ¢ est aussi petit que I'on voudra, pourvu que ~ soit assez grand.
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Soit A= ¢Y!; représentons par A,(e¥!), ou 4, ce que devient &7,
(quand A y est remplacé par A'. On a

Wltyy=A) + =) + v(' ”A" A7,
A =Na,,,— ;17»”"' Opay-y oo (— 1)y
d’oi I'on déduit
A, = AU(N = )+ AN (N =)
+ D NN = AT AT
Si, n étant fixe et v arbitraire, on suppose que

| E < ey

il en résulte

v +v)! Ov- ’ v
&SR °'<(‘+‘)" (n—:’:t)‘(v-t*)' "IN A

<1+ z)"[t 4+ 0[N [,

0

Soit (' = =] ot 020,; en ne donnant 4 n que la suite de

|4, |2 E ) g

valeurs que nous avons considérées, \/ aura, pour

n = =, une limite supéricure au plus égale &

P+ 0[N —A|= n—-O’ll)\’—Xl <

-
1— 20'cos -
2

sig—nlyY —y<n—a.
Donnons maintenant 4 ' les valeurs 2k g ;ona

-k Pl
k=°e TAV( st u) NZ(—- l) - !(v_!‘)!a,,.,“,

Journ. de Math. (5 série), tome IV. — Fasc. 111, 188, 45
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ot ¢ ne prend que les valeurs de la forme % + kN comprises entre
oetv, SiN>;1, v—N<LA<N,ona

1 a3 .34 _ v!
P T4,(4%) = (= 1y AT =Tyt Qe

Supposons que le point 5 = e ne soit pas singulier. On peut
trouver une quantité positive 3, asscz petite pour qu'il n'y ait aucun
point singulier tel que |3| — 0] e®™ Y — 3| < 1 — 20 + 5 car, si § est
assez petit, ccux de ces points qui sont hors du cercle de convergence
seront aussi voisins que I'on voudra de 3 = ¢¥'. On peut méme trouver
un arc z, tel qu'il n’y ait aucun point singulier vérifiant 'inégalit¢

2] =0)e—z]<1—20 48

s 42>y —y— > — a; alors, la limite supérieure de

Visesk

. 0. > \ | § . . ’ L] . .
scra au plus égale a T=20+p’ et, s1 Y nest pas compris cntre

I3 " '

%= + y = «, nne prenant que les valeurs considérées, \/ A, "n"f' L oy
. . +_° ’ L ' AS

aura unc limite supérieure au plus égale & —————, ot 0 peut dtre

1— 20 cos—
2

. 0 4 ’ (" ~+ ') ]
fixe, pourva que 0§:+‘20.' Alors, quel que soit X', ‘/|A |7 Iy

aura, pour ces valeurs de n, une limite supérieure plus petite que

A n -+ ! ’
» de méme que \/l aa+h|,;!(,,“’;—(v—"_)—,;ﬁﬁ K

1
ol
(n +v )

nly

(n+ v)"“’, on a

n"y* étant le plus grand terme du développement de

(n+v)!> 1 (1 =+ v)r+y
nly! n<+v+1 n"vy
(n +v)rtv (n+4v)! v! I (n +v)rry
et (v — h)v=» nlv! h!(v—/l)!>(n+v+1)(v+1)n"h"(v—h)"".
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Supposons que v et / varient avec n, de facon que ~ = ait pour limite

ok 1 (n+v) o 1
T tendant vers ; \/ mf) aura pour lmutc —
et V[ @,.,| aura unc limite supérieure plus petite que 1. l’our que

0,5 ﬂ —0"
- l+2

» il suffit que ~ % ait unc limite positive égale & —— ﬂ,

Donc, si"*V[ @4 a pour limite supérieure 1, lorsque n ne prend
(jue les valeurs particuliéres considérées, et ne << h < nb,, ol ¢ est
fixe, le point z = ¢ est singulier.

Supposons maintenant que, 4 chaque valeur de n, corresponde un
arc y; on forme A}, oil v est arbitraire, A = ¢¥ variant avec n, qui
prend toutes les valeurs entiéres. Supposons que, dans ces conditions,

\/IA" (”—H) 0* ait pour limite supérieure 1, pour n=2. Si un

arc o est lcl que, pourvu que 7 soit assez grand, aucun des arcs y ne
soit compris enlre @ — « et @ + &, enprenant A = e/, ' = ™%, et ¢’

. . 3 ] ‘ ! /
assez petit, on voit que Ja limite supérieure de \/ |4, | "n';'y,) 0" cst

’ \ 1
¢ (314 P
an plus é¢gale a — <=5
1—260 cos ~

;» et 5= ¢ n'est pas singulier.

Les seuls points de la circonférence de convergence, qui peuvent étre
singulicrs, sont ceux dont les arguments sont les limites de y. Tous

. « . . o« B .

ces points limites sont singuliers, si y| 4| tend vers 1, pour une suite
Rpgyg— Ny .

de valeurs ny, ny, ..., ny ... telles que ~H— reste plus petit

(u'une quantit¢ inférieure 4 0. Dans tous les cas, un point ¢ est
singulier si I'on peut trouver une suite de valeurs de n telles que y

Ny . . ).
tende vers w, pour n =, " y|a,.,| ayant pour limite supérieure 1,
pour ces valeurs infinies de 7, lorsque ne <v < 0n.

17. Soitla série Z3"¢"®, ou g(n) est récl lorsque 7 est entier;
%(s) étant une fonction analytique qui n’a aucun point singulier, a
distance finic, s = pe*’ tel que p > B, |w|<a. Supposons en outre
que py'(pe™) tende vers zéro lorsque p devient infini, pourvu que

CIR2
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Pour chaque valeur de n, prenons A = ¢~"%". Alors |A}| aura la
méme valeur que lorsque a,,, est remplacé par @, = efm+vilpnen-smi
avec A=1. On peut alors développer a,,, suivant les puissances

de 7'1’ comme au n° 13, si i— < r=sina. Soit

14‘(” -+ \’) — 0‘.(” “W[?(”*‘V)‘;‘(”)],
v ‘
n <r,
vers o, ainsi que ¢ ¢'(p¢*). Les points singuliers de la série situés sur

la circonférence de convergence ont alors pour arguments les limites

de — g(n).
Par exemple, si g(r) = a(Lz)}, ona

(s { M
Lll’(l?e“’ )| <‘?(n +v)— ?(n)| qui tend

SIn4v= r(,"‘"’,

vy P T e (Lg 4+ tw) Y’

(qui tend vers zéro sifl<1. Comme 4(n) augmente indéfiniment
avec n, tous les points de la cireconférence sont singuliers.

Si g(n) = asin(Lr)?, ot 0 <0 <1, tous les points compris entree
les ares — « et + a sont singuliers. Si & <=, les autres points de la
circonférence de convergence ne sonl pas singulicrs,

On arrive au méme résultat pour la série Za,z" ™ i les deux

’ e I . . . .
stries Za,,:", Za—:" n'ont que le point singulier =1 sur lenr
n

circonférence de convergence; ou cncore si @, est une fonction analy -
tique remplissant les conditions indiquéces au n® 13.

I8. Dans la séric f(3) = 2 @,5", posons — = .

(l - ;)f(z):' - id,,()\x)"(x — l)‘”"

n=0

= Zx"(ao -~ ‘fla,-i- "—(':—;—'))\’a, +on(— 1)"a,,)\")

= 2 (— .’L‘)"A:.
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Représentons par 8. les différences des cocfficients de cette fonetion
dew pourd=1.0na

, . : y(v —1 '
A/ =(— 1)""”[-33»,’*‘ f MO —';7;")5::4~,-z +...+ 4|3
(11
- ey
"AZ =A’II+ ’:+|9
et lon en déduit

- wip—1
R . o
A = (—1)""NAL.

Appliquons i la fonction (Al -3 ) S(3), développée suivant les
puissances de &, les théoremes précédemment démontrés. x = =% cor-

respond & =%, =1 & 3 ==. La condition |5| —0|A - 3| <A
est équivalente @ |x|-—-l%—|x —z|<0. En permutant n et v, on

ohtient les résultats suivants :

oY (n-+v)! , S -y
St \/[.\L’[—T,—' A", oli n cst arbitraire, a, pour v = =, une limite
..
.. I T . . .
~upéricure finie 7o il 'y a aucun point singulier tel que
i:i —0!)\-3f<x\,
eLily enaau moins un tel que |3, —0|2 — 3| = A.

Si|A| =R, et si 0> o pour A >R, le point 3 =4 est un poley il
n'y a aucun autre point singulier sur la circonférence de convergence,

\ A—0R . . .
¢t méme dans un cerele de rayon ===, si 0 < 1. 8i0 =1, il ne peut

\ avoir aucun point singulier autre (ue 5= =, etle pdle 5 =%,

19. Si|A|=R=1,0L i, ct si la limite supcricure, pour n = =,

n w (n+v)! i c K .
de \/[A:l-—;l—m—— 0" est ——s le point 5 = — A est singulier.

Supposons v pair, soit v = 2y et # + . = m, Dans A}, le plus grand
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(ap)!
(n!)
tons ce cocfficient maximum en facteur, en posant

cocflicient est celui du terme moyen + Prenons A = — 1, et met-

Y = Ay + —— (am-u + am-—c)

u+1

- u(u-:l) - (@nes+ @y y)+...+ (;’-u ‘(a,,,_m-i- Om_y)s
(r+1)(1s+2) (
ona
- (_,_)_
A= Ty ¥
Or,
(rAap)  (n+ap)! ' (n k3t

n" () nlp!np! > (n4ap+1)(am+1) n" pt

i, si w varie avec n, de facon que £ tende vers b ou—vers—o—
L,Al“ VCI, c [u n I—-—QB’ 0

.

T E TN . . i
" (_n_'-i_-Tax_&_‘_)_oau a pour limite
Hipeas r—29

Si, pour une suite de valeurs de m, 'Y|%,| a pour limite supé-

P n . . " * . " n (” +V)
rieure 1, y|p,| aura la méme limite supéricure, ct \/A =

. . . l .
aura pour limite supéricure ——, ct cela quel ue soil n, car

A 21— 20. Comme 0 cst arbitraire, on voit que, dans g,, @ cst un
nombre cntier arbitraire, qui varie avec m, pourvu que ;E ne tende
pas vers o. Si alors V|| a pour limite supéricure 1, le point 5=
est singulier.

Cette fonction g, peut remplacer celle que j’avais introduite dans
les deux Mémoires déja cités. ct permet de retrouver tous les résultats
auxquels j’ai é1¢ conduit précédemment.



