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TRANSFORMATIONS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 429

Sur les transformations infinitésimales des équations
différentielles

Par M. N. SALTYROW.

1. M. S. Lie, l'auteur de la théorie des transformations infinitési-
males des équations différenticlles, étudie les avantages (') qui se pre-
sentent pour l'intégration des ¢équations différentielles, si les transfor-
mations infinitésimales qu'elles admettent sont connues. Dans ma
Note je m'occupe du calcul de ces transformations infinitésimales.

2. 11 est ¢vident qqu'une équation différenticlle
(1 dy —Xde=o

admet une transformation infinitésimale %, X (?), ot § est une fone-
tion arbitraire de x, y. Clest-d-dire %, v ¢tant une transformation

infinitésimale que équation (1) admet, elle admettra de méme la
transformation

o, 3=4X-—1.

(\) Math. An., Bd, XI, 8. 48q.
(*) Joroan, Cours d’ Analyse, t. 111, p. 21.
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11 s’ensuit, pour avoir une transformation infinitésimale que notre
¢quation admet, qu'il suffit de calculer la valeur d'une seule fonction z,
dont la recherche revient & intégrer une équation différentielle aux

dérivées particlles
K l’o — JX
d.t : dy

-
LX)

Mais cette égalité montre que = st un facteur intégrant de I'équa-

tion (1). Ainsi lc caleul d’une transformation infinitésimale que I'équa-
tion (1) admet ct la recherche de son facteur intégrant sont deux pro-
blémes enticrement écuivalents.

3. Soit
(2) dx,,—ZXﬁda:,,:o (h=m+1, .., m+u).

h=1
un systéme d’équations aux différenticlles totales, X} é¢tant des fone-
tions de x,, &3, ...y Tp.n- Licurs intégrales satisfont aux éouations
aux dérivées partielles

m-+n

(3) \f = d.r, E ’(" Js =0 (h=1,2,....m),

A=m+1

formant un systéme jacobien. Ce systeme étant jacobien les conditions
suivantes doivent avoir licu

m+n

oxX# X} ; 0X* A ONA
(/l) (’7)3_,—-0—1'—,‘ ',_%H\"Z)Tl_ "()l‘,,)—"

, (v=m+1,...,m~+n);

I, i prenanl toutes les valeurs distinctes de 1 i m.
Soient 3,,. ¢y Smeay vy Smen des fonctions de vaviables indépen-
dantes e, £y, ..., Ly .y I'cxpression

m-+n

Jz
2 o

[RETEN |
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¢lant unc transformation infinitésimale (') que les équations (2) ad-
mettent. Les fonctions 3 satisfont aux conditions ()

m<n
0"" -+ 2 X" d"" —-Z*—o

h=m~+1

(h=1,2,...,myc=m+1,...,m+n),

o

ol 'on a posé

Ainsi, pour calculer les » fonctions 3, nous avons un systéme de
mn ¢quations (5) aux dérivées particlles qu'il est aisé d’intégrer. En
effet, comme je I'ai montré dans ma Note : Etude sur les intégrales
d’un systéme des équations différentielles aux dérivées partwlles
de plusicurs fonctions inconnues (*), 'intégration de ce systéme
revient & intégrer un systéme

(6) Pf=Xt+Zf=0 (h=1,2,...,m)

aux dérivées partielles, oli nous représentons symboliquement par Z*
I'opération

n-+n

=3 2t 2.

e=m+1

. 1l est ais¢ de voir que le systéme (), ¢tant jacobien, admet
2n intégrales distinctes. En effet,

""f,:r"f)—(X"f, Xf) + (XELZUY + (TR N )+ (23 20,

(") Joroan, Cours d’Analyse, t. 1, p. So.
(%) Jorpan, Cours d’Analyse, t. 111, p. 85.
(*) Journal de Liouville: 1897.
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Mais on a
(X', Xif) =0,
(XL LY) + (LX) + (22 = 3 Lzt
v=m+1 l=m+1

ol 'on a pos¢

L|I=

*XE X! +"§" (X" X! a OPXL . OXL gXE gXE ox:’.)

d.z',da.', - d.z:,,dx, P ()dz‘pd.’t'i - Pdm,dx, 0—-1'1 ()—J‘,_, - 7);/_ -0-7,: '

p=m<1

En différentiant les égalités (4) par rapport aux variables ..,
Lsgy ++ vy Lyeny NOUS AVONS

Lu=o, V=M A1,y .. M+ l=m+1,...,m+n.

Il s’ensuit

(3*f, #f)=o,

lc systéme (G) ¢tant jacobien. Ses intégrales distinctes étant au nombre
dean
P19 Pas ooy Gany

la solution générale des équations (5) st

Ts(P1y Pas + vy Pan) =0, S=I1,2, ..., N,

=, ¢tant des fonctions arbitraires distinctes. Mais, comme il est connu,
les fonctions ¢ sont définies par les intégrales du systéme aux différen-
tielles totales

[ m
S dz,— 3 Xide,=o,
h=1
(7) o k=m~1,..., m+n,
( dzy— Y, Ztdz, = o,

h=1

dont les n premictres équations présentent les équations (2).
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5. On voit aisément que le probléme du calcul des transformations
infinitésimales que les équations (2) admettent est déji résolu chaque
fois que I'on peut trouver » solutions des équations (7) distinctes par
rapport aux variables z. Mais évidemment de pareils cas ne se pre-
sentent que pour des valeurs exceptionnelles des fonctions X}.

6. Soit, par exemple,
dnr g d}' d""’_}’
d—x% =f(””’3” ds’"'"” d'x‘n-‘l)

une équation différentielle, fétant une fonction homogéne du degré 1

par rapport a y et 4 ses dérivées. Remplacons cette équation par le
systéme simultané

dy _ dy' _ _, dy*-'
Z=Yr &= v @ =/

Les équations (7) prennent dans ce cas la forme

(Iy _.y'da,' =0, d)/' _y"dx =0, cony d),n—d . fd.‘l,' =0,

8
(8) ‘o dzpey—2Lde =0,

ds, — 5ydx =o, ds,— 5,dx =o,

ol I'on a posé

n+1

d
Z=2:3)7'{—_;, y'=y.

=2

La fonction f étant homogeéne, on a

R+1

d
Z}”‘“Wf,,;ﬁ

1==2

Il s’ensuit qu’en vertu des n premiéres équations (8) les n derniéres
admettent des solutions

3=y, l=2,3,...,n+1.

———r P



