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TRANSFORMATIONS DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 42() 

Sur les transformations infinitésimales des équations 
différentielles; 

PAR M. N. SALTYKOW. 

1. M. S. Lie, l'auteur de la théorie des transformations infinitési-
males des équations différentielles, étudie les avantages (' ) qui se pré-
sentent pour l'intégration des équations différentielles, si les transfor-
mations infinitésimales qu'elles admettent sont connues. Dans ma 
Note je m'occupe du calcul de ces transformations infinitésimales. 

2. 11 est évident qu'une équation différentielle 

(0 dy — \djc = ο 

admet une transformation infinitésimale ξ, ξΧ (*), où ξ est une fonc-
tion arbitraire de. oc, y. C'est-à-dire ξ, η étant une transformation 
infinitésimale que l'équation (1) admet, elle admettra de même la 
transformation 

ο, ζ — ς \ /j. 

(!) Math. Aη., Bd, XI, S. 489· 
(*) JORDAN, Cours d'Analyse, t. III, p. 21. 
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11 s'ensuit, pour avoir une transformation infinitésimale que notre 
équation admet, qu'il suffit de calculer la valeur d'une seule fonction s, 
dont la recherche revient à intégrer une équation différentielle aux 
dérivées partielles 

ds γ ds _ ÛX m dx dy dy 

Mais cette égalité montre que -
m
 est un facteur intégrant de l'équa-

tion (i). Ainsi le calcul d'une transformation infinitésimale que l'équa-
tion (i) admet et la recherche de son facteur intégrant sont deux pro-
blèmes entièrement équivalents. 

5. Soit 
m 

(a) dx
k
 — ̂  Xjdx

h
 = υ (A· = m ■+■ ι, ..., m -+- h). 

A=1 

un système d'équations aux différentielles totales, Xj étant des fonc-
tions de x

n
 x.

i)
 x

m
+
n

. Leurs intégrales satisfont aux équations 
aux dérivées partielles 

m + n 

(») = Σ «£=" îa=■.».····""· 
A = m +■ 1 

formant un système jacobien. Ce système étant jarobien les conditions 
suivantes doivent avoir lieu 

(4) / '. ) , dxi dxh Ζ* V " p d ri> ' dXJ γ /v*/ dXÎ _ γΛ ()K\ _ ' (Ι.· = /μ + Ι, m -I- /*); 

A, i prenant toutes les valeurs distinctes de ι à m. 
Soient z

m
^
n
 ;

ra
,2, ..., ζ

ιη
+

Λ
 des fonctions de variables indépen-

dantes .r
n
 r

a
, .x

mh
„, l'expression 

M + n 

Σ ΰ*v 

Ι· -I m -T I 
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élant une transformation infinitésimale (4) que les équations (2) ad-
mettent. Les fonctions ζ satisfont aux conditions (3) 

(5) ! 0fh 2â k dxk ^ ~~ ( (h = 1, 2, ..., m ; P = /» + I, ..., m -T- /1), 

οίι l'on a posé 
W + 1 

Xh v = E zt dX h v dxi 
/=/»+1 

Ainsi, pour calculer les η fonctions 3, nous avons un système de 
mn équations (5) aux dérivées partielles qu'il est aisé d'intégrer. En 
effet, comme je l'ai montré dans ma Note : Élude sur les intégrales 
d'un système des équations différentielles aux dérivées partielles 
de plusieurs fonctions inconnues (s), l'intégration de ce système 
revient à intégrer un système 

{ G) ihf — (XA -h Ζh)f =0 (h = 1, 2, . . ., M ) 

aux dérivées partielles, où nous représentons symboliquement par ΖΛ 

l'opération 
w -+· η 

ZhΣ ν£· »· =zm -t-1 

i. 11 est aisé de voir que le système (G), étant jacobien, admet 
•±n intégrales distinctes. En effet, 

<?/, m=(XV, X'/)+(XV, z'/)+(ZV, X'/)+(Z v, 7>/\ 

(' ) JORDAN, Cours d'Analyse, t. Ill, p. 80. 
(*) JORDAN, Cours d'Analyse, t. III, p. 84. 
(®) Journal de Liouville: 1897. 
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Mais on a 
(XV, x'/) = o, 

m+n w+» 
(xy,z'/)+(zy,x'/) + (zy,Z'/)= 2 ΣLvt Zl df dzv, 

ν =m ■+■ 1 / = /N -4-1 

οιι l'on a posé 
m + η 

l = â' " d'x> y fx'· J'x'' χ* rf'x» <>xj. dxj '»?, <)x:.\ Jtl dX(dxt dxudxt \ Pdxpdxi p()xpdx/ ÔX{ dxp dx/ dxp) 
p = m+\ 

En difTérentiant les égalités (4) par rapport aux variablesxm+1, 

x m + 2· · ·) Xm+ny «OUS BVOnS 

L
t
,/=o, p = w + i,.,.,m + /i, / = m H- i, m H-/i. 

Il s'ensuit 
(·?*/) #'/) = o, 

le système (6) étant jacoblen. Ses intégrales distinctes étant au nombre 
de 2 η 

?U ?2i · · ·> ?2«> 

la solution générale des équations (5) est 

ΠΪ(?Ι > ?2> · · · > 9AN) — 5 — I » 2, . . ., /I, 

π, étant des fonctions arbitraires distinctes. Mais, comme il est connu, 
les fonctions 9 sont définies par les intégrales du système aux différen-
tielles totales 

l dxk~ X dxh = 0 

(7) k = m + 1 , m + n, 

| dzh — ^Zmkkdxk = o, ! 

dont les η premières équations présentent les équations (2). 
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5. On voit aisément que le problème du calcul des transformations 
infinitésimales que les équations (2) admettent est déjà résolu chaque 
fois que Ton peut trouver η solutions des équations (7) distinctes par 
rapport aux variables 2. Mais évidemment de pareils cas ne se pré-
sentent que pour des valeurs exceptionnelles des fonctions Xj. 

6. Soit, par exemple, 

ti=f(x y ii, , ilxn J \ ' dx άχΛ-χ ) 

une équation différentielle,/étant une fonction homogène du degré 1 
par rapport à yet à ses dérivées. Remplaçons cette équation par le 
système simultané Ν 

dJL — v ÙL —v dyn~x — f dx ' 1 dx ' ' * * ' ' dx ' ' 

Les équations (7) prennent dans ce cas la forme 

/«•s ( >ly-yrf-e = °i dy-ydx = o, dy-'-/dx = u, 
\ ) dt 2 j dx — o, fiiv 3 *» ^ dx — 0, ..., dZn+1 ■ Ζ dx — it. 

où Ton a posé 
n + 1 

ι=Σζy=y· 
/=* 

La fonction/ étant homogène, on a 

n + 1 E 1 = 2 y1-2 df dy1 - 2 = f. 

Il s'ensuit qu'en vertu des η premières équations (8) les η dernières 
admettent des solutions 

z?—y* 2, / — 2, 3, ...,/» + 1. 


