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STABILITE DE L'EQUILIBRE D'UN CORPS FLOTTANT. 389

Sur la stabilité de Uéquilibre d’un corps flottant
@ la surface d’'un liguide compressible;

Par M. P. DUHEM.

Dans un précédent Mémoire ('), nous avons étudié la stabilité de
I’équilibre d'un corps solide flottant & la surface de séparation de
deux fluides compressibles, soumis & des forces extéricures quelconques
dépendant d’une fonction potentielle. Nous n'avons pas obtenu la
solution compléte de cette question trés générale ; nous avons obtenu
seulement :

1* Des conditions nécessaires, mais peut-étre pas suffisantes pour
la stabilité de I'équilibre;

2* Des conditions suffisantcs, mais peut-étre pas nécessaires.

C’est sculement dans le cas ou les deux fluides, 4 la séparation des-
«quels flotte le solide, confinent par une surface illimitée que nous
avons pu donner les conditions qui sont & la fois nécessaires et suffi-
santes pour la stabilité de I'équilibre du flotteur.

Nous nous proposons, aujourd’hui, de résoudre la question, sinon
dans son enti¢re généralité, du moins dans des cas trés étendus.

Les résultats que nous nous proposons d’établir sont les suivants :

1° Sile solide flotte & la surface qui sépare un fluide compressible
d’un espace vide, quelle que soit la force extérieure, dépendant d’une

(") Sur la stabilité de Uéquilibre des corps flottants (Journal de Mathéma-
liques, 5° série, t. I, p. g1; 1895).
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fonction potenticlle, & laquelle le fluide est soumis, on peut trouver
les conditions nécessaires ct suffisantes pour que I'équilibre du flotteur
soit stable.

2° La méthode qui fournit ces résultats ne s'applique pas, en
géncral, au cas ot le solide flotte & la surface de séparation de deux
Nuides; toutefois, dans le cas particulier oir les deux fluides sonl
homogenes et incompressibles, elle s'applique ct donne les conditions
nécessaires ct suffisantes pour la stabilité de équilibre du flotteur,

3 Cette méthode s’étend, dans le premier cas, a un flotteur por-
tant un lest fluide, compressible suivant une loi quelconque; dans le
second cas, 4 un navire chargé d’un lest liquide incompressible.

I

Un fluide 2 (fig. 1), compressible suivant unc loi queleonque,
porte un solide 35 au-dessus du fluide 2, se trouve un espace vide 1.

Fig. 1.

Soient: S,, la surface de contact des fluides 1 ct 2;

n, la normale a cette surface vers l'intéricur de 'espace 15

S,, la surface de séparation du solide et du fluide;

N la normale a cette surface vers 'intéricur du fluide;;

Dz, Dy, D3 les composantes du déplacement d'un point du fluide;

Az, Ay, As les composantes du déplacement d’un point du solide ;

3f,8g, &h, el, &m, &n lcs trois composantes de la translation ¢lémen-
taire ct les trois composantes de la rotation ¢lémentaire en lesquelles
sc¢ décompose le déplacement virtuel le plus général de ce corps;
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¢. la densité du fluide;;
22, la variation de cette densité en un point fixe de 'espace;
V la fonction potenticlle des forces extérieures qui sollicitent le

ftuide.

Pour que Uéquilibre du systeme soit stable, il faut et i suffit que
Pon ail, en tout déplacement virtuel du systéme,

e 'L))”X [cos(ryy) D+ cos(ny, y)Dy + cos(u,, 2)DsPdS,,
Lo

V-
s,

+Q>o,

() ¢lant une forme quadratique en gf, og, ¢k, 2l, 2m, on dont nous
avons formé les cocfficients dans notre Mémoire : Sur la stabilité des
corps flottants.

D'ailleurs, un déplacement virtuel est assujetti & la scule condition

‘s,f [cos(ay,x)Da + cos(n,, ) )Dy + cos(u,,3)Ds|dS,,

(2) +f ’39_.(1&‘2

—f g.[cos(N,.)Ar + cos(N, )y + cos(N, 3)As|dS,, = o,

(jui exprime que la masse du fluide 2 est demeurée invariable.
Dans cctte égalité, on a

L Y]
oSy

s Ar = of +38m — yén,
(3 Ay =og + ron — sal,

As=2h+ yel —xim,

£, )y 5 ¢lanl les coordonnées du point du solide qui subit le déplace-
ment infiniment petit Az, Ay, As.

On obtiendra des conditions nécessaires pour la stabilité de I'équi-
libre en écrivant que I'inégalité (1) est vérifiée en de certains dépla-
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cements soumis & 1’égalité¢ (2). Nous allons, de la sorte, obtenir cer-
taines conditions nécessaires, que mous démontrerons ensuite étre
suffisantes.

¢ La quantité < d’o(’P’) n’est négative en aucun point du fluide;
(g}

elle n'est pas nulle en tous les points d’un volume fini, si petit
soit-il.

Si cette quantité était négative en un point du fluide, par raison de
continuité, clle serait négative en tous les points d’un volume fini
cntourant ce point. Si donc I'’hypothise précédente était inexacle, on
pourrait, a 'intérieur du volume ¢,, tracer un volume fini u, tel que
d?94(ps)

dzy

Dés lors, donnons au systéme un déplacement virtuel défini de la
maniére suivante

1° Le solide 3 demeure immobile;

2° La surface S,; demeure indéformable;

3° La densit¢ du fluide 2 demeure invariable ¢n tous les points qui
sc trouvent a 'extérieur du volume u, et & sa surface;

4° En tout point intérieur au volume u,, la densité éprouve une
variation ¢z, différente de o, mais vérifiant I'égalité

ne serait positif en aucun point du velume u,.

Seydv, = 0.

Yy

Il est aisé de voir qu’en un semblable déplacement, I'égalité (2) est
vérifiée. Mais le premier membre de 'inégalité (1) se réduit &

fd'(?ﬂ(h) (89,)‘du,,

(quantité qui ne peut étre que nulle ou négative.
On trouve donc celte premicre condition nécessaire :

1. Ondoit avoir, en tout point du fluide,

d,
(4 G20,
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I'égalité ne pouvant avoir licu en tous les points d’un volume fini,
si pelit soit-il.

2. On doit avoir, en tout point de la surface S ,,

w5
(5) =™
Uégalité ne pouvant avoir lieu en tous les points d’une aire finie,
st petite soit-elle.
Si, en effet, cette condition n'était pas remplie, on pourrait, sur la
surface S,,, tracer une aire a,, telle qu'en aucun point de cette aire,

ay , . e
~— n'aurait unc valeur positive.
an,

Cela étant, imposons au systéme un déplacement virtuel défini de
la manié¢re suivante :

1° Le solide 3 demeure immobile;

2° La densité g, demeure invariable en tout point du volume ¢, ;

3° La partic de la surface S,,, qui est extérieure a l'aire @, ;, ct le
contour de cette aire demeurent invariables;

4° L'aire a,, se déforme de telle sorte que

f [cos(n,, )Dx + cos(n,, y)Dy + cos(n,, 5)Dz]da,, = o.

11 est aisé de voir qu’en un semblable déplacement, 1'égalité (2)
scrait vérifice. Mais, d’autre part, le premicr membre de I'inégalité (1)
sc réduirait a

p._,f (-())—,};[COS(R,,;L')D.L‘ + cos(n,, y)Dy + cos(n,, 3)Ds)*de,,,
iy !

(uanlité qui ne pourrait étre que nulle ou négative, en sorte que I'ine-
galité (1) ne pourrait étre vérifiée.

3. Donnons au solide un déplacement virtuel arbitraire ¢f, 8g, 8k,
&l, ém, ¢n, et associons-lui un déplacement du fluide défini de la
mnnfiérr.- suivante :

1° Eu tout point de la surface S,,, le fluide éprouve un déplace-
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ment dont les composantes dz, dy, ds vérifient égalité

3 i 0
(6)  cos(nyy.)de +cos(ny, y)dy + cos(ny, 3)ds = -
o,
f étant unc quantité infiniment petite dont la valeur est indépendant -

de z, y, 53
2 En tout point du volume ¢, la densité éprouve une variation

. )
(7) = g

Ce déplacement virtucl vérifiera la condition (2), si 'on déterntine
la valeur de 0 par I'¢galité

! 1 ox 1 ]
\ 0 [pz ﬂdb” +f(/’?é(P_z’ll‘2 ]
(8) ‘ *7 8iy 0nl "y (/'3:: -

= [‘c,[cos(N,.L-)A.c-i-cos(\’,y).\)'—i— cos(N, 3)A5|d8,,.

v 8y

Il est aisé de voir qu’en verta des cgalités (3) et (8) on peut éerire
(9) 0 =a,8f + a,0¢ +a,8h + 3,20 + B,8m + 3,2n,

égalité dans laquelle ,, a,, a;, 8,, ., 8, sont six constantes.
Les constantes «,, 3, sont données par les égalités:

[ [ 23¢05 (N, 2 ) S,

b S

0 * I
P / av Bt / Tl ™
d”l [ AR dn:’.-:

* S

o, =

(10)
f #a[ycos(N, 5) — scos(N, y)]dS,,

J— S
R E 0 ¢

b | . 1
s Om 3

(%
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Les quantités «,, @, sc déduisent de z, en imposant une permuta-
tion circulaire aux lettres z, y, 5 ; les quantités 3,, B, se déduisent de
méme de B,.

Nous dirons que le déplacement virtuel du fluide défini par les
égalits (6), (7), (9) ct (10) constitue le déplacement associé au

(léplacomcnt
8"’ 3/ Sl 8/)1 8’1
' ¥®) ¢y Y ’

[\ V]
~

du solide.

Nous obtiendrons ¢videmment une condition nécessaire pour la
stabilité du systtme en écrivant que l'inégalité (1) est vérifiée lors-
(qu'on donne au flotteur un déplacement virtuel quelconque et, au
fluide, le déplacement associé.

Or, dans ce cas, en vertu des égalités (6) et (7), on a

[

\ T = a a’y P’)(d‘,,)‘d{‘

(1) o —();,;[cos(n”.c)d.c-i—cos(n.,y)dy+cos(n.,:)//:]’dsu

‘e 1| L "
=63 [ / d’?( A d‘-‘+(’3/ g—idb|2J.
o, dpt s, Im

En vertu des égalités (9) et (10) cette égalité devient

(12) T = (a,8f + ay8g + ayoh + b, 3l + byem + I),'o‘n)’.

I o)
/\d,oi(p)dv“"‘rg Edb"z
dp} s, I

o,

Dans cetle ¢galité, a,, b, sont donnés par les c¢galités

al'—/ u:COS(\,J/)dSQQ.
(13) o
b, =f palycos(N, 3) — scos(N, y)| dS,,;

@y, @y sc déduisent de a, en imposant aux lettres z, Y, 5 unc permu-
lation tournante; b,, D, sc déduisent de méme de b,.

Journ. de Math. (5 série), tome IIl. — Fase. IV, 18y, 51
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. La quantité T est, comme Q, une forme quadratique en 8f, 8g, ¢k,
al, 8m, n. Nous sommes donc amenés & énoncer la proposition sui-
vante :

Pour que Uéquilibre du systéme soit stable, il est nécessaire que
la forme quadratique (T + Q) soit une forme définie positive :

(1%) | T+Q>o.

Nous allons maintenant démontrer que les trois conditions énoncées
sont suffisanies pour assurer la stabilité de U’équilibre du systéme.

Considérons, cn cffet, un déplacement virtuel quelconque du sys-
téme; il vérifie 'égalité (2).

Imposons ensuite au solide le méme déplacement virtuel, ct au fluide
le déplacement associé; 1'égalité (2) sera encore vérifiée dans ce der-
nicr cas; de plus, dans les deux cas, le troisitme terme du premicr
membre de I'égalité (2) aura méme valeur.

Nous aurons done

f [cos(n,,x) Dx + cos(n,,y) Dy + cos(n,,35)Dz|dS,,
"blz

— 82 f [cos(n,, x) de + cos(n,,¥) dy + cos(n,, 3) ds] dS,,

* S

+ 1:89, do, —f ds, dey= o,

't
égalité qui peut encore s'éerire, en multipliant toutes les quantités sous

les signes f par la constante 0, ct en tenant compte des égalités (6)

et (7),

o [ 0% [eos(y x) die + cos(niyy) dy + cos(ay, 3) dsf2dS,,

b T

“©

— fa [ g—l\; [cos(n,,.t) D + cos(a, y) Dy + cos(n,, 5) Dz}
L 1
x |cos(nyy &) de + cos(n,, y) dy + cos(n,,3) ds]dS,,

t]
- fd_9,(?a (dsy )* doy — f’_.‘(f;f,‘i!) dpy 89, dvy = 0.
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Cette égalité, jointe a 1'égalité (11), transforme linégalité (1) en
celle-ci

d’;;gpz) (8, — dp,)* de,

vy

+9¢f g}[ cos(n,, z) Dx + cos(n,,y) Dy + cos(n,,3)Ds
84 !

—cos(n,, x) dr — cos(n,,y) dy — cos(n,, 3)ds|*dS,,

+T+Q>o0.

Or, il est clair que cette inégalité résulte des trois conditions pricé-
demment énoncées et exprimées par les inégalités (4), (3) et (14).
Nous avons donc obtenu les conditions nécessaires ct suffisantes pour
(que 'équilibre du systéme soit stable.

Quelques remarques au sujet de ces conditions.

En vertu des conditions nécessaires (4) et (5), la forme T, donnée
par I'égalité (12), ne peut jamais étre négative; on obtient donc,
comme nous I'avons reconnu ailleurs par une autre voic, des condi-
tions suffisantes pour la stabilité de ’équilibre en associant aux condi-
tions (1) et (5) celle-ci :

La forme quadratique Q est unc forme définie positice.

Mais cette derniére condition n’cst pas, en général, nécessaire; elle
ne devient nécessaire que lorsque T est identiquement nul. Clest ce
(qui a licu assurément dans le cas ou le fluide est illimité et ot 'une

. o 0\’ d’ <] \
au moins des deux quantités —fl’;(,—"—’—) ne croit pas au dela de toule
1 Ve
limite lorsqu’on s’¢loigne indéfiniment du licu o1t se trouve le corps
flottant.

Toutes ces conclusions sont d’accord avec celles que nous avons

obtenues directement dans notre Mémoire Sur la stabilité des corps

fMottants.
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La méthode précédente ne s’applique pas & la recherche’ des condi-
tions nécessaires et suffisantes pour la stabilit¢ de I'équilibre d'un
solide qui flotte & la surface de séparation de deux fluides compres-
sibles. 1l est aisé de voir, en cffet, que la possibilité de déterminer In
quantité 0, qui définit le déplacement du fluide associé a un déplace-
ment virtuel du solide, repose essenticllement sur ce fait qu’ene sewle
condition (2) est imposéc aux divers déplacements vivtuels du fluide.
Or, dans le cas ou I'espace 1, au licu d'étre vide, est rempli par un
fluide compressible, il faut associer & la condition (2) une deuxi¢me
condition analogue, exprimant que la masse du fluide 1 ne varie pas
et la méthode exposée au paragraphe précédent ne peut plus servir.

Ll est, toutefois, un casimportant ot la méthode pricédente demenre
applicable & un corps solide qui flotte i la surface de séparation de
deux fluides; c’est le cas ot ces deux fluides sont homogénes et inconi-
pressibles; dans ce cas, en effet, la condition (2) revient i exprimer
que les divers déplacements virtuels ne font pas varier le volume
occupé par le fluide 25 mais Pinvariabilit¢ de ce volume assure I'in-
variabilité du volume occupé par le fluide 1 et, partant, U'invariabilité¢
dec la masse de ce fluide. Unc scule condition est done imposée aux
déplacements virtuels de la masse fluide ct le déplacement assoedc
un déplacement virtuel du solide peut étre déterminé comme dans le
cas précédent.

L’égalité (12) est vemplacée, ici, par
(l6) T — (a, 3+ a, Sg+aych -+; by el b, Eng:l_-__l_'_f!_a_n_)”

A dS),

s dM

avece

’ * Y -~ ’ 1
‘= | cos(N,z)dS,,, a,=..., a,=...,
si‘

(17)
t b, =f [yeos(N,3) — scos(N, y)|dS,,, b,=..., b,=....
8ys
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Dans ces expressions, les deux surfaces S,,, S,; ne jouent pas un
role symétrique. On peut faire disparalire cet inconvénient. Soit
S,, la flottaison, c'est-a-dire le prolongement analylique de la sur-
face S, & l'intéricur du solidej soit #) la normale & cette surface
dirigée dans le méme sens (ue #, 5 nous pourrons écrire

’
'

s a"—_-:——/'cos(n",w)(lS'“, @y oo @, =....
(17 bis) o
' by =— f,, [ycos(n,,3)— :Cos("’n)/)l'lslu’ by=..., Vy=....

. “Sya

Pour que Uéquilibre d’un corps solide flottant a la surface dv
séparation de dewr fluides incompressibles 1 el 2 soit un équilibre
stable, il faut et il suffit:

1* Quen tout point de la surface de séparation, la direction e
la force passe du fluide moins dense au fluide plus dense;

20 Que la forme quadratique endf,cg,ch, 8, em, 2n ( "—’»——ﬁ T+ Q)

soil une forme dé finie positice.

L.

La méthode exposée au § 1 s’¢tend au cas o le solide 3 qui flotie
a la surface de séparation du fluide compressible 2 et du vide 1 porte

un chargement liquide 4, compressible suivant une loi quelconque

(Jig. 2).

Dans ce cas, pour,que I'é¢quilibre du systéme soit stable il faut et il
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suflit que I'on ait ('), pour tout déplacement virtuel,

[‘d ?!(P!) (Sp,)’dv +f "‘(P‘)(Sp.)’dv_.
(1) ¢ + 9,[ T [cos(n.,x)Da;+cos(n.,y)Dy+cos(n.,z)D:]’dS.:,

. IV
+.5*.[0_”7[cos(n,,w)Dx-f-cos(n,, YDy + cos(n,,3)Ds]*dS,,+R >o,

\

R ¢tant une forme quadratique en
ef, g, oh, &, Sm, Zn.

lies modifications virtuelles du systéme sont assujetties aux deux
conditions

Pa f [cos(n,a)Dx + cos(n,,y) Dy + cos(n,,5)Ds]dS,,

/' #2[cos(N, x)Ax -+ cos(N, y)Ay + cos(N, 5)A43]dS,,

Je
N
+f092dv, =0,
[

¥

e [cos(n,,a) Da + cos(n,,y) Dy + cos(n,,5)Ds]dS,,

[ 2, [cos(N, 2)Az + cos(N, y)Ay + cos(N, 5)As]dS,,

v 8y
+f89‘dv‘ = 0.

|
I

Ces deux conditions permettent de définir un déplacement des
(luides associés & un déplacement virtuel quelconque du solide.

(') Sur la stabilité d’un navire qus porte du lest hqmde (Journal de Ma-
thématiques, 5° série, t. II, p. 23; 18¢6).
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Posons, en tout point du fluide 2,

N 0

o}
en tout point de la surface S, ,,

(21)  cos(n,,x)dr +cos(n,,y)dy + cos(n, s)ds = —Q\T;

9V
an,

en tout point du fluide 4,

(22) oo, = dlp, =

2 OP,——(‘J‘—‘—I;;m,
dp}

en tout point de la surface S, ,,

(23)  cos(x,,x)dw + cos(xy,y)dy + cos(x,, 3)ds = «)\
Ou,

0, % ¢tant deux fonctions de 5f, 8g, 8k, 8/, ém, 2n linéaires, homo-
génes, a coefficients constants, que déterminent les égalités (19).

0 cst donné par les égalités (9) et (10); v s’exprime d'une maniére
analogue par les égalités

(0bis) n=9,5f + .08 +v:0h + R &L + X, 8m + W;0n,
pycos(N, z)dS,,

Sy

.s/ tlb“—i-/d, du
()”l , Si

f ¢s[y cos(N, 3) — scos(N,y)|dS,,
A= Buy

—— ;
‘3‘\/ —(-)v‘ (lbl.\“" ( ) (Iv‘
! s Z);I_; oy (14

Y1y Yas Aay Ay sexpriment par des égalités analogues.

(10bis) !
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Pour un tel déplacement, on a

- ol?
U= f S2s) (dp,yrdv,

+- P‘ /'_‘_)q,"_, ItCOS(”,, -L')d.c+ ('OS(nny)([‘,y ~+ COS("., :)d:]ﬁ l[S”
o8, 1

(29) ¢ .
=t _ (e,8f + a8 + exdh + d, 3l + d,3m +d,3n)

] ] oL !
/ @dt.d—p, S,

2
da} 5., 9

't
avee

¢ = [v‘::j cos(N, x)dS,,, ¢y =..., Cg =...

(20) { .
(d, = { #:[y cos(N, 35) — scos(N,))|dS,,, d,=..., dy=....

On peut énoncer le théoréme suivant :

Pour que Uéquilibre du systéme soit stable, il faut et il sufit :
1° Que on att, en tout point du fluide 2,

d:?z(ﬁs) >

I'égalité n’ayant paslicu a la fois en tous les points d’un volume fini;
2° Que lon ait, en tout point du fluide 4,

d*z(24)

dp?

13

2o,

légalité Wwayant pas lieu a la fois en tous les points d’un volume fini;
3* Que lon ait, en tout point des surfaces S,,, S, ,,

o .

=— 20
dlll_ i

Uégalité W ayant pas lieu & la fois en tous les points d’une aire finie;
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4° Que la forme quadralique en 8f, 3g, Sh, 21, Sm, &n,
T+U+R
soit une forme définie positive.

Cette méthode s'¢tend sans peine au cas ol I'espace 1, au licu d’étre
vide, est rempli par un fluide, & la condition que les trois fluides r, 2
ct 4 soient incompressibles.

On peut ainsi déterminer les conditions nécessaires ct suffisantes
pour (u’un’navire, flottant sur un liquide pesant ct portant un char-
gement liquide pesant, soit en équilibre stable. Une régle ('), résol-
vant ce probléme, ¢tait usitée depuis plusieurs années en architecture
navale; le raisonnement dont on faisait usage pour établir cette régle
en justifiait la nécessité, mais non la suffisance. La méthode précé-
dente démontre que cette régle est, pour la stabilité d'équilibre d’un
navire, condition & la fois nécessaire ct suffisante, ainsi que nous
Favons indiqué ailleurs (?).

(") K. Gevow, Théorie du Navire, p. 120. — Poruaro et Deoesovr, Théorie
du Navire, . 11, p. 5].
(*) Bulletinde U’ Association technique maritime, n° 7, session de 1896, p. 3.

Journ. de Math. (5 série), tome IlI. — Fasc. IV, 18y7. 52



