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STABILITÉ DE L'ÉQUILIBRE D'UN CORPS FLOTTANT. 38y 

Sur la stabilité de l'équilibre d'un corps flottant 

à la surface d'un liquide compressible; 

Par M. P. DUHEM 

Dans un précédent Mémoire ('), nous avons étudié la stabilité de 
l'équilibre d'un corps solide flottant à la surface de séparation de 
deux fluides compressibles, soumis à des forces extérieures quelconques 
dépendant d'une fonction potentielle. Nous n'avons pas obtenu la 
solution complète de cette question très générale; nous avons obtenu 
seulement : 

i° Des conditions nécessaires, mais peut-être pas suffisantes pour 
la stabilité de l'équilibre; 

2° Des conditions suffisantes, mais peut-être pas nécessaires. 
C'est seulement dans le cas où les deux fluides, à la séparation des-

quels flotte le solide, confinent par une surface illimitée que nous 
avons pu donner les conditions qui sont à la fois nécessaires et suffi-
santes pour la stabilité de l'équilibre du flotteur. 

Nous nous proposons, aujourd'hui, de résoudre la question, sinon 
dans son entière généralité, du moins dans des cas très étendus. 

Les résultats que nous nous proposons d'établir sont les suivants : 
i° Si le solide flotte à la surface qui sépare un fluide compressible 

d'un espace vide, quelle que soit la force extérieure, dépendant d'une 

(l) Sur la stabilité de l'équilibre des corps flottants (Journal de Mathéma-
tiques, 5° série, t. I, p. 91; i8g5). 
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fonction potentielle, h laquelle le fluide est soumis, on peut trouver 
les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'équilibre du flotteur 
soit stable. 

2° La méthode qui fournit ces résultats ne s'applique pas, eu 
général, au cas oil le solide flotte à la surface de séparation de deux 
fluides; toutefois, dans le cas particulier où les deux fluides sonl 
homogènes et incompressibles, elle s'applique et donne les conditions 
nécessaires et suffisantes pour la stabilité de l'équilibre du flotteur. 

'1° Celte méthode s'étend, dans le premier cas, à un flotteur por-
tant un lest fluide, compressible suivant une loi quelconque; dans le 
second cas, à un navire chargé d'un lest liquide incompressible. 

1. 

Un fluide 2 {fig- ι), compressible suivant une loi quelconque, 
porte un solide 3; au-dessus du fluide 2, se trouve un espace vide i. 

Ι-ιμ. ι. 

1 S12 N 2 S23 S12 

Soient: Sls, la surface de contact des fluides ι et 2; 
η

{ la normale à cette surface vers l'intérieur de l'espace 1 ; 
S

2J
 la surface de séparation du solide et du fluide ; 

Ν la normale à cette surface vers l'intérieur du fluide ; 
Dar, Dy, les composantes du déplacement d'un point du fluide; 
Αχ, Ay, Az les composantes du déplacement d'un point du solide; 
8/, $g, S/t, cl, Sm

f
 δ/ι les trois composantes de la translation élémen-

taire et les trois composantes de la rotation élémentaire en lesquelles 
se décompose le déplacement virtuel le plus général de ce corps; 
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p., la densité du fluide; 
cp.j la variation de celte densité en un point fixe de l'espace; 
V la fonction potentielle des forces extérieures qui sollicitent le 

fluide. 

Pour que V équilibre du système soit stable, il faut et il suffit que 
Γ ou ait, en tout déplacement virtuel du système, 

Sv2d2s2(s2) ds22(dp2)2 dv2 

' " i (t'osi//, r/;) I )·/' -+- cos(" tjy)Vy ·+- cos(//,, r) DvJ3î/S, 

f + <>><>, 

Ο étant une forme quadratique en of, og, oh, ol, om, on dont nous 
avons formé les coefficients dans notre Mémoire : Sur la stabilité des 
corps flottants. 

D'ailleurs, un déplacement virtuel est assujetti à la seule condition 

p2 Ss12 [cos(n1, x) Dx + cos(n1, y) Dy + cos(ni, z) Dz ] dS 12 

(2) + Sv2 dp2 dv2 

— / ^,[οο8(Ν,./·)Δχ -h oosfN, ν)Λ>' H- cos(N, ;)A5ji/Sa:l = o, 

qui exprime que la masse du fluide 2 est demeurée invariable. 
Dans cette égalité, on a 

ι Δχ ~ of -f- zom — you, 
(.'!> j Δ>' = o» H- »'ϊη — zol, 

( Δζ = oh -+- y ol — xom, 

x, y, ζ étant les coordonnées du point du solide qui subit le déplace-
ment infiniment petit Δχ, Δy, Δζ. 

On obtiendra des conditions nécessaires pour la stabilité de l'équi-
libre en écrivant que l'inégalité (1) est vérifiée en de certains dépla-
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cements soumis à l'égalité (2). Nous allons, de la sorte, obtenir cer-
taines conditions nécessaires, que nous démontrerons ensuite être 
suffisantes. 

i° La quantité n'est négative en aucun point du fluide; 

elle n'est pas nulle en tous les points d'un volume fini, si petit 
soit-il. 

Si cette quantité était négative en un point du fluide, par raison de 
continuité, elle serait négative en tous les points d'un volume fini 
entourant ce point. Si donc l'hypothèse précédente était inexacte, on 
pourrait, à l'intérieur du volume tracer un volume fini w

3
 tel que 

** ne serait positif en aucun point du volume u
2

. 

Dès lors, donnons au système un déplacement virtuel défini de la 
manière suivante : 

i° Le solide 3 demeure immobile ; 
«° La surface S,

a
 demeure indéformable ; 

3° La densité du fluide 2 demeure invariable en tous les points qui 
se trouvent à l'extérieur du volume u2 et à sa surface; 

4° En tout point intérieur au volume u
2)

 la densité éprouve une 
variation différente de o, mais vérifiant l'égalité 

f £p.,dv.j = o. 

Il est aisé de voir qu'en un semblable déplacement, l'égalité (2) est 
vérifiée. Mais le premier membre de l'inégalité (1) se réduit à 

Sn2 d2s2(p2)dp22 (dp2)2 du2, 

quantité qui ne peut être que nulle ou négative. 
On trouve donc celte première condition nécessaire : 

1. On doit avoir, en tout point du fluide, 

(4) d1 s2(p2) >~~W= ' 
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l'égalité ne pouvant avoir lieu en tous les points d'un volume fini, 
si petit soit-il. 

2. On doit avoir, en tout point de la surface S,
a

, 

(5) àJT,=n> 

Végalité ne pouvant avoir lieu en tous les points d'une aire finie, 
si petite soit-cllc. 

Si, cil effet, cette condition n'était pas remplie, on pourrait, sur la 
surface S,a, tracer une aire a

t3
 telle qu'en aucun point de cette aire, 

dV dn1n'aurait une valeur positive. 

Cela étant, imposons au système un déplacement virtuel défini de 
la manière suivante : 

i° Le solide 3 demeure immobile; 
2° La densité pa demeure invariable en tout point du volume v.2 ; 
3° La partie de la surface S,

a
, qui est extérieure à l'aire a,

a
, et le 

contour de cette aire demeurent invariables ; 
4° L'aire «

la
 se déforme de telle sorte que 

I [cos(/i,,d?)Da:-f-cos(/i,,/)D/-i-cos(n,,^)Dj]ûfe<3 = o. 

11 est aisé de voir qu'en un semblable déplacement, l'égalité (2) 
serait vérifiée. Mais, d'autre part, le premier membre de l'inégalité (1) 
se réduirait à 

I ^-[cos(/î,,j?)Dj? -f- cos(/*,,y)Dy H- cos(w,, ;)D;]jî/«I2, 

quantité qui ne pourrait être que nulle ou négative, en sorte que l'iné-
galité (1) ne pourrait être vérifiée. 

3. Donnons au solide un déplacement virtuel arbitraire £/, 0g, £/<, 
δ/, £/>/, ολ, et associons-lui un déplacement du fluide défini de la 
manière suivante : 

i° En tout point de la surface S,a, le fluide éprouve un déplace-
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ment dont les composantes dx, dy, dz vérifient l'égalité 

(fi) cos(rcM x)dx 4- Qi)*(nny)dy -f- cos(//,, z)dz — -Jy * 

0 étant une quantité infiniment petite dont la valeur est indépendant 
do.r,/, 5; 

2° En tout point du volume la densité éprouve une variation 

( 7 > °p2 = /■» / χ ·dp22 

Ce déplacement virtuel vérifiera la condition (2), si l'on détermine 
la valeur de 0 par l'égalité 

ί 0 Γ H f+ /*^7(77),A'3(S) } L JS„<>n> J,; <'A I = f :2[cos(.\, + cos(\,_y)Ay + cusl'N, ~ |'/S! t. 

Il est aisé de voir qu'en vertu des égalités (3) et (8) on peut écrire 

(q) 0 = a, £/-i- ol^o"· h- a
;l
o// 4- β,ο/ -h [Lom 4- fl3o//, 

égalité dans laquelle α
η

 α
2

, α
3

, [5,, β
2

, β
;
, sont six constantes. 

Les constantes α,, β, sont données par les égalités : 

! f ?scos(\,^)rtS„ / pl[.>'COS(>!, 5) — vCOS(i\, J)]i/Si3 

(10) 

! f ?scos(\,^)rtS„ / pl[.>'COS(>!, 5) — vCOS(i\, J)]i 
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5 

Los quantités a
a

, a
3
 se déduisent de a, en imposant une permuta-

lion circulaire aux lettres x
9
y, ζ ; les quantités β

2
, β, se déduisent de 

même de β,. 
Nous dirons que le déplacement virtuel du iluide défini par les 

égalités ((>), (7), (9) et (10) constitue le déplacement associé au 
déplacement 

0/, Og, 0/1, û/, 001, 0Λ 
du solide. 

Nous obtiendrons évidemment une condition nécessaire pour la 
stabilité du système en écrivant que l'inégalité (1) est vérifiée lors-
qu'on donne au flotteur un déplacement virtuel quelconque et, au 
fluide, le déplacement associé. 

Or, dans ce cas, en vertu des égalités (6) et (7), on a 

T= Sv1 d2 (p2) dp22 (dp2)2 dv2 

III) : + fjj>, [ cos( η
 n

x) dx -h cos (η,, y)dy cos ( //,, ζ ) '/s] 2</S,, 

Ι ="' Γ /'d>ài,)di''+?' Îà.JS"i 

l'n vertu des égalités (9) et (10) cette égalité devient 

^ I ^ ^ o/"-h Λ,bg + ίΐ,οΛ -j- l>\ bl -f- blotti H- b^on )' f^(ρΓ)dVi + >Sa / WrfSr-

Dans celte égalité, b
{
 sont donnés par les égalités 

( «I= / p4eos^\, J?)rfsaa, 
(13) 

( ''<= ?a|/ccs(N, ;)- ;cos(N,_y)] dS23 ; 

λ
2

, a
%
 se déduisent de a

t
 en imposant aux lettres χ, χ, ζ une permu-

tation tournante ; b.
2f

 b
s se déduisent de même de bt. 

Journ. de Math. (5· série), lome III. — Fasc. IV, 1897. 5i 
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La quantité Τ est, comme Q, une forme quadratique en δ/, δ#, δ Λ, 
δ/, δτη, δη. Nous sommes donc amenés à énoncer la proposition sui-
vante : 

Pour que Véquilibre du système soil stable
}
 il est nécessaire que 

la forme quadratique (T Q) soil une forme définie positive : 

04) T + Q>o. 

Nous allons maintenant démontrer que les trois conditions énoncées 
sont suffisantes pour assurer la stabilité de l'équilibre du système. 

Considérons, en effet, un déplacement virtuel quelconque du sys-
tème; il vérifie l'égalité (2). 

Imposons ensuite au solide le même déplacement virtuel, et au fluide 
le déplacement associé; l'égalité (2) sera encore vérifiée dans ce der-
nier cas; de plus, dans les deux cas, le troisième terme du premier 
membre de l'égalité (2) aura même valeur. 

Nous aurons donc 

p., I [cos(/i,, χ)Όχ -f- cos(n,,/)l)y 4- cos(/i,, s)DrdS 12 
"Su 

— 1 [cos(/in x) dx -h cos(/t,, v) dy -H cos(/i,, j) ck] rfS4a 
' Su 

-h I $p
2
 dv.j — ι dp.

2
 dv

t
 — o, 

v1 v2 

égalité qui peut encore s'écrire, en multipliant toutes les quantités sous 

les signes J*par la constante 0, et en tenant compte des égalités ((> ) 
f>l (7)» 

ρ2 I j— [cos(/en x) dx -h cos(/tny) dy -+- cos(/t,, z) dz^dS^, 

ρ2 I j— [cos(/en x) dx -h cos(/tny) dy -+- cos(/t,, z) dz^dS^, 

X [cos(«
n
 x) dx -H cos(/i,,y) dy -t- cos(/i,, z) dz] dS

r
, 

h- (dh>*Λ'» - jf 5?« rfp. = °-
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Cette égalité, jointe A l'égalité (iî), transforme l'inégalité (i) en 
celle-ci : 

Sv1 d2s2(p2) dp3 2 (dp2 - dp2)2 dv2 

Ο·"») < COS(w,,a?)Dff+ COS(/*,,y)Dy-!-COS(/ll,s)D<5 

— cos(n,, χ) de — cos(/iny) dy— cos(/in z)dz\2dS{2 
+ T + Q>o. 

Or, il est clair que cette inégalité résulte des trois conditions précé-
demment énoncées et exprimées par les inégalités (4), (o) et (i4)· 
IN ο us avons donc obtenu les conditions nécessaires et suffisantes pour 
que l'équilibre du système soit stable. 

Quelques remarques au sujet de ces conditions. 
En vertu des conditions nécessaires (4) et (5), la forme T, donnée 

par l'égalité (12), ne peut jamais être négative; on obtient donc, 
comme nous l'avons reconnu ailleurs par une autre voie, des condi-
tions suffisantes pour la stabilité de l'équilibre en associant aux condi-
lions (4) et (5) celle-ci : 

La forme quadratique Q est une forme définie positive. 

Mais cette dernière condition n'est pas, en général, nécessaire; elle 
11c devient nécessaire que lorsque Τ est identiquement nul. C'est ce 
qui a lieu assurément dans le cas ou le fluide est illimité et où l'une 

au moins des deux quantités d ne croit pas au delà de loule 

limite lorsqu'on s'éloigne indéliniment du lieu où se trouve le corps 
llottant. 

Toutes ces conclusions sont d'accord avec celles que nous avons 
obtenues directement dans notre Mémoire Sur la stabilité des corps 
flottants. 
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II 

La méthode précédente no s'applique pas à la recherche des condi-
tions nécessaires et suffisantes pour la stabilité de l'équilibre (Γιιιι 
solide qui flotte à la surface de séparation de deux fluides compres-
sibles. Il est aisé de voir, en effet, que la possibilité de déterminer la 
quantité 0, qui définit le déplacement du fluide associé à un déplace-
ment virtuel du solide, repose essentiellement sur ce fait qu'une seul·' 
condition (2) est imposée aux divers déplacements virtuels du fluide. 
Or, dans le cas où l'espace 1, au lieu d'etre vide, est rempli par 1111 
fluide compressible, il faut associer à la condition (2) une deuxième 
condition analogue, exprimant que la masse du fluide 1 ne varie pas 
et la méthode exposée au paragraphe précédent ne peut plus servir. 

Il est, toutefois, 1111 cas important où la méthode précédente demeure 
applicable à un corps solide qui flotte à la surface de séparation de 
deux fluides ; c'est le cas où ces deux fluides sont homogènes et incom-
pressibles; dans ce cas, cil effet, la condition (2) revient à exprimer 
que les divers déplacements virtuels 11c font pas varier le volume 
occupé par le fluide 2; mais l'invariabilité de ce volume assure l'in-
variabilité du volume occupé par le fluide 1 et, partant, l'invariabilité 
de la masse de ce fluide. Une seule condition est donc imposée aux 
déplacements virtuels de la masse fluide cl le déplacement associé à 
un déplacement virtuel du solide peut être déterminé connue dans le 
cas précédent. 

L'égalité (12) est remplacée, ici, par 

, rp, ( <ι\ δ f ■+■ a\ og -+- a\ oh 4- b\ ol -t- b\ δ m -+- //, on )s Js„ <)'<> 

avec 

a\= ( cos(N,u;)i/S3a, «!,= ...,a3 = 

(17) 
6''=jr[/cos(N,3)-sc°s(N,/)|</St„b2 = , b3 = 



STABILITÉ DE L'ÉQUILIBRE D'UN CORPS FLOTTANT. 

Dans ces expressions, les deux surfaces S
2<1

, S,
8
 ne jouent pas un 

role symétrique. Ou peut faire disparaître cet inconvénient. Soit 
S'

ia
 la flottaison, c'est-à-dire le prolongement analytique de la sur-

face S,a à Γ in lu rieur du solide; soit n\ la normale à cette surface 
dirigée dans le même sens que /t, ; nous pourrons écrire 

ί a\ = — / 008(7#',, x)d$\
4
, r/

;l
 = ..., 

07'«*) 
I =— I l/c°s("'.!=J- scos(«,,/*|f<S',.„ !>, = ■■■■ 

1*011/' que l'équilibre d'un corps solide flottant à ta surface de 
séparation de deux fluides incompressibles 1 cl 2 soit un équilibre 
stable, il faut et il suffit : 

1 " Qu'en tout point de la surface de séparation, la direction de 
ta force passe du fluide moins dense au fluide plus dense; 

•i° Que la forme quadratique enof,og, 0 h, ol, 0 m, on Τ''■+■ Q ) 
soit une forme définie positive. 

III. 

La méthode exposée au § 1 s?étcnd au cas où le solide > qui llolle 
à la surface de séparation du fluide compressible 2 et du vide 1 porle 

Fig. 3. 

S12 n 2 3 4 S23 S34 S14 

un chargement liquide l\, compressible suivant une loi quelconque 
{fis· *)■ 

Dans ce cas, pour, que Γ équilibre du système soit stable il faut et il 
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suffit que Ton ait (1 ), pour tout déplacement virtuel, 

-f-pa / -r-(«n.r)Dx*4-(/iJ,y)D/-f-(/i,,5)Di/S dv1 

(Ί8)< -f-pa / -r-[cos(«n.r)Dx*4-cos(/iJ,y)D/-f-cos(/i,,5)Dw]li/Sl;1 

I ί ^rcos(/,«>a,)Dj7+cos(/li>7)IV+cos(/ii)5)^li^sn+u>o, 

Κ étant une forme quadratique en 

£/, $A, δ/, ô;/i, Bn. 

Les modifications virtuelles du système sont assujetties aux deux 
conditions 

p
a
 f [cos(/i

l
a,)Dx+ cos(/i,,y)D/-h cos(«

M
5)D3']rfS,

a *Sn 

— Ι p
2
 [cos(i\, x)àx -t- cos(N, y)ày -h cos(N, z)lz]dSi3 

S13 

-f- / op2efea = °» 
(19) 

1 p
4
 / [cos(/i,,a?)D#-l·- cos(n,,j)Dy+ cos(#i,,c)Dc]^S

M S11 

[ — / p»[cos(N, x)Ax -f- cos(N,y)ày -l· cos(N, ^)Aj]c?S
3

j 
S24 

-h I δρ ,ί/c, = o. 
v1 

Os deux conditions permettent de définir un déplacement des 
lluides associés à un déplacement virtuel quelconque du solide. 

(1 ) 5«/· la stabilité d'un navire qui porte du lest liquide ( Journal de Ma-
thématiques, 5r série, t. II, p. a3; 1896). 
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Posons, en lout point du fluide 2, 

(3°) =4» = d^-γ 
d?\ 

en tout point de la surface Sl2, 

(21) cos(n„x)d.c -h cos(nt,y)dy -h cos(n{, z)dz =0 dV, 

dnx 

en tout point du fluide !\, 

(22) dp1 = dp1 = T1 d2p4(p4) 

d?\ 
en tout point de la surface S, ,, 

(m'I) cos(xnx)dx 4- cos(xt,y)dy 4- cos(j?,, z)dz =t1 dV, 

Oh 1 

0, ïj étant deux fonctions de cf, δ/i, δ/, cm, δ/ί linéaires, homo-
gènes, à coefficients constants, que déterminent les égalités (19). 

0 est donné par les égalités (9) et (10); η s'exprime d'une manière* 
analogue par les égalités 

(9 bis) η = γ, δ/-h γ24- γ3 lh 4- λ, δ/ 4- λ2δ;/ι -4 λ3en, 

J pt cos(N, x)dSJi , , ■, Λ.d"' ·Λ ''?> 

(10 bis) 

)1( —/ f, [/ cos( Ν, ;) — 3 cos(Ν,/)]</53, \ J,„ '<>»· J,, 'hi 

γ
2

, γ
3

, λ2
, λ., s'expriment par des égalités analogues. 
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Pour un tel déplacement, on a 

i1 =U = S d2s4(p4) dp2 4(dp1)2 dv4 

-H Pa f -£~-\οοΒ(ηηχ)ύχ+ ca»(n„y)dy + cos(n„z)dz\*il$%% 

(24) (c, of -4- c2 %g h- e% δ h H- (l, δ/ -f- d3 hn -4- da hi )* ^ ftÈF^+h (hdS" 

avec 

l '* I ( ?1 COS( Ν, UT^{/S3 J, ··') '*3 — · · · 7 
(25) 

/<'.= ( ?»[/cos(N, ζ)— 3cos(N,^')|^Sin d., = ..., 

Οι» peut énoncer le théorème suivant : 

Pour que l'équilibre du système soil stable, il faut et il suffit : 
i° Ouc l'on ait y en tout point du fluide 2, 

«P ?·(?») >n ~ cl?\ 

l'égalité n'ayant pas lieu à la fois en tous les points d'un volume fini; 
2W Que l'on ait, en tout point du fluide4, 

***?*(?*) >n > 0, 

Γ égalité n'ayant pas lieu à la fois en tous les points d'un volume fini; 
3° Que l'on ait

y en tout point des surf aces S,
a
, Su, 

â\ > onx -

l'égalité n'ayant pas lieu à la fois en tous les points d'une aire finie ; 
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4° Que la forme quadratique en δ/, og, c/t, £/, cm, Sn, 

T-+-U + H 

soil une forme définie positive. 

Cette méthode s'étend sans peine au cas où l'espace i, au lieu d'être 
vide, est rempli par un fluide, à la condition que les trois fluides i, a 
et \ soient incompressibles. 

On peut ainsi déterminer les conditions nécessaires et suffisantes 
pour qu'un'navirc, flottant sur un liquide pesant et portant un char-
gement liquide pesant, soit en équilibre stable. Une règle ('), résol-
vant ce problème, était usitée depuis plusieurs années en architecture 
navale; le raisonnement dont on faisait usage pour établir cette règle 
en justifiait la nécessité, mais non la suffisance. La méthode précé-
dente démontre que cette règle est, pour la stabilité d'équilibre d'un 
navire, condition à la fois nécessaire et suffisante, ainsi que nous 
l'avons indiqué ailleurs (2). 

(1 ) K. Givou, Théorie du Navire, p. lao. — Poli.ard et Dudkboit, Théorie 
du Navire, t. II, p. 54· 

(') liullelin de l'Association technique maritime, n° 7, session de 1896, p. 43. 

Journ. de Math. (5· série), tome III. — Fasc. IV, 1897. 52 


