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SUR LA METHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES. 3

Sur la méthode des approximations suceessives

de M. Picard;

Par M. S. ZAREMBA.

1. Soient une équation aux dérivées partielles, & deux variables
indépendantes,

J? e 09
(1) =t o= ( FAR dy)

¢t une courbe fermée (C). M. Picard a imaginé une méthode, dite des
approximations successives, permettant, moyennant quelques hypo-
théses trés générales relatives a la nature de la fonction f et & celle de
(C), de déterminer une intégrale de I'’équation (1) satisfaisant a cette
¢quation i I'intéricur de I'aire limitée par la courbe (C) et prenant
sur cette courbe des valeurs données, pourvu cependant que I'étendue
de la courbe (C) soit suffisamment petite.

L’extension de la méthode de M. Picard aux équations a trois va-
riables indépendantes, pouvant se mettre sous la forme

Pe O do d9 9
(2) w"‘ay(i‘*‘”?? f(“’”’y"’?’m o;o)

dépend, comme on le reconnait trés aisément, des propriétés de la
fonction de Green qui peuvent s'énoncer comme il suit :
Soit
Gz, 5,550
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la fonction de Green relative & une surface fermée (S) et aux points
M(ir,y,3) el w(§, ,§) situés & l'intéricur de la surface, posons

= =y =)+ (5 =)
ot

(3) Gy, =,f,n,’i)=~; — (5,5 10,0):

1° On a, cn désignant par De la dérivée de ¢ prise par rapport i
une des variables ., y ou 3,
. Dele A

)

oft A cst constante positive ne dépendant que de la surface S et ne
croissant pas indéfiniment quand on fait décroitre indéfiniment I'éten-
due de la surface S suivant une loi convenable;

2* On a, en désignant par Dye Pune quelconque des dérivées se-
condes de ¢ par rapport aux variables e, y et 3,

. B
(.’)) ll)‘.!vl<::1’

ot B3 est une constanle jouissant des propri¢tés analogues & celles
dont jouit la constante A ;
3o Llintégrale

(6) fffl).,vd? d 3,

¢tendue & tout le domaine limité par la surface S, ne dépasse jumais
en valeur absolue une constante positive C dépendant uniquement de
la nature de la surface (S).

J’ai déji eu l'occasion de démontrer le premier des trois théorémes
précédents dans une Note insérée dans le Bulletin de la Société ima-
thématique de France, mais je me suis borné¢ alors au cas d’une sur-
face convexe. Je me propose maintenant d’¢tablir chacun de ces trois
théorémes en abandonnant cn outre I'hypothése de la convexité de la

surface (S).



SUR LA METHODE DES APPROXNIMATIONS SUCCESSIVES, 313

2. Nous supposcrons que la surface (S) est simplement connexc,
(qu'elle posséde en chaque point un plan tangent déterminé et qu’elle
jouit cn outre de la propri¢té suivante : Prenons pour origine des
coordonnées un point quelconque O de la surface S et dirigeons axe
des s suivant la normale intéricure en O a la surface. Décrivons
ensuite, du point O comme centre, dans le plan des 2, y, un cercle (%)
de rayon ¢ suffisamment petit, mais indépendant de la position du
point O sur la surface S; considérons la perpendiculaire ¢levée en un
point I’(z, y) de T'aire du cerele (C) ou de sa circonférence au plan
des «x, y etsoit 5 la troisitmie coordonnée de celui des points de ren-
contre ) de cette perpendiculaire avee la surface S qui est le plus
voisin du peint P.

La fonction 5 admettra pour toutes les valeurs de .z et de y satisfai-
sant a Pinégalité

(7) .t‘“+y2_.<_.'3"

des dérivées particlles finies el détermindes jusqu’au troisiéme ovdre
inclusivement.

Il résulte de ces hypothéses que, en désignant par a, & et ¢ los
demi-dérivées secondes de la fonction s pour & =y = o ct en appe-
lant m la limite supéricure des valeurs absolues des dérivées troisi¢mes
de =z, on aura
(8) |5 —ar?— 2bxy — cyr| < m(e? -—y’):!.
pourvu que la condition (7) soit satisfaite.

Lorsque le point P décrit I'aire du cercle (C), le point Q déerit
unc portion de la surface S. Nous désignerons constamment cetle por-
tion de la surface S par S’ et nous appellerons S le reste de la surface.

Voici maintenant quelques remarques d'un caractére géométrique
sur lesquelles nous aurons sans cesse & nous appuyer. Il est évident
tout d’abord que I'on pourra trouver une longueur R, telle que toule
sphére de rayon R tangente & notre surface lui soit toujours tout
enti¢re extéricure, ou toul entiére intéricure.

Cela pos¢, supposons que les axes soient disposés comme tout i
heure ct soit y une longucur non supéricure & R. Désignons par M,



314 $. ZAREMBA.
el M, deux points placés sur l'axe des 5, de fagon que U'on ait
oM, =y,
OM,=—y,
et considérons un point quelconque A de l'espace (ui ne soit pas inié-
vicur i la sphére Z, de rayon R, tangente extéricurement & la surface

(S) au point O, originc des coordonnées.
On aura, en posant

l,= OA, L,=MA el l,=M,A,

les inégalités suivantes :

(9) %<2’

. ! l,

(\IO) Z<1°+.‘<'7
(11) 13,

Construisons encore la sphére (£,) de rayon IR, tangente intéricure-
ment & la surface (S) au point O.

Nous établirons aisément, en désignant par ¢ la distance du point A
au plan des x, y ct en supposant que le point A ne soit intérieur ni
la sphére Z,, ni 4 la sphére Z,, les inégalités suivantes :

{ 1

(12) 1>y
. [4 t
(13) i <i®

On cn déduira, en supposant Loujonrs que le point A ne soit inté-
rieur ni 4 la sphére B, ni a la sphere I, les inégalités suivantes :

I 1 9(3°—1) ¢y
) - 5l <5k
|

(13)
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3. On sait que la fonction v, figurant dans I'équation (3), consid¢-
rée comme fonction de z, y, 5, peut étre regardée comme le potentiel
d’unc couche simple répanduc sur la surface (S). Envisagée ainsi,

. . . , 1
cette fonction cxistera dans tout I'espace ct clle sera égale & 5 sur la

surface (S) et & I'extéricur de cette surface. On aura, en désignant
par u la densité de la couche donnant naissance au potenticl ¢, par ds,
un élément de la surface (S) et par 7 la distance de cet ¢lément au
point M,

. . [uds
(l()) [S— ST-
ct
1 fd /1 dv

(17) "=:7[(zn( )' m]
le symbole

4

dn’

servant, comme il est d’usage, & représenter la dérivée prise suivant
la normale intérieure & la surface.

La fonction de Green étant positive a I'intérieur de la surface a la-
quelle clle sc rapporte; il résulte de 'équation (17) que la fonction «
scra constamment positive.

Disposons les axes des coordonnées comme dans les deux premiers
numéros; envisageons les points M, et M,, définis au n® 2 et conser-
vons sa signification & la lettre . Nous allons démontrer que les déri-
vées de la fonction ¢, calculées pour le point M, jusqu'au deuxiéme
ordre inclusivement, tendent vers des valeurs bicn dé¢terminées lorsque
v tend vers zéro et nous déterminerons des limites supéricures des
valeurs absolues de ces dérivées. Considérons tout d’abord les déri-
vées du premier ordre ct en premier lieu la dérivée par rapport & s.
On aura, en désignant, par 2, ' et ', les coordonnées de I'élément ds
et par r, et r, les distances de cct ¢lément aux points M, ct M,,

ﬁ) (5'"—u d:x
93/, r

(_3:) [’(e + ()udc
i)y,

Journ. de Math. (5* série), tome III. — Fasc. III, 18¢7. 4(

(18)
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ov
<I’:>"l

tendra vers une limite déterminée quand on fera tendre y vers zéro;
il nous suffira donc de chercher unc limite supérieure de la valeur
absolue de cette expression.

Nous avons
f uds [‘| s ds
s )

(19)
Or, on trouve, en se reportant i l'inégalité (13) d’abord ct i I'iné-
galité (9) cnsuite, que
|z’|u ds < fuda
—_—

d'ou, en désignant par p, la distance du point M, au point u(%, %, {)
défini au n° 4 et en se rappelant que le point M, est extéricur i la
surface (S),

I:.’Iudc a
20 = —
( () f l tpe

J’observe maintenant que

On sait d'ailleurs que

1]
=9
H

()

Js N,
on aura donc, cn tenant compte de la deuxiéme des équations (18) et
des inégalités (20) et (19),

uds 1 2 1
(ar) (£7;'<9";+i?,2;'

On déduit, d’ailleurs, aisément du théoréme exprimé par l'inégalité
(12), les conséquences suivantes,

<33f|z uds

P u ds
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ct
uds uds
'_.7<337 ral
r} s It

La premiére des équations (18) nous donnera done, en tenant compte
des inégalités (20) et (21),

i JERRAY
(@), <@+ a)
d’oli, en désignant par p, la distance du point M, au point «.(§, 1, %),

cn appelant 4 le maximum de la distance de deux points mobiles sur
la surface (S) ct en nous appuyant sur I'inégalité (11),

, dv s d 1
(>2) @) [>3 (=5 +9)3
Considérons maintenant la dérivée par rapport & .
Ona
Jdy __f ux'ds
(‘)—‘E L h - s ":l‘ ’
dv __faw'a’s
(5‘—”)“: - ) ’.: ’
ce qui donne, en tenant compte de I'inégalité (14),
. dJdv dv
I (R A

Ll serait évidemment aisé de calculer une limite supérieure du second
membre de cette inégalité tendant vers zéro avec y. Il en résulte que

9(3—1),, [l=]uds

R A r

(g-';) tend, lorsque y tend vers zéro vers une limite déterminée, celle
£I/y,

vers laquelle tend (%) dans les mémes conditions. D’ailleurs, nous
M,

pourrons nous contenter d'une limite supérieure moins rapprochée de
la valeur réelle de cette quantité et qui s’obtient ainsi :
Ona

| <ry ety <y,
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| &' |uds ‘uds 1
‘ff"';a“‘< =
I3 ]

—_—
%' "’ P’

par conséquent,

11 suit de la, des inégalités (23) et (11) et de I'inégalité

Jdv
(")I),‘ <

1

(jue F—g’
N

o d représente, comme plus haut, le maximum de la distance de
deux points mobiles sur la surface (S).
On trouvera de méme

~ ()("\
(23) (%)

Désignons maintenant par Do une dérivée premicre de ¢ par rap-
port & unc des variables z, y ou 3, calculée pour un point M intéricur
ala surface (S) dont la plus courte distance & cette surface ne soit pas
inféricure 4 R,

11 viendra

as (3~ 1)d| 1
<o 2

-2
1

wds I 1
Il)v|</7‘<ﬁ-,flulc’=m;
8 S

on aura donc a fortiori

12
ID"|<‘1—{;";§'

Il résulte de cetie inégalité ct des inégalités (22), (24) et (25) que
I'on aura en posant

(26) A=3%+29.06%

en désignant par De une dérivée premiére de ¢ par rapport & une des
variables x, ¥ ou 3, calculée pour un point guelcongue intéricur a la
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surface (S) et en appelant ¢ la distance de ce point au point (&, 1,%),
IDe| <5
3

Or A reste fini quand 1’étenduc de la surface (S) décroit suivant unc
loi convenable : ainsi, par cxemple, si la surface reste constam-
ment semblable & une surface fixe, A reste constant. Le premier des
trois théorémes que nous voulions établir cst donc démontr¢.

4. Passons 4 'étude des dérivées secondes de ¢. Conservons a cet
cffet les notations du numéro précédent, continuons a désigner par «,
¥’y 3’ les coordonnées d'un élément do de la surface (S) et soit tou-
jours 7, la distance de cet ¢élément au point M,. Nous obtiendrons
facilement, comme on le verra plus loin, tous les résultats qui nous
sont nécessaires apres avoir démontré que l'intégrale

a's'uds
(27) J —/,T

tend vers unc limite détermince lorsque y tend vers zéro et apres
avoir calculé¢ unc limite supérieure de la valeur absolue de cette inté-
grale.

Désignons, dans ce but, comme au n° 2, par (§') la portion de la
surface (S) d laquelle se rapporte 'inégalité (8) et par S” le reste de

cetle surface.
[ f.z:’z'u ds
s I

Posons
)= /‘x’s’ uds

Jegoo Ty

ct

Nous aurons alors
(28) J-—_-J'+ J”.

L’¢tude de Dintégrale J' peut seule donner licu & des difficultés; c'est
donc d’elle qu'il convient de nous occuper en premier licu.
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L’inégalité (8) nous montre que I'on peut poser
(29) ¥ =az+aba'y +cy’t + Im(a + y ),

en désignant par 0 unc fonction de ' et y’ qui, en valeur absoluc,
reste plus petite que I'unité pour toutes les valeurs de =’ et )’ satisfai-
sant a I'inégalité

x4 y'25e,

La fonction § sera visiblement une fonction continuc de z’ et ' pour
toutes les valeurs de ces variables vérifiant I'inégalité précédente, sauf
pour

=y =o.

Portons la valeur (29) de 5’ dans l'intégrale J', il viendra

J,_afx ua'a bfr"v uds f.r’y”uds
P

(30) ux "0(2'?4- ")’ ds
-+ m T Ty .
¢

1]
ry

1l résulte immédiatement de la continuité des fonctions « ct 0 que la
derni¢re intégrale du deuxi¢me membre de cette équation tend vers
unc limite déterminée lorsque y tend vers zéro : il nous suffira donc de
calculer une limite supéricure dela valeur absolue de cette intégrale.
Or, on a
|« l <y
ct .
(& +y2) <o

il s’cnsuit que

3
wx'0(x"*+ y'*) ds

,-3

(%4 2

Nous nous servirons, pour établir les propriétés des autres inté-
grales qui figurent au deuxiéme membre de I'équation (30), des va-
leurs connues des dérivées du troisiéme ordre de ¢ a I'extéricur de la
surface (8).

(31)
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Soit M un point situé sur I'axe des 5 & I'extéricur de la surface (S)
a unc distance non supéricure en valeur absoluc i R de cette surface.

Posons
s=0M H

désignons par 7 la distance du point M 4 I'élément ds de la surface ($)
ct considérons I'expression

Ald .z u dc 15 23 da
(Fh="9[ [

11 vient, en multipliant cette équation par z ct en effectuant une trans-
formation facile,

Py - &'(5—3')ude x'*(5—3)uds
(B) o [ Lt g [
_ f s'u dc 3 z35'uds
9 | =

Multiplions I'équation précédente par ds, intégrons de — R & — yet
désignons par C le point ayant pour coordonnées

.‘I,'=y=(),

Z=-R,

et soit en outre r, la distance de I'élément do au point C, il viendra

[ = ()t =3{(5)., - (%))
(32) ! 3 (fu r'dds ___fux”dc)
\ -‘()f defum"ldc-i—l)/ (ld/“ml

On ne manquera pas d’apercevoir, en considérant cette équation
avec quelque attention et en se rappelant que

B —_ e + ISES
dr& 9?‘ ! ‘—=4
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que l'intégrale

(33) js‘ux"da

3
ry

tend vers une limite finie et déterminée lorsque y tend vers zéro.
Cherchons une limite supéricure de la valeur absolue de cette inté-
grale et observons a cet effet que 1'on a évidemment

s <f d.. lll.,’]dc
(30)

¢ <[ fise

Or, si 'on désigne par r, la distance du point O 4 I'élément ds, on
aura, & cause de I'inégalité (13)

ur :’dc

dd

ux”"’dv
d..
Ja ~s

|21 < Sy
et par conséquent, cu égard & I'inégalité (9),

3
15| <

il s’ensuit que

(35) f-:d:‘sulju ds l\f ds fua’c

mais l'inégalité (10) nous montre que

r>%(ro—-:):

il viendra donc

[ ds lldc< ()f-yd.‘ (o u:!o;)’
<bfudc< f_u_cﬁr=1_fi_

On trouve d’ailleurs, sans aucunc difficulté, en faisant un usage

(36)
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convenable de I'inégalité (10), que

o) [o() o] < 2
D'aillcurs
3 (2)<s
” ()<
ox [y, H
ct
(39) js‘ zx”dc

Cela posé, on déduit de I'équation (32) et des inégalités (34), (35),
(36), (37), (38) ct (39), la conséquence suivante :

xduds
[=5=<
S 2

Décomposons l'intégrale (33) en deux parties de la maniére dont
nous avions décomposé l'intégrale J (voir le commencement du n° 4).

Il viendra
X3 uds xBuds 2’ uds
5 + + 5
S ! 2 S’ rs (g ! 2

Or, la seconde des intégrales du deuxiéme membre est en valeur absolue
inférieurc a

5.2‘°+3+ a8 + a2
303 Res = R

(4o)-

521
il résulte de la et de I'inégalité (40) que
Buds H
" [zoude) B
(i) s 73 3
cn posant
d? d

d
(42) H=-;-5.n“’+l+2'R+2R, 5

ot d représente, comme dans le numéro précédent, le maximum de
la distance de deux points mobiles sur la surface (S).

Journ. de Math. (5¢ séric), tome 1II. — Fasc, III, 1897, »/|2
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On trouvera aisément, en appliquant la méme méthode que toul &

I'heure,
£y uds I
| L= <
. ,
(43) f £ytads| Il
P FH

Désignons par N la limite supéricure des valeurs absolues des
nombres «, b ct ¢ qui figurent dans l’équation (8); I'équation (30)
nous donncm cn tenant compte des inégalités (31), 41 et (43).

IJ,l 4\“+-I£.
l'.'

Or, on a manifestement

il résulte donc de P'équation (28) que

(41) 1< X

en posant

(1) F=4NIL+md+ &

Observons qu'il suit de toul ce qui précéde que non sculement
P'intégrale J vérifie 'inégalité (44) mais qu’clle tend en outre vers une
limite déterminée lorsque y tend vers zéro,

S, N ous voici e¢n mesurce d’étudier les dérivées secondes de la fonc-
tion ¢ & l'intérieur de la surface (S).

Nous avons
, (_021'> "'“3f l‘.vll({s‘ v/‘ udc
s '()3 N, ‘ | Jg
5 Is ua’a
_3fz' uds
| (%5 31
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On trouve, en faisant usage de 'inégalité (15),

x'suds _ (uo's'uds 9(3*—1) |2'|| 3|« ds
(+7) ’ f r ri I < R Y[ r: ’

ct comme les inégalités (9) et (13) nous donnent

21,

<

|2 || 5" \uds uds
£ rs <l{ T

ce qui montre que la différence (47) tend vers zéro en méme temps

«que . D'ailleurs
a dv 7 da 1
F< 57

il vient

l."

s uds f g udo-

On obticnt, par une méthode analogue,

‘ [‘.r ud:r ‘z udel

S

ce ui donne

.9(3*"—!)_1
s P2

9\3 —l) udc (35—|)V wuds
< [ R f‘“'”

3
JS 13

d’ou, cu égard & l'inégalité (21)

()) l.Yf.z, ud: fx’,l-éda

Ce résultat n’est pas tout & fait suffisant parce qu'’il ne permet pas
d’affirmer avec certitude que le produit

f.r'ud:
T 3

)
s N

tend vers une limitc bien déterminée lorsque y tend vers zéro. Pour

< 9= (L +2 _L).
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mettre ce point en lumiére, considérons l'expression

ude
o o— .
Iv S ’.: ’
elle tend, comme on sait, vers anu lorsque y tend vers zéro. On en
conclut par un calcul facile que dans le cas ol 'expression

( 50) + .3_“{- z'u dﬂ'

)
anJg 1}

tend vers une limite lorsque y tend vers zéro, la fonction u admet une
dérivée premiére en O par rapport a un arc tracé sur la surface (S) et
tangent en O a I'axe des z, cette dérivée étant égale & la limite de
'expression (50).

Or, on a vu au numéro précédent que le premier terme du second
membre de la deuxieme des équations (46 ) tend vers une limite déter-
minée lorsque y tend vers zéro, ct comme le premier membre de cette
équation tend manifestement vers une limite déterminée quand ¥ tend
vers zéro, il est évident qu'il en cst de méme du deuxiéme terme du
second membre. Par conséquent, 1'expression (30) tend bien vers une
limite détermincée lorsque ¥ tend vers zéro. Cela prouve que la fonc-
tion u posséde des dérivées premicres sur la surface (8). Sachant
cela, on voit de suite que le premier membre de I'inégalité (49) tend
vers zéro lorsque y tend vers zéro. On conclut de tout ce qui précede

qque l'expression
v
0x 93 )y,

tend vers une limite déterminée lorsque y tend vers zéro.
Les équations (46) et les inégalités (44), (48) et (49) nous don-

nent
J*o e F 29(35—1) 4
| ("‘owds)n. + (“"‘owd:)..| <6+ 5= (5 + mr)

|(752), | < [6Fd+ 233 = 0§ (1+45) + 3] 3

[~

d'ou
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(ic qui donne, cn remarquant que d’aprés I'inégalité (11)

Pn>;‘P|

¢l, en posant

Gy  G=2 [3+6Fd+27(3=—.)§([+4§)],

o (25),/<3

’”

]

Je remarque maintenant que I’on peut trés aisément déduire des
expressions connues des dérivées de la fonction ¢ & 'extérieur de la
surface (S) ct du fait établi plus haut que la fonction # admet des
dérivées du premier ordre sur la surface (S), la conclusion suivante :
les expressions

. J*v dtv gtv
@ el o G
tendent chacunc vers une limite parfaitement déterminée lorsque 1'on
fait tendre v vers zéro. On trouve d’ailleurs, en évaluant par excés, les
valeurs absolues des différences des expressions précédentes et des

expressions analogues relatives au point M, et cn se servant pour cela
des procédés ecmployés plus haut :

(d* o
3 )

. 0%

1 g

(.).|) { (d"«'o)')u

&
'3)">Ml

cn posant

G, =27 |3+ [9(3— 1)+ 27(3 -—I)](l+2d)ji

3
[

)

Les expressions (53) tendant vers des limites déterminces lorsque y
tend vers zéro, il cn sera de méme de l'expression

(#
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On déduit d’ailleurs des inégalités (54) que 'on a

~ Je
2 -
< }l‘

Cela posé, désignons par D,¢ une dérivée seconde de ¢ calculée
pour un point quclconque intéricur & la surface, mais tel que sa plus
courte distance & la surface ne soit pas inféricure o R.

On aura

G,
2 —.
< ¢t

3
D¢ <
et a fortiort

v n(d\?
(56) D,¢] < 3(ﬂ) %
oul p désigne la distance du point considéré au point (5, v, 7).
Désignons par B le plus grand des nombres

(57) G, 2G, o« 3(%)

nous pouvons écrire, en vertu des iné¢galités (32), (34) et (55), en
désignant maintenant par D, ¢ 'une quelconque des dérivées secondes
de ¢ prises par rapport aux variables z, y et 3, pour un point quel-
congque intérieur a la surface (S):

Dyl < 2

oul p désigne la distance du point considéré au point u.

Or, on reconnait, cn sc reportant aux valeurs trouvées pour les
nombres (57), que si 'on fait décroitre 1'é¢tendue de la surface (8S)
suivant une loi convenable, le nombre B ne dépassera jamais un
nombre fixe; ainsi, par cxemple, si la surface (S) reste semblable &
une surface fixe, le nombre B reste constant. Le deuxitme des théo-
rémes que nous voulions ¢tablir est donc démontré.

6. 11 ne nous reste plus qu'a démontrer le dernier des trois théo-
rémes énoncés au n° 1. Posons

w=fffcdzdndc,
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ol l'intégration doit &tre étenduc & tout le domaine limité par la sur-
face (S).

L’intégrale (6) n’est pas autre chose qu'unc dérivée seconde de w.
On sait que w peut &tre regardé comme le potentiel d'une simple
couche répandue sur la surface (S) avee une densité telle que, a 'exté-
rieur de la surface, la fonction w soit identique au potentiel ¥ d’un
solide homogéne de densité égale & 1, limité par la surface (S). La
densité @ de la couche donnant licu au potenticl # scra manifestement
positive en chaque point de la surface (S); cela résulte de ce que la
densité de la couche donnant licu au potentiel ¢ est positive. Dailleurs,
on calculera sans peinc unc limite supéricure de o.

Disposons les axes des coordonnées, comme nous I’avons constam-
ment fait dans les numéros préccdents, et envisageons les points M,
et M, que nous avons déja considérés tant de fois, ou plutét, bornons
notre attention au point M, qui est extéricur & la surface (S). Sil’on
calcule pour le point M, les dérivées de la fonction W, par rapport
ax ¢t y jusqu'an troisi¢me ordre inclusivement, on reconnaltra sans
la moindre peine, en tenant compte des hypothéses faites au sujet de
la surface (S), que ces dérivées tendent vers des limites finies et par-
faitement détlerminées quand on fait tendre y vers zéro. Comme d’ail-
leurs, a I'extéricur de la surface (S), w est égale & W', les dérivées de
la fonction w jouissent des mémes propriétés. 1l résulte de la que la
méthode employée au n° 4 pourra é&tre appliquée.

On prouvera cnsuite, par un procédé¢ analogue & celui que nous
avons employ¢ au n°® 3, que la fonction & admet des dérivées premiéres
sur la surface (S) et que si 'on calcule les dérivées de la fonction w
jusqu’au deuxiéme ordre inclusivement, pour un point intérieur a la
surface (S) et si I'on fait tendre ce point vers un point quelconque de
la surface (S), ces dérivées tendront vers des limites déterminées pour
les valeurs absolucs desquelles I'on pourra déterminer unc limite supé-
ricure C qu'elles ne dépasscront en aucun point de la surface. D’ail-
leurs, il est clair qu'a fortiori les dérivées secondes de w calculées
pour un point intéricur & la surface (S) ne pourront jamais dépasser
le nombre C. Ainsi donc le troisicme théoréme se trouve démontré.



