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SUR UNE SERIE DE GROUPES PRIMITIFS. 277

Al ) e . P ’ g0 . ,
Sur une séric de groupes primitifs holoédriquement isomorphes

@ des groupes plusieurs fois transitifs;

Par M. Eo. MAILLET,

Ingénicur des Ponts et Chaussées.

l.

Soit S un groupe symétrique ou alterné de 2 éléments a,, «,, .. .,
a,(n>4%). Onsait (') que le groupe G, formé par les substitutions
(que S opére entre les CX combinaisons a i z des n ¢léments (l << %)
est primitif.

Soit C unsous-groupe de S, de degré #, & fois transilif; onsait(?),
et I'on voit de suite, que C opére entre ces C} combinaisons un groupe
U, de substitutions, transitif si k2=, I', étant un sous-groupe de G,.
On peut se demander si I', est primitif.

Soit A, le sous-groupe des substitutions de 1I', laissant immobile la
combinaison a,, a,, ..., @, D lc sous-groupe correspondant de C;
D est formé des substitutions de C qui permutent exclusivement entre
elles les lettres a,, a,, ..., a,. C ¢tant supposé A fois transitif, avec
k22, D optre entre ces a lettres les substitutions du groupe symétrique;

(") Journal de Mathématiques, p. 16; 1895.
(%) Voir Bull. Soc. math.. 1896, notre Note sur les groupes de substitutions.
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de plus les sous-groupes de C ct D, formés des substitutionsde Cet D
respectivement laissant immobiles ces « lettres, coincident ct forment
un groupe E, & — « fois transitif, parsuite transitif si &2« + 1, et pri-
mitif si k2 a + 2. T n’est qu’unc fois transitif, en général, comme G,
(qui le conticnt (*).

Nous savons (*) que I'y sera primitif & la condition nécessaire et
suffisante que A, soit maximum dans I';, ou D maximum dans C. 1I
suffit donc de voir si le groupe dérivé de D et d'une substitution quel-
conque U de C, non contenue dans C, coincide avee C.

La substitution U, n’appartenant pas i D, permute unc des lettres
ayy @y ..., G avec unc des n— 2 autres lettres, ct le groupe F,
dérivé de D et de U, scra transitif entre les n lettres, si D 'est entre
les n — a lettres @,y ..., a,, C'est-d-dire si k22 +1, ce que nous
Supposerons.

Si F n’est pas primitif, il admettra une répartition de ses lettres cn

. e ee el e e o n v e
systémes de non-primitivité i & i avec 1 << -, et i divise ». Considé-

rons dans F le sous-groupe L des substitutions de F laissant @; immo-
bile : L permutera exclusivement entre clles les lettres du systéme de
non-primitivité auquel appartient ;. Si I'on prend j S «, L contiendra
le sous-groupe des substitutions de D laissant @; immobile, lequel
optre entre les lettres a,, a,, . .., a, autres que a; les substitutions du
groupe symétrique de @ —1 éléments, et, par suite, le groupe E.
Donc L permute transitivement ces « — 1 lettres (sauf si a = 2, mais
les raisonncments qui suivent restent applicables) : si une scule d'entre
elles appartient au méme systtme de non-primitivité que a;, elles lui
appartiennent toutes, et ¢ «. Si unc des lettres déplacées par Eappar-
tient au méme systéme de non-primitivité que @;, avee j S a, toutes les
lettres de E, qui est ici transitif, lui appartiennent, et il faudrait

e . n,,
n—a i<, résultat absurde, cn supposant ici a < - (*). On en

(1) Journal de Mathématiques, p. 23; 1896.
(*) W. Dycx, Math, Ann., t. XX et XXII, et notre Thése de Doctorat, p.18.

(*) Il o’y a pas d'intérét a supposer a>—» car a toute combinaison des

n lettres 2 a « en correspond une autre formée des n — o aulres lettres, et les
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conclut, puisque (2 a, que leslettres ¢, a, . .., a, forment un systéme,
ct que i = 2.

Les lettres de E formeront alors un certain nombre de systémes, ct
il faudra : 1° que { = a divise n; 2° que E admette une répartition de
ses lettres a & «, cc qui est impossible si E est primitif. Il en résulte :

F est primitif : 1° quand k > « et que a ne divise pas n; 2° quand
k>« et que E est primitif ou n’admet pas une répartition de ses
lettres a ¢ x5 3° par suite quand k2 a + 2.

Supposons F primitif : E est de degré 2 — « et transitif entre 2 — «
lettres.

Si K est primitif entre ces lettres, on sait (') que F est au moins
a + 1 fois transitif entre n lettres : le sous-groupe des substitutions de I
laissant immobiles a,, @,, ..., @, cst E, en sorte que I et C sont de
méme ordre, ce qui entraine F = C; dans ce cas D est maximum
dans C, et I'; est primitif : il en cst ainsi en particulier quand E est
dcux fois transitif entre ses n — « lettres, c'est-a~dire quand k2« + 2.

Si IZ n’est pas primitif, ct & = & + 1, on sait () que F renferme un
groupe F, deux fois transitif de degré p, + p, +...+ p,+ 1 =P, avec

n—a=p>p>0.>p>0,

Py = n—a ¢tant un multiple de p,, p, un multiple de p,, ..., et I,
renferme des sous-groupes transitifs de degré p,, p, + pa, p\ + p.+ ps)

vy Pi+ Pa+...+ p,+ 1=DP, dont chacun cst contenu dans le sui-
vant, et P<zn, d'on

(1) AZPs+ Pyt Pty et p.Sa—1.

A ~ ot N . . ~ . n
deux groupes I'y et I',_, correspondants coincident a la notation prés. Si 2 = =
Gy n'est pas primilif, et I'y non plus : d'ailleurs C ne pourrait en général étre
n . e . ’

Py fois transitil sans contenir le groupe alterné.

(') Journal de Mathématiques, p. 383; 1871.
(*) Journal de Mathématiques, p. 384-389; 1871, ou p. 20; 18g3.
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On en conclut d'ailleurs que F est au moins n — P + 2 fois tran-
sitif.

Sip =1, I étant a + 1 fois transitif coincide avec C, et T, est pri-
mitif. On n’a d'ailleurs & >1 que si p,22 : T, ne peut donc é&tre
imprimitif que si p, est égal i un des nombres 2, 3, ...,oua —1, e,
a forliori, que si n — o posstde un diviseur > 1 égal & un de ces
nombres, c’est-a-dire n’cst pas premier & (2 —1)! Donc :

St ¥ est primitif, il coincide avec C : 1 quand k> 2 +1;
2° quand k =« 41, si n — a est premier a (% — 1),

Rapprochant ce résultat du résultat trouvé précédemment, on con-
clat :

Tukorine 1. — Soit C un groupe k fots transitif entre n letires,
I's Pisomorphe holoédrigue de C formé par les substitutions que C
opere entre les combinaisons a a a de ses lettres, avec x < k. T, sera
primiif :

1° Quand k> a +1;

2 Quand k=a+1, el que lon a d la fois n —a premier a

(2-—1)! et 20 (mod. a).

Par exemple, si a = 2, T, sera primitif si C est quatre fois transitif,
ou s'il ne est (que trois fois, mais que n est impair; si @ =3, T sera
primitif si C est cinq fois transitif, ou §'il ne 'est que quatre fois, mais
que n — 3 est impair et premicer & 3, c’est-a-dire n de la forme 6/ + =
ou 6/ 4 43 si « cst quelconque, etsi &, o, ..., @, sont les diviscurs
premiers de «!, T, sera primitif si AZa+2, ou si hA=a+1 cl
n—o=1®, ... @ +m, | élant un enticr quelconque, et m un
entier, positif ou négatif, premier & ®,, @, ..., ©..

II. — Applications.

Puemienr cas. — Cest un groupe symétrique ou alterné.

C est alors au moins n — 2 fois transitif, et 'on peut prendre

. n » [} ~ A
k=n-—2;s a<l S)on i, cn général, » — 22 % + 1, sauf pour de
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petites valeurs de n; on retrouve ainsi les isomorphes holoédrigues ct
primitifs de la deuxi¢me catégorie (‘) des groupes symétriques ou
alternés.

Deuxiing cas. — C est un des groupes cing fois transitifs de

Mathicu (*).

On a n=12 ou n=24; le théoréme I montre de suite que les
groupes T, et T, correspondants sont primitifs.

C contient ici un groupe C' quatre fois transitif form¢ des substitu-
tions de C qui laissent unc méme lettre immobile, de degré 11 ou 23,
ct pour lequel le groupe T';, analogue & T',, est primitif.

Troisikve cas. — C est un groupe linéaire fractionnaire.

Nous allons établir & cet égard le théoréme suivant :

Tutonkne 1. — Soit Cun groupe linéaire fractionnaire d’ordre ¢
trois fois transitif déricé des substitutions
as -+
+ ¢

Q

V=

-0
v

(mod. p),

N
Q

olt p est premier, el ot a, a, b, B, 5 sont des entiers compleres
formés avec une racine § d’une congruence irréductible de degré m,
crst-g-dire de la forme

(la ?"-—' + (,22”'—, +.o0 dm (‘“Od' p)’

ot dy, ..., d, sont entiers (wmod. p). Le groupe T, des substitutions
‘opcrées par G entre les combinaisons 2 a 2 de ses p™ + 1 lettres, est

. o . R 'II+| U .
un groupe primitif d’ordre €, de degré (—'-'L—-—J——ll— (quand p™ > 3),

el de classe " — ')2( pr+1)

SLp impair, et 2*™ ' sf p = 2,

(V) Journal de Mathématiques, p. 5 a 34; 189).
(?) Journal de Mathématiques, 1861 et 1853,
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Je dis d’abord que I, est primitif.

On sait que V sera une substitution & la condition nécessaire et suf-
fisante que af — ba %o (mod. p). C cst trois fois transitif cntre
p™ + 1 lettres représcntées par p™ indices incongrus (mod. p) et par .

Ici n — &= p™—1 n'cst premier & 2 que si p = 2. Le théoréme |
montre donc que T, est primitif quand p = 2, mais non quand p est
impair.

Dans ce dernier cas, supposons I', non primitif : si 'on prend @, = o,
a, = =, le groupe E cst form¢ des puissances de la substitution

X=|3as] (mod. p),

ol @’ est unc racine primitive de la congruence "' — 1: =0 (mod p).
Le groupe D est dérivé de E et de la substitution

Y =

3,2 ‘ (mod p),

car G nc contient pas de substitutions permutant exclusivement entre
cux o et = autres que celles dérivées de X et de Y. E étant transitif
entre n — 2 lettres, le groupe F, dérivé de D ct d’unc substitution
(juelconque U de C non contenue dans D, est transitif entre 2 lettres.
Si I' est primitif quel que soit U, E étant transitif, on aici, d’aprés (1),
. =1; I coincide avec C ct T, est primitif. Supposons done I non
primitif pour une valeur de U convenablement choisie : 1° admet une
répartition de ses lettres en sysiémes de non-primitivilé de 2 letires,
d’aprés ce qu'on a vu, ct o, % forment un systéme. Quant aux autres
systémes, ils seront formés chacun des lettres d'un cycle de la substi-
tution | 3, — 5| (mod p); car E étant transitif entre les n — 2 lettres,

autres que o ct % qu'il ne déplace pas, est transitif cntre les =2
2

systémes qui les conticnnent. E, ¢tant formé des puissances de \,

n—

* 2 . . . . .
opére entre ces —— systémes unc substitution circulaire d’ordre

n—1t
n-—2

—s et X' =3, — 5| (mod p) laisse tous ces systémes immo-

biles. F ne peut donc étre imprimitif que s’il existe une substitution U
de C, non contenue dans D, et qui admette la répartition o, =3 i, — i,
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ot ¢ prend toutes les valeurs 3£ o et incongrues entre clles (mod p).
Supposons qu'il cn soit ainsi.

U n’est pas contenue dans D, c’est-a-dire n'est pas d'unc des formes

X*ou YX¥=|3, ¢{Iﬁl(mod P)
Soit
U= I:; ‘—;:‘—:——};: (mod p) :

U ne peut permuter entre cux o et w; il remplace o par i, par exemple,
ct % par — /, c'est-d-dire que

“|Ep| l’ a'E‘- b‘l,

l=[¢%;—%"—’ (mod p).

De plus, si U remplace j par k, elle remplace — j par — A (en sup-
posant j et A différents de o et ), et

c— by By ._b_,/'_ﬁ-ﬁ, _
(i, =h, [(—-Tr=-h,
d’oll

b}j*+Bi==0 (mod p).

Cette congruence nc pouvant ¢étre satisfaite que pour deux valeurs
dej dont la somme est =o0 (mod p), on est conduit & une contradic-
tion si p” > 5, car le nombre des couples j, — j, avec j £ o, auxquels

. 1] m - hJ
sont substitués par U des couples de méme forme, est > £ A 3. Donc I

ne peut étre imprimitif'si p” > 5, et T’y est alors primitif.

Pour établir complétement le théoréme II, il ne reste plus (u'a
déterminer la classe de T,.

11 suffit pour cela d’étudier le nombre de combinaisons de 2 lettres
de C laissées immobiles par les substitutions de C, autres que 'unité,
et qui laissent immobile une combinaison donnée, par exemple la
combinaison o, . Que p soit pair ou impair, ces substitutions sont

Journ. de Math. (5 série), tome I1I. — Fasc. III, 1897, 37
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celles de la forme

V=|3a3, ou V= lz, ‘-ﬂ(mod P)

aveca,Zodans Vet Vet @, 1 dans V',
V’ ne peut laisser une combinaison i, j immobile, avec { & j, que si

[z=agl,  j==a,j,
ou

I==a,], J==ayl.

Dans le premier cas, i, j coincide avec o,%; dans le deuxiéme,
i=ali, j==a}j donne a}=1. Slpcst impair, onaa,==— 1 (mod p),

ct la substitution | 5, — 3| laisse les 22X combinaisons o,xeti, ~i

immobiles. Si p = 2, le deuxiéme cas donnermt a,==1, ct V’ ne laisse
immobile que la combinaison o, .

V” ne peut laisser une combinaison £, j immobile, avee { 3 j, que
st

a . a
= j=-,
¢ J
ou
":_—! ‘=$.
== —y j.... )

Dans le premier cas, i*::= j*:= a; ne donnc une combinaison quesi p
impair et a, résidu quadratique (mod p). Dans le deuxié¢me, ij=~a,;
on a comme solutions toutes les combinaisons i, a,i~*, aveci Z a,1";

mn

si_ p est impair, ces combinaisons sont en nombre P

quand a, csl

Ill

[ P4 . -1
non-résidu quadratique, ct en nombre £ quand a, cst résidu, en y

comprcnam la combinaison o, ® : car z.Ea, ¢~ donne i=a,i;"; si
P=2, ij==a,, avec i3 j, a, en dehors de la solution o, ®, 2" — 2
solutions, ce qui ne donne, en y comprenant la combinaison o, =, que

2™ combinaisons distinctes.
"l
On en conclut que T, renferme des substitutions qui laissent £—- -
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combinaisons immobiles, si p impair, et 2", si p =3, et qu'il n’en

contient aucune, a part l'unité, en laissant davantage immobiles. La
classe de I, est donc

P+ pP1 (pr)(pm—1)
2 P a 2 '

si p impair,

2" +-1 M — gm—~t — o3m—1

)
sip = 2.
Le théoréme II est ainsi complétement établi.

Remargue. — Tout groupe linéaire fractionnaire C considéré au

théoréme II contient, quand p est impair, un sous-groupe deux fois
transitif d’ordre moitié moindre C’ dérivé des substitutions

V= t:, %%_i;”; (mod p)

pour lesquelles @B — ba est résidu quadratique (mod p).
Le groupeT, correspondant a C', formé des substitutions opérées
par C’ entre les combinaisons deux a deux de ses p™+ 1 lettres est
R .. . , m +1 P
un groupe primitif de méme degré ’—’-—9—— p" queT,, de méme classe

et d’ordre moitié moindre (si p™ est> 11).

En cffet, T, est transitif et contenu dans I',; la classe de T, est la

méme quc celle de T',, car la substitution V"=

3, %l (mod p), ot

. . . m .
—a, est résidu quadratique (mod p), laisse exactement 2 :’ > combi-

naisons des lettres de C’ 2 & 2 immobiles, en sorte que la classe de T',,
qui n’est pas inférieure i celle de T',, ot il est contenu, est

n'"+xp.._p"'+l B el
2 2 2

comme celle de T,.
Il reste & voir seulementsi T, est primitif, c’est-a-dire si le groupe D’
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des substitutions de C’ qui laissent la combinaison o, e immobile,
groupe dérivé du groupe E' des puissances de la substitution
X?=|3,a"”3| (modp)
et de
Y =

52| (mod p),

oll —a, est résidu quadratique (mod p), est maximum dans (.
Quand p"= 4k +1, c'cst-i-dire m pair ou p= 4L’ + 1, on peut
prendre @, =1, car —1 est résidu cuadratique; au contraire, quand
P" =4l + 3, a, cst non-résidu quadratique.

Le groupe I’ permute transitivement d’une part les résidus, d’autre
part les non-résidus. De plus, si — 1 est non-résidu, il cn est de méme
de a,, et Y’ remplace un résidu par un non-résidu, en sorte que 1Y
opére entre les n — 2 indices autres que o, % les substitutions d'un
groupe régulier. Au contraire, si —1 est résidu, il en est de méme
de a,, ct D’ permute transitivement, d'une part les résidus, d'autre
part les non-résidus. Dans les deux cas, D’ est formé des substitutions
X et

Y'X’P=|:,a—’;'£l (mod p).

Dans le deuxiéme cas, cctte derniére substitution laisse immobile
les deux indices z,, — 5,, racines de la congruence z*=q,a™
(mod p).

Ceci posé, pour établir que 3 cst primitif, il suffit, d’aprés ce qui
précéde, de montrer que le groupe F', dérivé de D’ et d’une substitu-
tion quelconque U de C', autre que celles de D’, coincide avee C,
quel que soit U.

Supposons qu'il en soit autrement, et 1" < C'. Je dis d’abord ue I’
est transitif entre les 7 indices.

En effet, si — 1 est non-résidu, D’ est transitif, d'une part entre les
indices o, %, d’autre part entre les # — 2 autres indices, ct toute sub-
stitution de F” qui permute exclusivement cntre eux d'une part o, =,
d'autre part les » — 2 autres indices, appartient & D’. Donc U rem-
place I'un des indices o ou % par un des » — 2 autres indices, et ¥’
permute transitivement les n indices.
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Si — 1 est résidu, supposons F” non transitif. U va permuter =, par
cxemple, avec un résidu; dés lors F' va permuter o et x transitive-
ment avec tous les résidus, puisque E’ les permute transitivement,
mais non avec les non-résidus, puisque F’ est intransitif. I permute

pm_l pm+3
2

donc transitivement o avec ——+a2= lettres, et

,__ P43, p"+3 pm—
J_-—a X =" A,

ol ' = p”—:——! ). est I'ordre du groupe des substitutions de I laissant o

m__
immobile et contenant E', et divise (p™+ I)p’”f’—g—-l =¢e'; c'est-

a-dire que p™ + 3 divise 2p™(p™ +1) et 2p"(p™+ 3), par suite la
différence 4p™ et 4(p™+ 3) — 4p™ =12, d'ou p™S9, ce que nous
supposcrons ne pas avoir lieu. Donc F” est transitif pour p™ > .

D’aprés un théoréme connu ('), F’ étant un groupe transitif de
classe n — 2 et de degré n, est d'ordre

F=[(pk+D(qk+1)+1](pk +1)k,
ol

n=(pk+1)(qg k+1)+1,

et ou k est 'ordre du groupe K des substitutions de F' qui laissent o

et immobiles, en sorte que k = &';sil'ona p, £ o, d'aprés &’ = =2

I'on a p, = 3 ou p, =15 si p, = 2, § = 2’ contrairement & I’hypothése
pr—1 _p»
— =

n — 1= p™, ce qui est absurde. Donc p, = o, et

F<Cssip=1, pk+1=1+ ;H devrait diviser

§= (pm+])£:.2:I_.

F’ admet une répartition de ses indices en systémes de non-primiti-

(') Voir notre Thése de Doctorat, p. 70.
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vité de deux indices, le sous-groupe des substitutions de F' qui laisse o
immobile coincidant avec E': o et  forment un systéme (*).

Si maintenant — 1 est résidu, la substitution Y'X?** laisse immobile
Jes deux indices z, et — 3, racines de la congruence z*=a,a", et
déplace tous les autres indices; par suite, la répartition est formée du
systéme o, « et des systémes £, — i, oil £ prend toutes les valeurs = o
et incongrues entre clles (mod p). En raisonnant comme nous I'avons
fait pour C et T, on voit qu'il faut p™<5.

Si — 1 est non-résidu, il y a 2

— =2/ + 1 systémes : la substitu-

lion X* contient dans un de ses cycles lcs résidus, dans I'autre les non-
résidus et est d'ordre 2/ +1; or, si un systtme comprenait deux
résidus, v,, ¥, par exemple, il y aurait une puissance de X? rempla-
canty, par y,, par suite y, par y,, et de la forme (y,v,) ..., c’est-d-dire
d'ordre pair, ce qui est impossible, car les puissances de X* sont
d'ordre diviseur de 2/ + 1. Donc, chaque systtme autre que o,
comprend un résidu et un non-résidu: si 0 = a’***! cst le non-résidu
faisant partie du méme systéme que 1, la considération de X* montre
que ces systémes sont

1,0, a?a?b; at,a'l; ...; a'%, a*0;

Si 0==— 1, tout systéme autre que o, est de la forme 7, —7: on
peut encore raisonner comme nous I'avons fait pour C et T,; il faul
m<s.
Soit 0= — 1; le raisonnement est encore analoguc : U n'est pas
d’une des formes X** et Y'X**, Soit

a3 [
U=|.~., el
b’o-l-p‘

(mod p),

avec
ap,—ba,;=A* (modp).

U remplace o par & ct o par 07, avec ¢ différent de o et de «, ou o

(') Voir, par exemple, notre Thése de Doctorat, p. 18, th. Vil et VIII, et Ann.
Fac. des Sc, de Toulouse: 1895, D. 18, th. VII.
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par 0t et = par i, Ce deuxiéme cas se raméne au premier en posant
0i=:zt, 0'==0~", i=0~'"=0'7, et il nous suffit de considérer le pre-
mier cas. On tire de la

-b|03+ag

U= 3, lml (mOd p).

Si U remplace j par &, elle remplace 8 par G4 (j et A étant diffé-
rents de o et de «); on en conclut que j doit satisfaire & une con-
gruence du second degré (mod p) ayant au plus deux racines, aux-
quelles correspondent au plus deux systémes.

De méme, si U remplace j’ par 057, 8" par &' (' et &’ différents de o
et de ), on en conclut que j' doit satisfaire & une congruence du
second degré (mod p), ayant au plus deux racines, auxquelles corres-
pondent au plus deux systémes.

Dés lors, le nombre des systéemes j, 0, avec j different de o et
de », auxquels sont substitués des systtmes de méme forme étant

mo__ n__
<4 et 22 3, on a 22=3
2 2
pr=4h+3, m=1,p=qourr.
En résumé, F' ne peut étre < C’ que si p™<11, et l'on en conclut
que T, est primitif quand p™> 11. C. Q. F. D.

S4, p*Su, cest-d-dire, puisque ici

QuatriiMe cas. — C contient le groupe linéaire fractionnaire.

On sait, d’aprés MM. Mathieu (') et Jordan (?), que le groupe
linéaire fractionnaire considéré au théoréme II est contenu dans un
groupe de méme degré dérivé de lui et de la substitution

W=|z,3*| (mod p),

ot ¢ est un diviseur arbitrairement choisi de m. Ces groupes ne diffé-
rent de ceux considérés au théoréme II que sim > ¢ 21. Les groupesT,
correspondants contiennent les groupes I', dont il est question dans ce

1) Journal de Mathématiques; 1861.
') Comptes rendus de I’ Académie des Sciences; 1873, a° sem., p. 1735,

(
(
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théoréme et sont de méme degré, par suite sont e fortiori primitifs.
De méme pour les groupes I, correspondant aux groupes des sub-
stitutions paires des groupes C précédents, quand p™ > 11.

CinquikME cas. — C est un groupe linéaire.

On voit immédiatement cette propriété :

Les groupes linéaires les plus généraux de degré p™ @ m indices
réels (mod p) (p étant premier) opérent entre les combinaisons 2
@ 2 (et3a3sip=-2)de leurs letires des groupes de substitutions
transilifs, mais non primitifs, si p™ > 3.

Les groupes linéaires en question contiennent en cffet un sous-groupe
invariant (c'est-a-dire permutable & leurs substitutions) de degré p”;
les groupes I', ont la méme propriété et, comme ils sont de degré (2.
(ou de degrés C}, et C;, respectivement si p = 2), ils contiennent un

)

. . . o . 3 n m.. . . .
sous-groupe invariant intransitif, si p” < p_(p_g____’ c’est-a-dire i

p" < 3, ct, par suile, ne peuvent étre primitifs (*).

On a une propri¢té analogue pour les groupes linéaires les plus
généraux de degré p™ dont les m indices sont formés & l'aide de
racines d'une congruence irréductible de degré v.

III.

Soit C un groupe quelconque, transitif ou non, de degré n et de
classe u, I', le groupe, transitif ou non, des substitutions opérées par C

entre les C% combinaisons « & & des n lettres de C (l <a<L '2') I, est

¢videmment contenu dans I'isomorphe holoédrique ct primitif (5, du
groupe symétrique S de n éléments formé par les substitutions que S
opére entre ces combinaisons. Nous allons indiquer le moyen de déter-
miner la classe de T, et donner une limite inféricure de cette classe;
puis nous appliquerons les résultats trouvés au cas ol C est au moins

(') Jomrbax, Traité des Substitutions, p. 1.
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deux fois transitif entre ses # lettres, ct méme, plus généralement, au

. 5 n
cas ot C est de classe 2 T

Soicnt ] ‘
U,=(a;...a})...(a,...a))

une substitution de S d’ordre premier & ¢ cycles, U# la substitution
correspondante dans G,. La classe de T, sera la plus petite des classes
des substitutions U® appartenant a I',, quand 7 et ¢ prennent toutes
les valeurs possibles correspondantes aux substitutions U, de C, avee
/g >1. On doit noter d’ailleurs qu'a deux substitutions semblables
de S, et a fortiori de C, correspondront deux substitutions sembla-
bles de Gy, et a fortiori de T, ct par suite de méme classe, car on
passc toujours de I'une & I'autre par un simple changement dans la
manicre de désigner les # lettres.

U, ne peat laisser immobile une combinaison ayant exactement
1 lettres communes (o < 7Sr) avee son premier cycle, par exemple,
sans qu’on ait 7' =r; car U, remplace ces #* lelires par 7 lettres
appartenant & la fois & la méme combinaison et an méme cycle que
les 7' premicres, ct ceci n’aurait pas licu st < 7 : done ' = r.

Dés lors, toute combinaison laissée immobile par U, sera formée des

lettres de A cycles de U,, avecoSh<q, kZE (;), et de 2 — hr lettres

non déplacées par U,, avec n — qr2x — kr. Réciproquement, Loute
combinaison ainsi formée est laissée immobile par U,. Soit & un entier
déterminé satisfaisant aux conditions ci-dessus : une combinaison
forméce des lettres de & cycles de U, et de a — Ar lettres non dépla-
cées par U, s'obtiendra en prenant unc des C} combinaisons des cycles
de U,, k & k, puis en adjoignant aux As lettres de cetie combinaison
une quelconque des C; 77 combinaisons des # — ¢r lettres non dépla-
cées par U,, a —krr & a — kr. Le nombre des combinaisons des
n lettres « & «, laissées immobiles par U, ct correspondant & la valeur
de k considérée, est ainsi Cy C2l.

e nombre total des combinaisons laissées immobiles par U, est
ainsi

(l) Vrg = Zk C: Z—_;:9

Journ. de Math. (5* série), tome IIl, — Fasc. IH, 1897, 38
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k prenant toutes les valeurs entiéres satisfaisant &
- ~[2
(2) o<hkzyq, rjlu(;>, n—qrZa — kr,

ella classe de U™ est C3 — v,.,.

Les formules (1) ct (2) résolvent complétement le probléme de la
détermination de la classe de U®; par suite, elles permettront toujours
pour un groupe donné C, de trouver la classe du groupe I', correspon-
dant.

Avant de déduire de ces formules une limite inféricure de la classe
de T, nous allons en faire application aux groupes I', en prenant
pour C un des groupes trois fois Lransitifs considérés au quatri¢me cas
du paragraphe précedent ('), et dérivé des substitutions

|- ?_3'1"_?
\ —l" bs+ 3

(modp) et W=|z23| (modp).

Il nous suffit d’avoir le nombre de combinaisons de deux lettres
laissées immobiles par les substitutions d’ordre premier du groupe
laissant immobile une combinaison déterminée, par exemple la combi-
naison o, =, Ces substitutions sont comprises parmi celles dérivées

A7 ’ T N " orp Yl m m ___
de W, Vet V" qui forment un groupe @ d'ordre 2 (p™ —1).

Le sous-groupe des substitutions de C, qui laissent trois lettres avhi-
trairement choisies immobiles, est semblable au sous-groupe ¥* de

. mn " . . . .
d'ordre - formé des puissances de W, puisque C est trois fois tran-

sitif. Done toute substitution d'ordre premier de C laissant au moins
trois lettres immobiles est semblable & une puissance de W,

De méme le sous-groupe des substitutions de (, laissant deux lettres
arbitraircment choisics immobiles, est semblable an sous-groupe 0

() On peut encore faire application de ces formules (1) et (2) par exemple
aux groupes primitifs T, et I's correspondant au groupe C cinq fois transitif, de
degré 12, et au groupe primitif I'y correspondant au groupe quatre fois transitif
contenu dans C, et que nous avons mentionnés plus haut. Ces groupes, qui sont
de degrés respectifs 66, 230, 53, sont de classes respoctives 36, 198, 48.
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de C dérivé de W et de V'. Toute substitution d’ordre premier de (
(ui laisse exactement deux des lettres de C immobiles, est régulitre,
et par suite scmblable & unc puissance de V', car on a toujours une
puissance de V' d’ordre égal & un diviscur premicr quelconque de
m
pr—r.
Enfin unc substitution £ d’ordre a de C qui ne laisse pas deux letires

de C immobiles au moins (s'il en existe une dans C), est formée d¢
”-'"7;-*:—'- cycles, si p impair, ct de 2"=* cycles, si p = 2.

On cn conclut immédiatement que les substitutions d'ordre premier
de @ sont semblables & W ou une de scs puissances, &4 V' ou une deses
puissances, enfin i X.

Il ne nous reste plus qu’a trouver le nombre de combinaisons
laissées immobiles par W et ses puissances, ct par I, car nous savons

I)'Il “+1

(jue pour V' ce nombre cst — 5 Sl p impair, el 1,81p=2,

D’aprés les formules (1) et (2), ou, comme on le voit de suile,
L. . . L | .. o« e . .
¥ laisse immobiles Z~2-! combinaisons, si p impair, et 2"=', si p = 23

2

dans le cas ol p = 3, I cxiste toujours dans C.

: . r . LI \ n . .

Quanta \V, on doit distinguer le cas ol son ordre — est impair, cl
celui ot il est pair.

. m . . . . . ,
1° Si — est impair, les puissances de W sont d’ordre impair, ct,

d’apres (1) et (2), le nombre des combinaisons de 2 lettres que W

laisse immobile est G} ., ot n — ¢r est le nombre des lettres laissées

immobiles par W7, Toute puissance de W étant d’ailleurs semblable

d une puissance de W d’exposant diviscur de l:—l, il suffit de supposer,
diviseur de 'i: Alors

Wi=|z, 3| (mod p)
laisse autant de lettres immobiles que la congruence 3==3""" (mod p)

a de solutions distinctes, soit, puisque %7 divisc m, p™®+ 1 lettres en y
1

. . o PN+ .
comprenant . Alors W laisse immobile £ — P combinaisons, et
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le maximum de cette expression s’obtient en prenant pour 7 la valeur

telle que ?; soit égal au plus petit diviseur premier de %‘- qui estici 23.

m
T
. 1
Ce maximum est alors < L’-—;-'—'- g < p » comme on le vérifie sans peine,

m m_
en sorte que, quand 2 est impair, la classe est encore ) (” D,

si p impair, et 2?*~', si p =2, commec pour les )somorphes T, des
groupes linéaires fractionnaires.

«m . . o . . v
20 Si ~ est pair, les puissances de W d'ordre impair sont évidem-
. P . . .
ment les puissances de W', si 2* est la plus haute puissance dc 2 qm

divise = ~, et I'on peut leur appliquer ce qui précede, pmsque "~ ost

m

impair : donc clles ne laisseront pas plus de ~— -~ combinaisons immo-

biles. Comme nous n’avons besoin de CODSldCl‘CI‘, ainsi que nous
I'avons dit, que des substitutions d’ordre premier, il nc nous reste plus
a envisager que la puissance de W (ui est d’ordre 2, c'est-a-dire la
substitution

l: ""‘ (mod p).

Elle laisse évidemment p7+1 lettres immobiles, et, par suite,
d'aprés (1) et (2),
"l

(‘;‘:4- ' P_‘_‘_‘_E_ P

m._
combinaisons. La classc sera ici p™ p____.

Nous pouvons alors énoncer cc theoremc :

Tutonine 11l. — Soit C le groupe trois fois transitif dericé du
groupe linéaire fractionnaire trois fois transitif considéré- au
théoréme Il et de la substitution |3, 7" | (mod p), oit = est un divi-
seur arbitrairement choisi de m, avec m > s21. Le groupe T, des
substitutions opérées par C entre les combinaisons 2 ¢ 2 de ses
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p" +1lettres est un groupe primitif, de degré (—’—’2—"-;—&’2 (quand

m " . R . . .
P">5) et de classe (p 1)2(p *0, 4 p impair et 1:-' umpair, 2*"=',

. m . o (pm=1)p"  .m .
stp=2 L’l? impa:r, ! st - pair.

Remarque. — On a un théoréme analogue pour le groupe (X
d’ordre moitié de celui de C formé des substitutions paires de C, quand
p cst impair.

Si ? est impair, W» (*q diviseur de i?) appartient & C' : la classe

est encore

(p"—n)(pm+1)
2

m

Si 2 est pair, W’—"=!:, z#* | (mod p) est d’ordre 2, régulicre, ct
P p P y ICg y

m m mn
déplace p” — p*= p’( pi— 1) lettres, c’est-d-dire est paire, sauf
i = i = m_al -
quand p* — 1 = 4k + 2, parsuitc quand p = 41+ 3avec — =4/ + 2.

Dans cc dernier cas, une puissance de W d’ordre premicr ne peut étre
une substitution paire que si clle est d’ordre impair, ct la classe du
groupe T'; des substitutions opérées par C’' entre les combinaisons
(pm—=n(p"+1)
2
impair. Quand au contraire %5 est=o0 (mod 4) ou quand%‘ est pair

2 a 2 de ses lettres est encore

n
» comme quand — esl

m . m
avec p = 4l +1, la classe est (—L—;-'-)—p—
On en conclut :

La classe de T, est la méme que celle des groupes T, considérés

dans la remarque du théoréme I1, sauf quand -'? =0 (mod 4), ou

n . . m_ ¢ "n
= pair acee p = Gl + 1, cas oi la classe est SL__QJB_.

Iv.

Cherchons maintenant une limite inférieure de la classe de T, cor-
respondant & un groupe C quelconque de classe 2 u, ou, ce qui revient
au méme, une limite supérieure dev,,.
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Afin d’¢viter une confusion, nous posons pour un instant

- Urg= (@} oo ). (a5 . @)
considérons ]
U’-q”" = U"‘I(a:p-l s a;+l)’

quand r(g 1)< n. Une combinaison laissée immobile par U, .., con-
lient toutes les lettres @, , ..., af,,, ou n'en contient ancune, d’aprés
ce (u'on a vu : dans les deux cas, toutes les lettres de cette combi-
naison, autres que @, , ..., @,,,, sont permutées exclusivement entre
clles par U, 4, par suite par U, , en sorte que cette combinaison est
laissée immobile par U, .. Donc:

Lense. — Parmi les substitutions de S ou de C d’ordre premier
donné r et de classe 2 u, celles qui laissent immobiles le plus de
combinaisons a @ a des n lettres sont celles qui ont le moins de

cycles possibles.

' e A=
Le nombre des cycles de ces substitutions sera alors > 12 ( _,.__,_,,-,_).

D'autre part, s
] r | r
U=(a...a)).. A, ... q

avee 1+ premier impair, considérons la substitution

V=(ay@}).. (a7 a7 Wayay). .. (a2 ay"). . (a,d)).. () d) ),

r—i
2
exclusivemenl entre clles les lettres de chacun des cycles de U, el
laissc immobiles les lettres que U, ne déplace pas. Une combinaison
laissée immobile par U, comprend les lettres de k cyceles de U, et
a — Ar lettres non déplacées par U, : donc elle est laissce immaobile
par V, en sorte que le nombre des combinaisons laiss¢es immobiles
par V est au moins égal au nombre des combinaisons laissées immo-

hiles par U,. La condition gr2 u, avee 12 3, donne d'ailleurs

d'ordre 2 4 ¢ cycles, et déplacant ¢(r— 1) lettees. V permute

r—1

q(r—1)= ql'f-;;l Zu—— 2

—_——

3

v

ct le nombre des cycles de V est q;';:—' z '5'
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On obtiendra donc une limite supérieure dev,,, pour toules les sub-
stitutions dc S d’ordre premier quelconque 7 & ¢ cycles, avee gr 2 «,
el @ fortiori pour celles de C, en cherchant une limite supéricure de

va,» Pour toutes les valeurs de ¢ telles que ¢2 ;—'
Le lemme précédent montre d’ailleurs ¢u'une pareille limite sera

précisément v,,, ot w est le plus petit entier 2 g D’aprés (1) et (2)
(3) vau == FaCh i,
k prenant toutes les valeurs entiéres satisfaisant &

«[2
(1) o<hw, hZl (;), n—za2w2a—ak.
\

~ . n . ..
Si nous supposons « tel que w= A la derniére condition esl super-
. n . . .
flue, puisque & < -~ par hypothése; la valeur k = o est admissible, t

. . o .y ~f[2%
si b, est la plus pelite des quantités w et E (;), on a
ky
b \ —_ k -2k,
(") Y10 = Ekcw :—!uﬂ
]

on oblient ainsi deux catégories de valeurs de v, ,, suivant ue w sera

i (—T) ou>E (’—:) On en conclut :

Tutonime IV. — Soient C un groupe quelconque de degré net de
classe Zu, Uy le groupe des substitutions opérées par C entre les

. . \ n )
combinaisons a @& 2 de ses n lettres (1 <a<L ;)- La classe o de 1,
est telle que

((;) "’? (*“: - C:-—iw - C:vca—i - Cvtv Gl — oo — hCrory

n—1uw n—2w o eV T )

ole v est le plus pelit des enticrs au moins égaur @ un des dewr
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n

u
nombres 3 el E(Z

)

On pourrait @ fortiori prendre pour w une valeur plus petite, car
on obhticndrait une limite inféricure moins avantageuse.

La méme formule (6) donne une limite inférieure de la classe des
substitntions des isomorphes holotdriques et primitifs G, des groupes
symétrique ou alterné¢ de n éléments correspondant aux substitu-
tions de classe 2« de ces derniers.

Enfin, dans le cas o & = 2, on obticnt dc suite une limite plus avan-
lageuse que la limite (6). En effet, si alors U, cst unc substitution
d’ordre premicr 1 & ¢ cyeles, elle ne peut laisser immobile une combi-
nitison conlenant unc lettre d'un cyele et non toutes les lettres de ce
cycle. Donc, si 7 est impair, U, laisse immobiles exactement les

n—qr

); et k, le plus petit des deux nombres w et

combinaisons 2 & 2 des lettres qu’elle laisse immobiles. Sir= 2, U,
laisse immobiles non seulement les C5,_, combinaisons analogues, mais
encore les ¢ combinaisons de 2 lettres formées chacune des lettres
d"un cycle de U,, soit ¢ + C;,_,, combinaisons. 1l en résulte, d'aprés
le lemme ct les considérations ui précedent, que toules Ies substitu-

tions de classe Z # ne laissent pas plus de combinaisons de 2 lettres

. . . . . N ~/ U .
immobiles qu'une substitution d'ordre 2 &4 ) = 15( =) cycles, c'est-
2 J !

a-dire qu’une limite supéricure de v, 4 estici v, 6. Donc :

Tutorine V. — Soit C un groupe quelconque de degré n et de
classe ZuT,, le groupe des substitutions opérées par C entre les
combinaisons 2 a 2 de ses n lettres; la classe o del, est telle que

(7) w2C— 00— (G2, = 4n=0=n

o

Nous allons appliquer ces formules (6) ct () au cas ou C déplace
toutes les combinaisons (ce qui a licu par exemple si C est transitif
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entre # lettres), T, étant alors de degré Cj, ct, en particulier, au cas
\ ! o oy e .

oul'onauz A& de facon & avoir des limites inféricures plus simples.

Ces résultats s'appliqueront en particulier aux groupes au moins deux
ou trois fois transitifs d’aprés certains théorémes de M. Bochert (*).

1" Cas ou > aZ— 29"

Si I'on suppose seulement « > 2, C ne contient aucune substitution
circulaire d'ordre 2. On voit de suite, d’aprés le lemme précédent, que
les substitutions de C ne peuvent laisser plus de combinaisons immeo-
biles (u'unc substitution circulaire d’ordre 3 ou une substitution
d’ordre 2 4 2 cycles. On cn conclut & 'aide des formules (1) et (2) que
Ia classe de T, sera au moins égale & la plus petite des quantités

-3 2%A-3
Cn 4 Cn -3

"w - %
Dol 2(43 2 &

" n—4°*

La classe de I', est alors 2 > ! C“

Quand C ne contient aucune substitution circulaire d'ordre 2 et que
)

%2

5 la classe de T’y st > C .

2° Cas ot 22 ” aZ 3.
Nous appliquerons ici la formule (6) et les hypothéses du théo-
réme 1V, Soit

“V(‘n::{"
(8) A= =5
on a
*
( 21— ¥4
(9) Ca= 21 i

(") Math. Ann., t. 40,
Journ. de Math. (5 série), tome IlII. — Fasc. 1II, 1897, 3()
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_(n-—aw). . (n—3w—ad2ig1) w(w—1)... (W —(+1)
n(n—1)...(n—a+2i+1) 0!

a.. . (2~—2i+1) .
(n—a420)...(R—2+1)’
(n—sw)...(n—-2w—a+ni+|)<(n—2w)°‘“"

n(n—1)...(n—x+2{-+1) = n

X

—J<a
——j:b

w(w—1)...(w=7{+1) .
(n—a+d)...(n—a1) = (n—z I—l)

a(za—1)...(2—i+1) <
(n—a+2:)...(u—a+i+|)=(n-a+ u)

(a—2)...(a—2i+1)S (a—1)

pour jZo;

ll/\

(7=
( )

ll/\

WA

n n . . N
en tenant compte de ce que a < 3’ w2 A obtient ainsi

n— aw\a—2 w  \ 2 i gl
(10) A,-s(__) ( ) ( ) «,
= n n—a n—2z2) !

Si alors € et ¢ sont des quantités satisfaisant 4

(1) Z2a2w28,  (e51),

et que nous déterminerons avec plus de précision suivant les cas, on a

n—aw . S < 9

: e
n = ’ 47

(1—¢)2-¥ za? i
A< ‘! (3(11—-1)>.

II/\
ool @

et (10) donne

Cette formule a lien méme pour i = o, et I'on en conclut, d’aprés (9)

G2 =0 =2y Z i (:*or‘ (&(:i’)y
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En posant
1 ta?
(12) an=(1—8)’ 3(n—1)
et remarquant que
2 (m) <eon
on aura
(13) 1—{=1~(1 -8)’(:“56"’;
Si I'on pose encore
(1%) a=pmn  avec y.gg,
ona
~ . 1 [
(13) 1= 0= 5a—w
ct
(16) {=[(1=28)e"]%

il 0’y a plus qu’a trouver une limite supérieure de .

n
@ u=z.— Supposons n2 22.

Le plus petit entier w supérieur ou égal & '—; = % est

E n+r1t <n+u<n
12 =" =%

dés que nZ 223 on aura done wS 8’ ct 'on peut prendre ici ¢ =

D’autre part, l‘( )e st >E( +”> dés que,—?""'l sou n206, et
12 12

LsaiLLl PN > - 3= 1.
w__h( = >=n Donc ici w2 et I'on peut prendre ¢ =g;
alors

n53_61_*i_.<£35_”_

256 1—~pT2575 1y
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ct I'on vérifie sans peinc i I'aide d’une Table de logarithmes népériens
que l'on a

_1
log.§ *20,11374,
d'oni
(|7) zs,,-o,nsna'
Cette formule nous donne d’abord < :‘9,:, d’oil
(18) 2 >0,
dés que 22 35 elle montre de plus, puisqu'clle donne

(19) S Py NI

%)
e

(uc I'on peut toujours prendre a assez grand (:wcc nz? a>, pour que
2

w . . .. el <
= Soil aussi voisin que l'on veut de 'unité. Enfin I'on a encore,

*
d’aprés (17),
. (0] )
>

0 o >1
(3 ) G - 2’
désque a27.

La formule (16) montre d'ailleurs de suite ue, pour une valeur
donnée de a, méme < 7, on aurait pu prendre » assez grand pour

. . . . . 1 .
que p. soit aussi petit qu’on veut, et en particulicr pour que {< ~» d'od

v
-

2
Ca

’

IR

dés que a2 4.
Ces formules s’applicjucnt toujours en particulier quand C est deux
fois transitif et n2 26, d’aprés un théoréme de M. Bochert (*).

(V) Math. Ann., t. %0.
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b u= -3'1 ~ Supposons n 3 23.

Lc plus petit enticr supéricur ou égal t‘ag = —cst

Dis

|§(”+8)<”+8<’
9 = 9 :8

dés que n264 : on aura donc w<-. et l'on peut prendre ici ¢ =

8
Dautre part, E(%) est ZE(Z dis que 2222, ou p29, et
1 4 q 9 7
E(2E8)>% p 22, el dre § = 2; al
S & onc ici w2 3, cl 'on peut prendre (-,, alors
<8t w _2m_# <,
THO61—p g8 1—p = 333

cette limite de # conduirait encore 4 unc formule analogue a (19),
mais un peu plus avantageuse ct applicable quand 12 64. On trouve

ed > [ — p-t112590

(19 bis) C

~H

3n dé
-— § dés que r 2 23, prendre

On peut aussi, en remarquant que =

3
ct arriver ainsi i la limite supérieure de N

E=z

L3,
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Cette condition est toujours satisfaite dés que p._3, ce qui est le
cas ici, pourvu que 2S5,

Quand a = 4 et n223, on remarque que p =
a cncore lieu.

Enfin, quand « = 3, I'inégalité a encore lieu si I'on prend n253,
u< 3,
“=53

Nous signalerons I'application de ces résultats quand C est trois fois
transitif.

; S ;% » et Pinégalité

3 Casolt o = 2.

La formule (7) nous donnera

2 >!
Cl=a
dés que
40(’!—-0—|)>1
nin—1) <2
ou
(21) 80— 80(n —1)+n(n—1)so.

1l faut que 0 soit Z & la plus petite valeur §' qui annule le premicr

>Il ll>"

membre; or, si «2 Zpgilgona 022 — 1, ct il suffit que le résultal

de la substitution de g — ! dans le premier membre de (21) & la place

de 6 donne un r¢sultat So. On est conduit & I'inégalité n* — 5102 o,
qui a lieu pour n251.

On verrait de la méme maniére que si ¢ 2 3, on A (.’ 2 3 pour # 21,
n

et quesi u 7 ona(, _3pourn 31,du~zpournz|8.
‘n

Enfin, si ©2 --, ona C’ 2= pour nz3.
n
Les principaux résultats obtenus dans les trois cas que nous venons
de considérer peuvent étre résumés dans le théoréme suivant :

TutoriMe V1.— Soient C un groupe transitif de degré n et de
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classe Zu; Ty le groupe des substitutions opérées par C entre les
. . \ n ’
combinaisons a & « de ses n lettres (1 <a<L ;)- Le degré de T

est C}, et sa classe v satisfait aux inégalités suivantes :

. an
" S¢u>2ela§—9—, ona

w> C”,
2® Si%nia:lﬁ,ona:
Pourui%etnizz
w2:Cs s aZy,
wi% ) st aZ3;

Pouru> % 338l nZ223eclaZf,ousin253 etx=23,

w2 1 C2,
=a n
Que u sott Z >~, ona ici
w
> -aa
=l —2¢
G =

ol a est une consiante positive.
3 Sia=2,0na:

Pour u>4—ctn 18

w2

I
ZL

Pouru>3 etn2b1,ou u>-etn>3

>l
w._:;C”.
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V.

On peut retrouver des résultats analogues, i certains égards plus
avantageux que les précédents, ainsi qu'il suit :
Reprenons la substitution

U =(a;...a)...(a,...a})

d’ordre premier r, & ¢ cycles, ct supposons ¢r-> «.

Nous savons qu'une combinaison laissée immobile par U, com-
prendra les lettres de & cycles de U, et & — Ar lettres non déplacées
par U,, avec k < ¢, puisque gr > a.

1° Soit k > o. Prenons un des k cycles dont les lettres font partic
de la combinaison 7, que nous considérons et qui est laissée immobile
par U,, (a,...a}) par cxemple. Puisque A <g, il y a un cycle,
(@, ...ay) dont les lettres n’apparticnnent pas a 7.

Ory, estformé des rletires a), ..., @) ct de 'ensemble Z de o —r
aulres lettres n'appartenant ni au premier, ni au g™ cycle de U,. La
combinaison 7, de a lettres formée de Z ct des lettres du q“"“" cycle
de U, est ¢galement laissée immobile par U,.

Toute combm.mon de a lettres laissée immobile par U, et diffé-
rente des deux pru.ulcnlm en differe smt parce ([u "elle ne comprend
ni les lettres a;, ..., @, ni les lettres @ q, «+vy @y SOIL parce qu "elle
comprend les lettres d'un de ces cycles, mais que Uensemble 7 des
% — r autres lettres comprend quelque lettre non comprise dans Z.

Alors, & chacune des deux combinaisons 7, et 7, on peut faire cor-
respondre quelques-unes des combinaisons % obtenues en remplacant
dans 7, une quelconque des lettres a), .. ., @] par une quelconque des
lettres @, ..., @;; on a au moins 7?2 { combinaisons ¢ distinctes,
déplacées par U, : nous en ferons correspondre 2 a7, et 2 autres .

2° Soit k = o: ceci supposc n—gqr2a.

Le méme raisonnement n’gst plus applicable; mais aux C}_,, com-
binaisons y’ correspondantes, ne comprenant aucune lettre de U,
nous pouvons faire correspondre toutes les combinaisons §’ compre-
nant & — 1 des lettres non déplacées par U, et une seule des lettres
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déplacées par U, combinaisons (ui sont en nombre ¢r. C37%,, dis-

tinctes, déplacées par U, ct distinctes des combinaisons 4. On «
daillenrs

rCet — aqr “
q n~qr — n—qr—a-+i n-qr*

Dés lors, aux ©, combinaisons distinctes analogues i v, et compre-
nant les lettres d’un au moins des cycles de U,, on fera correspondre
0,220, combinaisons { distinctes 2 & 2, soit parce que les deux
eycles de U,, dont clles comprennent des lettres sans les comprendre
loutes, ne sont pas les mémes, soit, quand ils sont les mémes, parce
(que les ensembles des @ — 7 autres lettres ne sont pas les mémes, soit
enfin par celles des lettres des deux cycles de U, dont ils ne compren-
nent pas toutes les lettres tout en en comprenant quelqu’une.

Aux 0, = C}__, combinaisons distinctes y’ correspondront au moins

. xqr
T pe—gr—a41 ?

combinaisons ¢’ distinctes.
veo 14 . e v 1
Si l'on choisit une quantité A 2 - telle que

1(]"
n —yr—12 “+1

v
o =

k]

R n . l—
ce qqui a lieu, en posant gr2 5 (/>1), si k2 — on aura

et de méme

pav suile

.

Ci20,+ 0, +0,+0,2(1+ %)(@,4. 0,),

ce qui donne
0,+0,< 4 ¢

I al

Journ. de Math. (5 série), tome II. — Fase. 11, 1897, /|0



308 ED. MAILLET.
et la classe w de Ty est telle que

>00* _ >_'__ %
w7 (A” ®| @2__._ o (

ne

h est ici un quelconque des nombres satisfaisant i Uinégalite

L=
k2 =——: on pourra donc prendre h = —
2 2

2 .
(2) O = e

en n'oubliant pas (ue gr > a, ce qui a loujours licu si la classe « du
! , )
. " o us 1
groupe Cest >acl e
La formule (22) pour de grandes valeurs de « est moins avanta-
geusc que la formule (19) par exemple; mais il n’en est pas de méme

pour de petites valeurs de 2. Ainsi:
~ e n e . . n
Sil=2,u? = auquel cas la condition « > a a lieu si 2 < ~y onal,

d’apros (22),

o x s, 2
(25) (1)3;—'-—‘(42’.. tg(‘:‘

fee n n . y
Sil=3, uz? a <l 3 ona, d"aprés (22),

~ 2 AP LIPRYY

(2%) R

%+ 2 =y et
. . ' ~ ! f n . . ,
On a d’aillcurs ¢galement (og;(,,f,‘ (quand 2> 3 Faprés e théo-
réme VI,

e n n . B
Sil=14,u2 7 < 7 ona, d'apres (22),

- > ‘a
(2)) 2 — 3(
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d'ol

. ' . n 2 . ' . | PR
D’ailleurs, puisque 7 > 5/ d’apres le théoréme VI, on a w2 S
57« :
n
quand a” .
3
Plus géncéralement on aura, d'apres (22), pour 2 < «,
 ~, 2 o 1

(R Py

.
st

(2=l —=1)>0,

ce qui a toujours licu.

Les résultats que nous venons d’obtenir peuvent alors étre résumds
dans le théoréme suivant :

Tutonine VI, = Soit C un groupe transitif de degré n et de

n ‘ . . ' . ~
classe > u? 7’ U, le groupe des substitutions operées par C eatre les
. . . n . )

combinaisons % a x de ses n lettres (1 <a<L ;) Le degré de Vv,

est CX, et sa classe o satisfail awr inégalités suicantes :

y . n
1° S u?;, l=2,0na

o >3
cz=3’
0o Vs ~ N o
2 A'ﬁtuj:?,lz—..),ona
m>l
Cx= >
1o i ,
3 ..luﬁ_;l,l-—..,ona
=72
G =5
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(0]

(
nv
2| -

. S
% s x> 3.
n

K Enfinon a en général pour o < u,

L v s 10 N n . <121 l0s
L poucant daillewers étre pris = -, par suite

n > (4
s n

PRIMITIFS.



