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Sur les périodes des intégrales doubles et le développement 
de la fonction perturbatrice; 

PAS M. H. POINCARÉ. 

Introduction. 

Soient u et u' les anomalies excentriques de deux astres et D leur 
distance. Le carré D' est un polynome entier par rapport aux lignes 
trigonométriques de u et de u'. 

La partie principale de la fonction perturbatrice est précisément g· 

Elle peut se développer soit suivant les cosinus et sinus des anomalies 
moyennes, soit suivant ceux des anomalies excentriques. 

Le premier développement est le plus employé et le plus utile; 
néanmoins il peut y avoir quelque intérêt à étudier les propriétés du 
second pour plusieurs raisons : 

i° Quand les deux excentricités sont nulles, les deux développe-
ments se confondent, quelle que soit d'ailleurs l'inclinaison. 

2° Hansen s'est servi de développements procédant suivant l'ano-
malie moyenne d'une des planètes et l'anomalie excentrique de 
l'autre. 

3° Enfin la connaissance des propriétés du second développement, 
qui sont plus simples, peut nous guider dans l'étude du premier déve-
loppement. 

Quoi qu'il en soit, le carré D3 est un polynome du second degré par 
rapport à cos u, sin u, cos M', sin u\ 
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Si nous posons 
eiu = x

1
 ciu'=y, 

Da sera un polynôme du deuxième degré en a?, y et χΛγι D2 sera 
un polynome entier en a?, y, soit 

a,J/1Dï= F(x,y), 
d où 

ι xy 

ïi~*7P' 

Nous sommes donc conduits à développer suivant les puissances 

positives et négatives de χ et dey. 
Je traiterai la question pour un polynome F quelconque. Pour que 

le développement soit possible et valable pour 

M = I> l/i=|> 

il faut d'abord que F ne s'annule pour aucun des systèmes de valeurs 
de χ et de y dont le module est égal à ι. 

Sans cela, l'expression devenant infinie ne pourrait plus être 

développée par la formule de Fourier. 
11 faut ensuite que le radical y F revienne à sa valeur primitive 

quand l'argument de χ augmente de 2it, de telle façon que la 
variable χ décrive la circonférence tout entière du cercle 

μ| = ι. 

Regardons y com me une constante; le polynome F, considéré alors 
comme fonction de χ seulement, a un certain nombre de zéros. Il faut 
que le nombre de ces zéros, qui sont à l'intérieur du cercle | χ | = ι, 
soit pair. Cela doit avoir lieu pour toutes les valeurs de y dont le 
module est égal à ι. 

Mais il suffit que cela ait lieu pour ̂  = ι ; en effet, faisons décrire 
au point y le cercle \y | = ι tout entier ; le nombre des racines do 
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l'équation F = o, qui sont à l'intérieur du cercle | χ | = ι, demeurera 
constant. En effet, il ne pourrait changer que si une des racines venait 
sur la circonférence |#| = i. Or, cela n'est pas possible, car nous 
avons supposé plus haut que F ne pouvait s'annuler pour |.r| = i, 
1/1 = '· 

Nous supposerons donc que, pour y = i, l'cquation F = ο a un 
nombre pair de racines à l'intérieur du cercle | χ | = ι. 

Il faut enfin que le radical v^F revienne à sa valeur primitive quand 
l'argument dey augmente de 2π. 

Nous supposerons donc encore que, pour χ = ι, l'équation F = ο 
(où / est regardée comme l'inconnue) a un nombre pair de racines à 
l'intérieur du cercle |/| = i. 

Ces conditions sont d'ailleurs suffisantes. 

Relations de récurrence entre les coefficients. 

Nous aurons donc le développement de ~ sous la forme 

y/F ~~ ^
à
^b^lyb > 

et le coefficient sera donné par la formule 

a — ι /* Ç dxdy x~a~x J v/P(Î7) 

L'intégrale double doit être prise le long des deux cercles 

M = '> 1/1 = «· 

Les coefficients A
ab

 sont en général des fonctions transcendantes des 
coefficients de F, mais nous allons voir qu'il y a entre les A

ab
 des rela-

tions de récurrence de telle façon qu'il ne reste qu'un nombre fini de 
transcendantes distinctes. 

Pour simplifier, je me bornerai d'abord au cas où a -+- ι et b ι 
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sont négatifs, de telle façon que le numérateur de la quantité sous le 

signe f J 
3ra-'y~*~~1 

soit un polynome entier. Nous verrons plus loin que les autres cas se 
ramènent aisément à celui-là. S'il y a entre les Α

β
* («-+-1 < o, 

b 1 < o) une relation linéaire, cette relation s'écrira 

(1) SS IIdxdy VF = 0. 

H étant un polynome entier. Nous avons donc à rechercher quelles 
sont les relations de la forme (i). 

On peut en trouver de la manière suivante : soit Ρ un polynome 
quelconque ; on aura évidemment 

(2 ) V
F

) dxdy - o, 

car, en intégrant d'abord par rapport à a?, on trouve zéro, puisque 
Ρ y F reprend la même valeur quand, χ ayant décrit toute la circonfé-
rence |a? | = ι, son argument augmente de 2π. 

D'ailleurs toutes les périodes de l'intégrale double (2) seront nulles. 
Or 

d dx (P VF = 1 VF (dP dx F + 1 2 dF dx P) 

La relation (1) sera donc satisfaite quand on aura 

H= ?F +dx ±ÎP.dx 

De même si Q est un polynome quelconque, on aura 

/f£(Q^)dxdy, 
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de sorte que la relation (1) sera encore satisfaite quand on aura 

H=^F + i^Q. 

Si Ρ et Q sont deux polynômes quelconques, on aura encore 

//[as £<Qν*) - % ^= 0. 

mais ce cas se ramène au précédent, car on a évidemment 

as £
(Qv

'
p)

 ~ = !(q£vf) -
 rf
4(Q|vF). 

Premier cas. 

Le polynome F est homogène et de degré m en χ et en y; l'équation 

F = ο 
n'a pas de raciné double. 

Nous supposerons également que le polynome H est homogène et 
de degré q. 

Je dis alors que si le degré q est suffisamment élevé, on pourra 
trouver deux polynômes Ρ et Q tels que 

<3> H = SF+
J
2iP + ̂ 1'-h^Q' 

et par conséquent que l'on aura toujours 

J J =o· 
Il est clair que, si les polynômes Ρ et Q sont homogènes de degré p, 
on aura 

q == m ■+■ ρ — !, 
ce qui exige déjà 

q = m — 1. 
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Maintenant, pour déterminer les polynômes Ρ et Q, je vais opérer 
de la façon suivante : Je déterminerai d'abord deux polynômes A cl 
B, homogènes et de degré jo, par la relation 

(4) H-Ag + Bg. 

Le polynome H contient q +1 coefficients; en identifiant les deux 
membres de l'équation (4), nous trouverons donc q-h ι équations 
linéaires auxquelles les coefficients de A et de Β devront satisfaire. 

Le polynome A contient ρ -μ ι coefficients de mcrae que Β ; nous 
avons donc ip -4- 2 inconnues. 

Si donc 

q < 2p + 1,d'où q>im —3, 

nous aurons plus d'inconnues que d'équations. 
Si 

q = zp ι, d'où q = 2m — '3, 

nous aurons autant d'équations que d'inconnues. 
Si enfin 

q > 2p + 1,d'où q<2m — 3, 

nous aurons plus d'équations que d'inconnues. 
Je dis que si q>2m — 3, on pourra satisfaire à la relation (4). Lu 

effet, nous avons supposé que l'équation F = ο n'avait pas de racine 

double; il en résulte que ̂  et ̂  ne peuvent s'annuler à la fois (sauf 

bien entendu pour χ — y = o). 
Supposons d'abord 

q =s 2 m — 3, d'où q = 2ρ -+-1, p = m — 2. 

Nous avons alors autant d'équations que d'inconnues ; nous pour-
rons donc y satisfaire, pourvu que le déterminant de ces équations 
linéaires ne soit pas nul. 

Mais si ce déterminant était nul, on pourrait trouver deux poly-
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nomes C et D, homogènes de degré ρ, tels que 

Ci "y h D -7- = O. 

dF dxdivisant le produit et étant premier avec—-» divisera D. 

Mais cela est absurde, puisque D est de degré ρ = m — 2 et de 
degré m — 1. 

Donc le déterminant n'est pas nul. 
Donc on pourra satisfaire à nos équations et par conséquent à la 

relation (4). 
Soit maintenant q > im — 3; alors H pourra se mettre d'une inli-

nité de manières sous la forme 

H =■= G, H, H- C2H3, 

II, et H
a
 étant deux polynômes homogènes de degré 2m — 3, C, et 

Co deux polynômes homogènes de degré ^-2W + 3. 
Alors II, et II

a
 pourront se mettre sous la forme (4)> de sorte que 

11 4 ^1' d dF 1 ~ ' 57 + 1 dy' 

H2= A2 dF dx + B2 dF dy 

Il vient alors 

il = (C, A. + C.A,)i£ + (C, Lt, + c
a
li

2
) g, 

de sorte que H est mis aussi sous la forme (4)· 
Si enfin q < 2 ni— 3, tous les polynômes H ne peuvent pas être mis 

sous la forme (4), puisque le nombre des équations est plus grand 
que celui des inconnues. 

Il y a q 4- 1 polynômes H de degré q linéairement indépendants. 
Sur ces q -+-1 polynômes, il y en aura au plus 2/)+2 = am + 4-y 
que l'on pourra mettre sous la forme (4). 

Je dis qu'il y en aura précisément 2ρ 2 ; le contraire ne pourrait 
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arriver en effet que si un de ces polynômes pouvait être mis sous la 
forme (\) de deux manières différentes. Cela entraînerait une égalité 
de la forme 

Cj h D-r- = O. 

Or, nous avons vu qu'une pareille égalité est impossible, si le 
degré ρ de C et de D est inférieur à m — ι. 

Donc, si q < im — 3, il y aura 2m — 4 — q polynômes II de degréq, 
linéairement indépendants, que l'on pourra mettre sous la forme (4). 

Combien y a-t-il alors, parmi les polynômes de tous les degrés, do 
polynômes H non susceptibles d'être mis sous la forme (4), linéaire-
ment indépendants entre eux et indépendants également de ceux qui 
sont susceptibles d'être mis sous la forme (4)"? 

D'abord tous les polynômes de degré 2 m—3 ou de degré supérieur 
pouvant se mettre sous la forme (4), il nous reste 

(am —- 3)(m — 1) 

polynômes de degré inférieur à 2 m — 3. 
Parmi ceux-là, il y en a 

2 Σ (/? -+-1) 

qui peuvent être mis sous la forme (4). Sous le signe Σ le nombre ρ 
varie de ο à m — 3. 

Donc 
2l(p ■+· 1) = (m — 2)(m — 1). 

11 reste donc (m — i)* polynômes qui ne peuvent pas être mis sous 
la forme (4). 

Passage de la forme (4) à la forme (3). 

Supposons donc que II ait été mis sous la forme (4), il s'agit de le 
mettre sous la forme (3). 

Pour cela, remarquons que l'on a 

mF = x dF dx + y dF dy 
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L'équation (3) devient donc 

,l = s|ïl +m(rfx + + + + Ty)/ 

Si donc nous posons 

Z = dY dx + dQ dy 

on devra avoir 

(5) A = P2 + xZ m, B = Q 2 + yZ m. 

Λ et 1] sont connus, il faut déterminer Ζ, Ρ et Q. 
Diiïércnlions la première des équations (5) par rapport à la 

seconde par rapport à y et ajoutons, il viendra 

dx + dj = ϊ + 7» + +ydJ·)' 

Mais, en vertu du théorème des fonctions homogènes, on a 

x dZ dx + y dZ dy = (p - 1)Z. 

On a donc 

1~ + T~ — Z - H- )> 

ce qui donne Ζ; Ζ étant connu, les équations (5) donne roui immé-
diatement Ρ cl Q. 

Si donc un polynôme H peut être mis sous la forme (4\ il peut 
également être mis sous la forme (3), de sorte que Ton a 

H dx dv VF = 0. 

Une question subsidiaire se pose : un polynome homogène II peut-
il être mis de plusieurs manières sous la forme (3)? Eu d'autres 
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termes, peut-on trouver deux polynômes homogènes Ρ et Q, tels 
qUC 

(6) £(PV/P>+£(<}>/*)-o· 

L'équation (G) admet une solution évidente. Soit S un polynôme 
homogène de degré 

ρ -hi — m = 94-2— 2m. 

Il est clair que l'équation (G) sera satisfaite si l'on fait 

1'V^=4;(SFÎ); Q^F—;£(SFs), 

c'est-à-dire 

P = FdS dy + 3 2 S dF dy 

Q=_FÎ® +-S^E· 

Cette solution n'existe que si 

ρ > m — 1, d'où q^9, m — 2. 

Je dis qu'il n'y en a pas d'autre. 
Si, en effet, Ρ et Q satisfont à l'équation (G), c'est que 

Q yjFdx — Ρ ^Vdy = dT 

est une différentielle exacte. 
Posons donc 

<^=£' PW=-£; 

Τ ayant pour dérivées des fonctions homogènes, devra être elle-même 
une fonction homogène (à une constante près, que je puis supposer 
nulle ). 
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La fonction homogène Τ sera d'ailleurs de degré + ̂  + d'où 

(/> + 7 + ») T = ^ = VF(Q*-Ρy). 

Ainsi Τ esl égala y/F multiplié par un polynomc entier Qx — Vy. 
Four montrer que 

Τ = SF5, 
d'où 

Qx - Vy = SF, 

il suffi t de faire voir que Qo? — P/ est divisible par F. En effet, on a 

(ρ + τ + ■)£ = - pr) + ̂ as<Q* - »»· 
Oil 

(/' + ~ + ') Q vl·· = £(q« - l'r) + VF i- (Qc - Py), 

OU 

(/. + = + .)QF = i g(Q* - P/) + F£(Q* - Py), 

ce qui montre que F divise le produit ̂ (Qa?— Vy). Comme l'équa-

tion F = ο n'a pas de racine double, F est premier avec ~ Donc F 

divise Q.R — P^. C. Q. F. D. 

Exposants négatifs. 

Nous avons vu que le coefficient de xnyb était donné par l'intégrale 
double 

te* J J \/~F{>r,y) — ι /' Çdxdv jj-c-iy-A-i 

Jusqu'ici nous avons supposé que a -h ι et b -h ι étaient négatifs, de 
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toile façon qu'au numérateur de la fonction sous le signet j*> les expo-
sants de χ et de y soient positifs. 

Ne nous imposons plus cette restriction. 
Il est clair d'abord que le cas 011 un de ces exposants est négatif, et 

celui où ils le sont tous les deux, se ramène aisément à celui où ils sont 
tous deux positifs. Supposons par exemple que 

a -l· ι > o, b ■+■ ι < ο ; 
nous poserons 

x = 1 x 

d'où 

i-(·-./)= F1(x, y) xm 

F1 (x, y)étant un polynôme entier en χ et/; l'intégrale devient 
alors 

i*JJ "vC y ' y-b-1 

et Ton voit que les exposants de x' et de/ sont positifs, au moins si 

m ?. 4 · 

On doit donc s'attendre à retrouver une théorie analogue à celle qui 
précède. 

Mais il vaut mieux la refaire directement. 
11 s'ag-it de trouver les relations de la forme 

<""·> ff T^--

où H n'est plus un polynome entier en χ et/, mais un polynome entier 

eux,/, - et ou, si l'on préfère, un polynome entier en χ et/, 

divisé par une puissance de x et par une puissance de /. Nous aurons 



S Υ H LES PÉRIODES DES INTÉGRALES DOUBLES. 21 y 
encore 

(i his) j j -~f~ dxdy = jj"^tdxdy = o, 

si Ρ et Q sont des polynômes entiers en .r, -> -· 

Il s'agit donc de voir si l'on peut mettre II sous la forme 

(.î h,s) Il = χ\ + - ̂  V + £ l· + 5 -
d
-Q, 

ou encore sous la forme 

(4 bis) H = A dF dx + B dF dy 

Λ el II étant, comme 11, Ρ et Q des polynômes entiers en y. 

1 r et 1 y. 

Nous continuerons à supposer que F, H, P, Q, Λ, Β sont homo-
gènes en .c et^ et que l'équation F = ο n'a pas de racine double. 

Nous pourrons alors écrire 

Il 1UV> 

α el β étant des entiers positifs ou négatifs et H, un polynôme en lier 
en ,v et y. 

Si alors on peut mettre II, sous la forme ( i), 

H1 = A1 dF dx + B1 dF dy 

(ce qui arrivera toujours si le degré de H, n'est pas plus petit que 
a m — il), on pourra mettre H sous la forme (4 his) 

H= A1xaybdF dx + b1 xa ya dF dy 

Mais il est aisé de comprendre qu'un polynôme H quelconque peut 



ai6 H. POINC\RΚ. 

toujours se mettre sous la forme 

h1 xa yb, 

le degré de 11, étant au moins égal à un — 3. Car ou peut, sans 
changer II, multiplier H, par #μ(μ étant arbitraire), à condition de 
changer α en α — μ. 

D'où cette conséquence : 

Un polynorne II quelconque peut toujours se mettre sous la forme 
(\ Ids). 

Comment maintenant passer de la forme (4 bis) à la forme (.3 bis); 
un calcul tout à fait analogue à celui qui précède montrerait que A, 
H, Ρ et Q sont liés par les équations 

Z = dP dx + dQ dy 

(5 bis) A = P 2 + xZ m 

B = Q 2 + yZ m 

On en déduirait 

dA dx + dB dy = Z ( 1 2 + P + 1 m) 

De cette équation, on tirera Ζ et, par conséquent, Ρ el Ο, à moins 
que 

ω ι p -f- I= 0. 

Cela montre que, si l'égalité (7) n'a pas lieu, le polynome 11 peut se 
mettre sous la forme (3 bis) et, par conséquent, que la relation (1 bis) 
a lieu. 

D'où cette conséquence : le coefficient de x"yb dans le développe-
ment est nul, à moins que l'on n'ait 

12 + P + 1 m = 0. 
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Mais 
qz=m-\-p — i = — a — b — 2. 

La relation (7) peut donc s'écrire 

a + b = - m 2. 

Le développement de ~ ne contiendra donc que des termes tels que 

la somme a b soit égale à — γ-

Ce résultat était évident d'avance; c'est une conséquence immédiate 

de l'homogénéité de la fonction -£=■· 

Mais nous n'avons pas à regretter de l'avoir retrouvé par une voie 
détournée; caries équations intermédiaires que nous avons obtenues 
chemin faisant nous seront nécessaires dans la suite. 

Mais poursuivons et supposons que la relation ( 7) ait lieu. 
Alors les équations (5 bis) entraîneront 

(S> Tx + Ty=0· 

Ainsi, pour que H puisse se mettre sous la forme (3 bis), il ne suffit 
plus qu'il puisse se mettre sous la forme (4 bis), il faut encore que la 
relation (8) ait lieu. 

Cette condition est d'ailleurs suffisante. Car alors, en faisant 

Ρ = ?, A, Q = 2B, d'où Ζ = o, 

on satisfait aux équations (5 bis). J'ajoute même qu'on peut satisfaire 
à ces équations ( ) bis) d'une infinité de manières, car la fonction Ζ 
peut être choisie arbitrairement. 

Nous sommes donc amenés à nous poser la question suivante : 
Peut-on mettre H sous la forme (4 bis) et cela de telle façon que 

la relation (8) ait lieu*? 
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La relation (8) montre que 

Β dx — A dy = rfU 

est une différentielle exacte; on aura donc 

B = dU dx, a = - dU dy, 

et en vertu du théorème des fonctions homogènes 

0 + i)L =
x

—+y— =It.e-A/. 

L est donc un polynome en x, y, - et il est homogène el de degré 
ρ -f-1 en χ et y. 

L'équation (/» bis) devient alors 

(!>) U=JidJ-Ty^ 

et nous avons à rechercher si l'on peut mettre II sous la forme ( <) ). 
Soit 

V = \x *y~ï, 

V étant un polynome entier et homogène d'ordre h en ./· et i'\iy, a el 
β étant deux entiers positifs ; on devra donc avoir 

h — y. — γ — ρ -H ι — — — · 

Quant à H, il sera de la forme 

(ίο) II = IL/r"-1/ P-~', 

Il étant un polynome entier en χ et y, homogène de degré h H- m. 
Le polynome R comprend /i + m + I coefficients et le polynome IJ 

n'en contient que h -H i. 
Quand nous voudrons mettre H sous la forme (9) nous n'aurons 
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donc que k -+· 1 inconnues pour satisfaire à h ■+· m -+■ 1 équations 
linéaires. 

Des h -+- m H- 1 polynômes II de la forme ( 1 o) qui sont linéairement 
indépendants, il y en aura au plus h ·+-1 que l'on pourra mettre sous 
la forme (9). 

Je dis qu'il y en aura précisément/1 -+- 1 ; le contraire ne pourrait 
arriver en effet que si un de ces polynômes pouvait se mettre de deux 
manières différentes sous la forme (9) : 

II — ίϊίίΗ-^Ef^ —dF dU - dF dU dx dy dy dx dx dy dy dx 

d'où 

'OL L") _ rf(tT--U') _ dy dx dx dy °* 

Cette équation exprime que L — U' est fonction de F. Mais F est 
homogène de degré m et U — U' homogène de degré 

p + 1 = m 2 

On devrait donc avoir 

U - U' = 1 VF 

Cela est impossible puisque U — U' doit être rationnel. 
Donc cette circonstance ne pourra se présenter. 
Donc il y aura précisément h -h 1 polynômes indépendants qu'on 

pourra mettre sous la forme (9). 
Il y en aura m qui ne pourront se mettre sous cette forme et qui 

seront linéairement indépendants entre eux et avec ceux qui peuvent 
se mettre sous la forme (9). 

Mais le nombre Λ peut être pris aussi grand que l'on veut. Nous 
arrivons donc à la conclusion suivante : 

Parmi tous les polynômes H, en nombre infini, il n'y en a que m 
qui ne peuvent se mettre sous la forme (9) et qui soient linéairement 
indépendants entre eux et avec ceux qui peuvent se mettre sous la 
forme (9). 

Journ. de Math. (6· série), tome III. — l;asc. III, 1897. 29 
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Ou bien encore : 

Les coefficients du développement de sont des fonctions trans-

cendantes des coefficients de F. Mais toutes ces transcendantes m· 
sont pas distinctes entre elles. Il y a on tout seulement m transcen-
dantes distinctes. 

Deuxième cas; cas général. 

Supposons que F soit un polynome entier de degré /«, non homo-
gène en χ et en y. 

Nous écrirons 
F — Fw4- F/w

_, +...+ F
# 

en désignant par Fk l'ensemble des termes homogènes et d'ordre. /» 
en χ et en/. 

Nous supposerons que l'équation F
w
= ο n'a pas de racine multiple. 

Nous ne supposerons plus, sauf avis contraire, que les polynômes II, 
P, Q, etc. sont homogènes. 

Il s'agit de déterminer les relations de la forme (i) ou (i his)', je 
vais commencer par étudier exclusivement les rclationsdc la forme (ι ). 
Je supposerai donc que H, Ρ et Q sont des polynômes entiers (homo-
gènes ou non) en χ et y, je me propose de chercher quels sont les 
polynômes H qui peuvent se mettre sous la forme (3). 

Soit q le degré de II ; écrivons 

II — II^_i + ... + II0» 

Ηλ représentant l'ensemble (les termes homogènes et d'ordre h. 
Comme H? et F

m
 sont homogènes, comme F,„ = ο n'a pas de racine 

multiple, nous pourrons toujours trouver deux polynômes P,, et ()p 

homogènes d'ordre p — q — m -+-1 et tels que 

H — —^ F P -4- —h 1 -?îïïl Ο dx 2 dx 1 p dv M + 2 dy 

Cela sera toujours possible, comme nous l'avous vu, à la condition 
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que 
q>'im — 3. 

Soit maintenant 

II'= +i ί Q
p

. 

Le polynome H', qui peut se mettre sous la forme (3), ne sera plus 
liomo^cne, mais il sera de degré q et l'ensemble des termes de degré q 
sera précisément H?, de sorte que le polynome H — H' sera de 
degré q— ι. 

Ainsi, si q^'im — 3, on pourra regarder H comme la somme de 
deux, polynômes, l'un susceptible d'être mis sous la forme (3), et l'autre 
de degré moindre. 

Le degré peut être ainsi abaissé jusqu'à 2m — Mais il n'y a que 

('im — 3) (m — i) 

polynômes linéairement indépendants d'ordre im — f\. 
Il y aura donc au plus(im — 3){m — i) polynornes non suscep-

tibles d'être mis sous la forme (3), linéairement indépendants entre 
eux et de ceux qu'on peut mettre sous la forme (3). 

Mais ce nombre peut encore être abaissé. 
Soient P" cl Q" deux polynômes quelconques d'ordre m — λ au 

plus, et soit 

H" = ί- F+!Îp+®F+i ~ Q". 

11 est clair que H" sera d'ordre 2 m — 4 au plus. 

Or il y a (m ~ — 0 p
0
jy

nomes d'ordre m — 3; donc nous 

pourrons trouver ■ m 2polynômes Ρ et autant de poly-
nômes Q. 

Nous pourrons donc former (m — 2){m — 1) polynômes H"; je 
dis qu'ils seront linéairement indépendants. 

S'ils ne l'étaient pas, en effet, c'est qu'on pourrait trouver deux 
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polynômes P" et Q", d'ordre m — 3 au plus et tels que 

(,,) 'ip F + - Ρ Ρ" + Ψ F + - ~ Q" = o. 

Soit p le degré de celui de ces deux polynômes dont le degré est le 
plus élevé; nous aurons 

p'Sm — 3. 

Soient P^, Q*p
 l'ensemble des termes de degré ρ de P" et de Q". PJ, et 

Q^, ne pourront être identiquement nuls tous les deux. 
On devrait avoir 

< '2) Τ F- + ^ £ r, + f F.+ι ̂  Q;=0. 

ou bien 

- ■ ■ «■> s [? - s m - f )i - p? - iι s? -1 )j ■■ ■ ··■ 

Comme et -—· sont premiers cnlre eux, cela ne pourrait avoir lieu 

que si 

Τ + Tryiâ +-ify) L'lalt divisible pardFm dy, 
et 

«
 + + divisiblepar £»· 

Mais et clant d'ordre m — ι ne peuvent diviser deux poly-

nômes d'ordre plus petit. Donc la relation (12 bis) ne pourrait avoir 
lieu que si l'on avait 

13+ £(*5 + ̂  = 0, 

'S£ + z(fi + îSÊW 

En dilTérentiant la première équation par rapport à jc> la seconde 
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par rapport à/, et ajoutant, en tenant compte du théorème des fonc-
tions homogènes, on trouve 

(1 2 + p+1 m)(dPp dx + dQp dy) = 0, 

d'où 
i';=Q;=». 

ce qui est impossible, puisque V et QJ, ne peuvent s'annuler à la fois. 
Les relations (ι i) et (12) sont donc impossibles. 
Les (m — 2) (m — 1) polynômes H" sont distincts. 
11 y a donc au plus 

(im — 3)(m — 1) — (m — a)(//i — 1) = (tn — 1 )-

polynômes II qui ne peuvent être mis sous la forme (3) cl qui sont 
indépendants entre eux et de ceux qui sont de la forme (3). 

Ce nombre peut-il être réduit davantage? 
lin d'autres termes, cxistc-t-il des polynômes d'ordre 2/// — j. 

autres que les polynômes H", et susceptibles d'être mis sous la 
forme (3)? 

Soit H 1111 de ces polynômes et soit 

(i3) H = ̂ F+-^P + ̂ F+i^Q. 

Soit ρ le degré de Ρ et de Q; on devra avoir 

p>m — 3, 

sans quoi H serait un des polynômes II". 
Comme H est supposé de degré 2m — 4, les termes de degré 

> 2m — 4 devront disparaître dans le second membre, en particulier 
les termes de degré ρ -h m — 1. 

On aura donc 

^ ρ γ _i_ L ^"ι ρ ι γ . I>» ο _ n dx m 2 dx p dy m 2 dy ' 
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ou bien 
^(P,V'Ï™) + 4(Q,V'IQ = O, 

ou bien 

QP^ m— dx> IpV^w —— (ty 

Τ étant une fonction de χ et y homogène de degré p -h -+- ι. 
Le théorème des fonctions homogènes donnera 

(/>+7 + ι)τ=^(0^-1». 

On verrait, comme plus haut dans l'étude de l'équation (G), que 

Qpx — P^y est divisible par F,„. 
On aura donc 

Q
P
 R - Ρ ry = SF,„, 

S étant un polynonie homogène de degré ρ -h ι — ///. 
On aura alors 

έ[-£Μ]-έ[έΜ]=··. 
d où 

£=* [
p
 ̂

+
é M] +1 [Q # ■~ i (SF)| · 

Or on a 

- 4^
sl>î

) =
 p

Vi·. sM = Q VF. 

P' et Q' étant des polynômes de degré ρ dont les termes d'ordre ρ 
sont précisément P^ et Qp. 

Il vient 

H VF = d dx (P - P') VF + (Q- Q')VF, 

ce qui montre que les polynômes Ρ et Q peuvent être remplacés parles 
polynômes Ρ — P' et Q — Q' qui sont de degré moindre. 
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Donc le degré des polynômes Ρ et Q peut toujours être abaissé cl 
cela jusqu'à m — 3, de telle façon que H n'est autre chose qu'un poly-
nôme H". 

Il y a donc précisément (m — i)a polynômes distincts non suscep-
tibles d'être ramenés à la forme (3). 

Les coefficients du développement où les exposants — a — ι et 
— h — ι sont positifs dépendent donc au plus de (m — i)* transcen-
dantes. 

Exposants négatifs. 

Il est facile d'étendre ces résultats à l'étude des relations de la 
l'orme (i bis). 

Supposons donc que II, Ρ et Q soient des polynômes entiers, non 

plus en χ et y, mais en #,/, - et -· 
Nous poserons alors 

H = H xx+1 yB+1, P = P xxyB+1, Q = Q xx+1 yB 

ou α et β sont des entiers positifs et ΙΓ, P', Q' des polynômes entiers 
en et/. 

Les valeurs des entiers positifs α et ^ seront regardées comme lixes, 
mais pourront d'ailleurs être prises aussi grandes qu'on voudra. Je 
désignerai toujours par q le degré de H, c'est-à-dire le degré des 
termes de H dont le degré d'homogénéité en χ et en / sera le plus 
élevé. 

Je. désignerai de même par p le degré de Ρ et de Q. 
Je représenterai par H? l'ensemble des termes de degré q de II, par 

Ρ ρ et l'ensemble des termes de degré ρ de Ρ et de Q. 
Je désignerai par q' le degré de H', par p' celui de P' et de Q', de 

sorte qu'on aura 

7'= -h α h-β-h 2, p' = p-Ι-α-4-β + ι, 
d'où 

q' = p'-t- m. 
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Les termes du degré le plus élevé de H', P' et Q' seront alors 

xa+1+yB+Hq, xayB+1 Pp, xx+1yBQp, 

On tire de là 

<'*> 11 = τ*κ+
 τ y 7i}

 +1 --«p - ?Q')· 

Posons-nous maintenant le problème suivant : 
Existc-t-il deux polynômes P" et Q" entiers et homogènes en c etj 

et tels que l'on ait 

(tï\ JA - ± + ± ^Kw dx / dy \.r*+l yPJ 

La relation (i5) peut s'écrire 

"»·* r ~ τ H7+ ~ryny ■«'·· 2 dx 2 dy 

en posant, pour abréger, 

£=xin+y-%-*1 -M· 

Nous devons d'abord nous demander si l'on peut mettre lly sous h 
forme 

(16) = Αλ·-^" +By dFm dy, 

analogue à la forme (4). Dans cette équation, Λ cl 11 sont des poly-
nômes entiers et homogènes en χ et y dont le degré est évidem-
ment p 

Nous supposerons, pour éviter toute difficulté, non seulement que 

l'équation F
/n
= ο n'a pas de racine multiple, mais que n'est pas 

divisible par x, ni ~~ par y. Dans ces conditions, sonl 

premiers entre eux. 
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En raisonnant alors comme sur l'équation (4) on verrait que l'on 
peut toujours mettre IIV sous la forme (16), pourvu que 

q'>2m — ι. 

Une fois Hv mis sous la forme (16), nous déterminerons P* et Q" à 
l'aide des conations 

A= P 2 + Z m, 

β = 2+^5 2 m 

d'où l'on déduit 

*§*,'|·=*Α-ι>"=ζ(ΐ+£ΐ1)' 

On tirera de là Ζ et par conséquent P" et Q", à moins que l'on 
n'ait 

( 17) :+£+1
 =

 ο. 

Donc, pourra toujours se mettre sous la forme (f5), pourvu 
que 

q.im — F, - ·+■ £0. 2 m 

Si la relation (17) était satisfaite, on verrait, comme à propos de la 
discussion de l'équation (19), que, parmi les polynômesHqxx+1 yB+1 
de degré 

q'=q-h<x + p + 2 = ct-hp-h™> 

il n'y en a que m qui soient distincts et non susceptibles d'être mis 
sous la forme (10). 

Posons maintenant 

_H" — d ( [i's/F \ à /Q'VP \ v/p^a H jp+i ~~ ~dx \χ%γϊ+\) dy 

Journ. de Math. (5· série), tome lit. — Fasc. III, 1897. 3o 
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Le polynome H ainsi défini est de la forme (i4)î ses termes du 
degré le plus élevé sont 

Hqx+1 yB+1, 

puisque P" et Q" sont définis par la relation (i5). 
Donc H' — H" est de degré q'— ι ; donc II' est la somme de deux 

polynômes, Tun H" de la forme (i/|), l'autre IP—II" de degré 
moindre. Le degré de IP peut donc être réduit, à moins qu'il ne soit 

plus petit que im — I, ou égal À Α -f- Β -H —· 

De plus, parmi les polynômes de degré α 4- β -+- ~ » il n'y en aura 

que ni réellement distincts et dont le degré ne pourra être réduit (la 

réduction, une fois l'étape α -t- β ■+■ ̂  franchie, pourra être poussée 
sans obstacle jusqu'à 21η — 2). 

Il n'y a donc que m polynômes réellement distincts, de degré plus 
grand que 2 m — 2 et non susceptibles d'être mis sous la forme ('4)· 

Comme le nombre des polynômes de degré 3 m — 2 est égal à 
m (2m — 1), nous pouvons conclure qu'il y a au plus 2m2 polynômes 
distincts qui ne peuvent se mettre sous la forme ( i4)· Mais ce nombre 
peut encore être réduit; et, en effet, il y a des polynômes de degré 
un — 2 qui peuvent se mettre sous la forme (14); on les obtient en 
prenant pour P' et Q' des polynômes quelconques de degré m— 2. Or 

il y a — 1) polynômes P' et autant de polynômes de degré 

m — 2. Cela fera donc m2— m polynômes de degré m — 2 et de la 
forme (M)· 

Je dis qu'ils sont tous linéairement indépendants. 
Si, en effet, ils ne l'étaient pas, on pourrait trouver deux polynômes 

d'ordre m — 2, tels que 

d ( P'yft- \ d ( (j'y/F λ _ dx \χΛγ$+ι J ' 

ou en appelant P" et Q" les termes d'ordre le plus élevé de P' et de Q' 

d ( P'yft- \ d ( (j'y/F λ _ dx \χΛγ$+ι J = 0, 
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Cette équation est de même forme que (i5) (sauf que ll
q
 est nul) ; 

elle entraînerait donc 

» dF , n dF + ^Ty = 

ou (puisque A et Β sont d'ordre inférieur à m étant du même ordre 

que P" ou Q" et que, d'autre part, χ ̂
ei

Xdy
 80nl premiers entre 

eux) 
Λ = ο, Β = o, 

ce qui entraîne 
P"= Q'= ο 

[à moins que la relation (17) n'ait lieu ; or nous pouvons toujours sup-
poser le contraire, puisqu'elle entraînerait 

ρ = « -+- β -
 7

 -h ι ; 
que l'on a, d'ailleurs, 

p'Sm — 2 

et que l'on peut supposer α et β aussi grands que l'on veut]. 11 faudrait 
donc que P" et Q" fussent nuls; et, comme ce sont les termes du degré 
le plus élevé de P' et de Q', il faudrait que P' et Q' fussent nuls. 

Nos m9 — m polynômes sont donc linéairement indépendants. Il 
reste donc 

2«ia — (ms — m) = m9 -h m 

polynômes réellement distincts et non susceptibles de se mettre sous 
la forme (i4)· 

Comme cela a lieu, quelque grands que soient α et β, nous conclu-
rons que nos coefficients dépendent au plus de m9 -+· m transcen-
dantes distinctes. 

Ce nombre peut-il encore être réduit? 
Voici comment la question se pose : Nous avons trouvé qu'un cer-

tain nombre de polynômes en #, y, - > - de la forme 

Ο») Η
 = .ί^ι· 
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où Η' est un polynome d'ordre q' en χ et/, pourraient être mis sous 
la forme (3 bis), et cela de telle façon que 

(iq) Ρ = /V > Q = —2_, 

P' et Q' étant des polynômes d'ordre p' = q'— tn en χ et en y. 
Quand un polynome A pourra se mettre sous la forme (3 bis), et 

cela de telle façon que P et Q soient de la forme (iQ), je dirai, pour 
abréger, que H peut se mettre sous la forme (3 ter). 

L'analyse qui précède montre que certains polynômes de la forme 
(18) peuvent se mettre sous la forme (3 ter)·, elle montre en même 
temps qu'il n'y en a pas d'autres. 

Ce qu'il nous reste à voir, c'est si certains polynômes ne pourraient 
être mis sous la forme (3 bis) sans pouvoir ctre mis sous la forme 
(3 ter). 

On aurait donc 

H VF = d dx (Ρ = /V > Q + d dy (-QVF), 

et l'on pourrait écrire 

P = _JL_, o = /'-M ν xa+\yh 

Le polynome H pourrait ainsi se mettre sous la forme (3 bis)·, 
mais, pour que cette forme ne se confonde pas avec la forme (3 ter), il 
faut : 

i° Ou bien que a soit plus grand que α ; 
2° Ou bien que b soit plus grand que β ; 
3° Ou bien enfin que le degré p' des polynômes P' el Q' soit plus 

grand que q' — m. 
Nous pourrons, d'ailleurs, toujours supposer α J a, b > β. 
Je dis d'abord que, si a > α, α peut être diminué d'une unité. On a 

en effet 

(14 bis) (Ην·-ν->=!^.£ + 2^ + F (x dP dx + y dQ dy - aP - bQ). 
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Le premier membre étant divisible par #, il doit en être de même du 
second. Donc on aura pour χ = ο 

<*») ι-y%
 + v

 -
aV

' -
b

 Q')=°· 

Nous supposerons que, pour χ = ο, le polynome F est premier avec 

le polynome y Cette équation nous montre alors que, pour# = o, 

Q' est divisible par F ; soit donc 

Q' = — aUF. 

Cette égalité ayant lieu seulement pour χ = ο, U sera un polynome 
entier cn^. 

Posons maintenant 

\»y/V _ d ( υκΛ y F d ( 1F1 \ Tayb+1 dy y xayb J ' dx \ x'lyh ) ' 

d'où 

ν / d P VF d Q VFdx\xayM) dy \x"+xyh) ' 

et 

0*=*(fu£)-«l*\ 

P" = -y(dU dy F + 3 2 U dF dy) b UF, 

ce qui montre que pour χ — ο, on a Q" = Q', et par conséquent, à 
cause de (20), P" = P'. Donc les deux polynômes Ρ' — P", Q' — Q" 
sont divisibles par x. 

Mais à cause de (21) on aura 

il — A.(p/- P")^F _μ sL (Q'-Q")N/f y/F dx xa y1 dy χα·Λ yh 

Comme P' — P" et Q' — Q" sont divisibles par r, on voit que la 
valeur de a se trouve abaissée d'une unité. c. Q. K. D. 
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On démontrerait de même que b peut être abaissé d'une unité s'il 
est plus grand que β. 

Je dis maintenant que p' peut être abaissé d'une unité s'il est plus 
grand que q' — m. 

Je n'ai presque rien à changer à la démonstration analogue de la lin 
du paragraphe précédent. 

Soient P" et Q" les termes du degré le plus élevé de P' et de Q', on 
devrait avoir 

d /PVF.\ d . dx\xayb+iJ dy\xa+xyh) * 

ou bien 

QVF„ _ dT pyt··,,, _ dT jpa+lyh fa* ^ayb+X rfy* 

ou 

^T=^(Q"-P"), 

k étant le degré d'homogénéité de Τ ; d'où 

ΐϊΓ, άT_ ι Q"-P" dFm * dx a xa y*' dx 

+ Fm xa yb dx xa+1 yb à ,g„ p,- "F,„(Q'— P") </!·,„ 

Cette équation, que l'on peut multiplier par ®rt+'/4, montre que 

(Q--P>^ 

est divisible par F,„; et, comme est premier avec F„„ que 
Q' - P" est divisible par F

w
. 

Soit 
Q" — P" = SF„. 

Nous poserons 

Q* y/F __ d_ SF' _ d_ SF» #a->r\yb rfx tixayb * xayh+l dy kxayh 
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On en conclut : 
i° Que Qw et P* ont mômes termes de degré le plus élevé que Q" 

et P" de façon que les polynômes P" — P", Q"—Qw sont de degré 
moindre ; 

2® Que 

d_ P*Y/R d Q»Y/F _ dx xayb+l dy x»+xyh °' 

d ou enfin 

JL = 1. (PFF — P*) Y/F d_ (Q'-Q*)^ dx xuyt'+t dy xu+\y'> 

On voit que le degré des polynômes a été abaissé. c. Q. F. D. 

La démonstration se trouverait en défaut si Ton avait 

k = o. 
ou 

ρ h- - = a -h b, 

ou 

P + 1 + m 2 = 0. 

Dans ce cas on trouve simplement 

Q"=P". 

Nous ne pouvons donc plus affirmer que Τ soit de la forme 

T = SF32m xayb, 

où S est un polynome; ni même que Τ ne soit pas transcendant. La 
discussion faite plus haut à propos du cas où F était supposé homogène 
nous a même montré que parmi les intégrales de la forme 

T = P VF dy dx J #ay* \ y * ) 
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où Ρ" cet un polynomc homogène d'ordre a 4- h — que parmi ces 

intégrales, dis-je, il y en a qui sont transcendantes et qui sont des 
combinaisons linéaires de m transcendantes distinctes. 

Parmi les polynômes P" il y en a donc m, distincts entre eux, et qui 
peuvent ainsi donner naissance à des transcendantes. Supposons 
cependant que l'intégrale Τ ne soit pas transcendante. Je dis qu'elle 
sera de la forme 

S_S. xayh 

Pour nous en rendre compte, regardons un instant y comme une 
constante et développons suivant les puissances de x — x„ x

0
 étant 

une valeur quelconque de x. 
Si x

0
 n'est pas nul et si (x — x

0
) n'annule pas F

w
, la quantité sous 

le signe j* ne contiendra que des puissances entières et positives de 

χ — x
0

 ; il en sera donc de même de T; si x
0
 n'est pas nul, ̂  ne con-

tiendra que des puissances positives entières et impaires de >Jx — a\. 
Cela montre que Τ est égal à une fonction T

0
 de/, plus une fonction 

de x et de /, changeant de signe avec ^x—x
0
 et divisible par 

(x — #e)a· Comme ^ doit changer de signe avec y/x — x0), nous 

voyons que la fonction T
0
 de / doit se réduire à une constante que 

nous pouvons laisser de côté; de sorte que finalement cette fonction 

ne contient (x — x0)u qu'à des puissances impaires et au moins égales 
à 3. 

La conclusion, c'est que Τ est divisible par F*, puisque —y- ne dc-

vient pas infini pour x = x
9
 ; on a donc 

T = SF 2 3 x u yv 

et il nous reste à montrer que ρ et ν sont précisément égaux à a et b. 
Pour cela développons suivant les puissances croissantes de x ; le dé-
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veloppement de ̂  commençant par un terme en x~a~% et celui de 

dT dypar un terme en x~a\ celui de Τ devra commencer par un terme 

en x~a; d'où a = p.. c. Q. F. D. 

Comme Τ est de la forme -3-5» rcstc raisonnement se pour-

suivrait comme plus haut et le degré des polynômes ne peut être 
abaissé. 

Nous n'avons donc à nous occuper que des m transcendantes Τ et 
des m polynômes P" correspondant. 

Soit P" = Q" l'un de ces polynômes; écrivons 

H= Ί , ± (2VÉ.Y dx \xayb+lJ dy 

Nous aurons formé un polynome H qui peut se mettre sous la forme 
(3 bis)\ je dis qu'il ne peut se mettre sous la forme (3 ter). Si, en 
effet, il pouvait se mettre sous la forme (3/er), on pourrait trouver 
deux polynômes P' et Q' dont les termes de degré le plus élevé son t 
P" et Q" = P" et qui seraient tels que 

rf /PVF\ £/Q^\ = o_ dx \.ray'·*'1/ dy \xa+ïybJ 

Cela voudrait dire qu'il existerait une intégrale de différentielle totale 

τ= ffi (Q'dx - v'dA. J xayb \ χ y ) 

Cette intégrale devrait être transcendante et admettre des périodes 
cycliques, puisque, pour χ ai y très grands, elle se réduirait sensible-
ment à 

f (il __ J x'lyb \x y ) 

qui est, par hypothèse, l'une de nos m transcendantes et qui admet 
des périodes cycliques. 

Journ. de Math. (5· série), tome III. — Fasc III, 1897. 3i 
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Mais il est absurde de supposer que l'intégrale Τ admette des pé-
riodes cycliques. Elle ne pourrait en avoir, en effet, que si la surface 

z*=F 

admettait des cycles linéaires. Nous verrons plus loin qu'elle n'en 
admet pas, si le polynome F est indécomposable, ce qui est le cas 
général. 

Donc l'hypothèse faite au début était absurde et nos polynômes ne 
peuvent se mettre sous la forme (3 ter), 

Il y a donc m polynômes qui peuvent se mettre sous la forme (3 bis), 
sans pouvoir se mettre sous la forme (3 ter) et il n'y en a que m. 

Il nous restait m* -+- m polynômes distincts ne pouvant se mettre 
sous la forme (3 ter) \ il restera donc m* polynômes distincts ne pou-
vant se mettre sous la forme (3 bis). Ce nombre ne peut plus être ré-
duit, au moins dans le cas général. 

Donc les coefficients du développement de dépendent au plus de 

m% transcendantes distinctes. 

Autre démonstration. 

On pourrait encore raisonner comme il suit : 
Donnons-nous la valeur de q' et choisissons-la de façon que la rela-

tion (17) n'ait pas lieu. Alors nous pourrons affirmer que tout poly-
nome qui peut se mettre sous la forme (3 bis) peut aussi se mettre sous 
la forme (3 ter). 

Il ν a 
(<7'+0(9' +2) 

2 

polynômes de degré q'. Les polynômes P' et Q' sont de degré 

p'=q' — m. 

Il y aura donc ̂  polynômes P' et autant de polynômes Q'. 
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Nous pourrons donc former 

(p' +t)(p'+ 2) 

combinaisons de la forme (3 ter). 
Mais nous devons observer que toutes ces combinaisons ne sont pas 

distinctes; combien y aura-t-il de relations entre elles? Pour former 
toutes ces relations, nous n'avons qu'à rechercher toutes les identités 
de la forme 

/ Ν ± Ρ VF , ± Q'Y/F _ \2a/ dx χαγύ+ι dy xa^y° 

cette identité montre que 

χ = fjLL (Q dx _ pVr\ J xayb \ χ y ) 

est une intégrale de différentielle totale. 
Je dis que cette intégrale ne peut être transcendante. En effet, si 

elle était transcendante, il faudrait qu'elle eût, soit des périodes cy-
cliques, soit des périodes polaires. 

J'appelle période cyclique celle que l'on obtient quand le point 
χ, y décrit un contour fermé (cycle linéaire) (ce contour fermé ne pou -
vant, par déformation continue, être ramené à un contour infiniment 
petit sans passer par un point singulier). 

J'appelle période polaire celle que l'on obtient quand le point 
y décrit un contour fermé infiniment petit autour d'un point pour 

lequel la fonction sous le signe j* devient infinie. 

Il n'y a pas de période cyclique. 
Et, en effet, un cycle linéaire, s'il existait, pourrait toujours être 

décomposé en cycles élémentaires formés chacun d'un double lacet 
entourant deux points de la courbe F(#,y)=o; tel est le double 
lacet qui, enveloppant les deux points ± 1, définit l'une des périodes 
de l'intégrale 

/ 1dx *k2x2) 
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Mais si la courbe F'(* ,y) = ο est indécomposable, ce que nous sup-
poserons, les deux points de cette courbe enveloppés par le double 
lacet peuvent s'échanger et se confondre, de sorte que le lacet devient 
infiniment petit. 

Il n'y a donc pas de cycle linéaire. 
Il n'y a pas non plus de période polaire. 

En effet, la fonction sous le signe J* ne devient infinie que pour 
χ = ο et pour y = o. 

Développons suivant les puissances de a?; le développement de 

dT dxse présentera sous la forme 

y-*>xu 

οιι Αμ est une fonction dey; considérons en particulier le terme 

Ai. 
X y 

c'est celui-là qui, par intégration, pourrait introduire la transcen-
dante 

A,LOT. 

Mais alors il y aurait dans -5- le terme Lx-~t et comme ce terme 

n'existe pas, c'est que = o, c'est-à-dire que A, est une constante. 

Mais, d'autre part, A, doit changer de signe avec^F. Donc, A, 
est nul. 

Nous n'aurons donc ni la transcendante L#, ni pour la même 
raison la transcendante Ly. 

Donc l'intégrale Τ est algébrique. 
Considérons maintenanty comme une constante et soit#0 une valeur 

quelconque de x. Si cette valeur n'annule pas F, nous verrons, comme 
plus haut, que Τ est développable suivant les puissances de χ — x

0
 ; 

si cette valeur annule F, nous verrons comme plus haut que Τ est 
1 

divisible par (x — #0)J· 
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Nous conclurons de tout cela que Τ est divisible par Fr, et nous 
écrirons 

T_ SF* xuyv, 

S étant un polynome. On verrait, comme plus haut, que 

jx = α, ν = by 
ce qui donne 

m __ SP^ χΛγά 

On voit que S est un polynome de degré ρ'— m. 
Il y aura autant de relations (22) que de polynômes S; c'est-à-dire 

(p'~ m 4-1) (p1— m -f- a) 
a 

Il y a donc 

(P-m+1)(p+2)-(p-m+1)(p-m+2) 2 

combinaisons distinctes de la forme (3 ter), et 

(7

'
+,)

A

(?L+A)

 - (/+ l)(/>' + 2) +
 (P'-"-H-l)(

P
'-

m

 + ,)
 = m2 

polynômes distincts non susceptibles d'être mis sous la forme (3 bis). 
c. Q. F. D. 

Cas des racines multiples. 

Dans l'exposé qui précède, nous avons fait diverses hypothèses; 
nous avons supposé entre autres choses que l'équation F

m
= ο n'avait 

pas de racines multiples. 
Mais toutes ces hypothèses n'avaient pas pour effet de restreindre la 

généralité. C'est ainsi que le cas où l'équation a des racines multiples 
est un cas particulier de celui où elle n'en a pas. 
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Mais, dans le cas général, il y a entre les coefficients du développe-

ment de ~ un certain nombre de relations linéaires. 

Le passage à la limite suffirait pour montrer qu'il y en a au moins 
autant dans un cas particulier quelconque. 

Les coefficients dépendent, dans le cas général, d'un certain nombre 
de transcendantes distinctes ; dans les différents cas particuliers, ce 
nombre peut diminuer, mais il ne peut jamais augmenter. 

Nous avons vu qu'il y a m* polynômes distincts non susceptibles de 
se mettre sous la forme (3 bis); il y en aura au plus m% dans les cas 
particuliers. 

La discussion de chaque cas particulier serait sans doute intéres-
sante, mais je me bornerai aux cas qui se présentent en Astronomie. 

Application à la fonction perturbatrice. 

Nous avons posé dans l'introduction 

éu—x, e'*=y, 

u et υ! étant les deux anomalies excentriques. 
Alors les coordonnées de la première planète sont de la forme 

j +c, + e,x, 

tandis que celles de la seconde sont de la forme 

j -HCj+C,y. 

Le carré de la distance des deux planètes D8 sera donc un polynome 

du deuxième degré en#, y, - et -· C'est ce polynome que j'appellerai 

désormais F(#,y); il contiendra des termes en 

*\y\ *y, χι />1 » x~'y\ y~', x"y-
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Je poserai aussi quelquefois 

ar»^«F (x,y) = F' (x,y), 

et F'(#, y) sera un polynôme entier en χ et y. 
Pour avoir le coefficient de a?2, il suffit de donner à u une valeur 

dont la partie imaginaire est négative et très grande, u' conservant 
une valeur finie. Alors la distance D est sensiblement égale à la dis-
tance de la première planète à l'origine, c'est-à-dire à 

a (1 — ecosu) = a ^e 2x) 

ou sensible - aex 2 

Le coefficient de x2 est donc a étant le grand axe et e l'excen-

tricité. La môme analyse montre que le coefficient de xr2 est le même. 

De même les coefficients de/2 et/~a sont tous deux égaux àa2 e2 4 

a' et c' étant le grand axe et l'excentricité de la seconde planète. 
Pour trouver le coefficient de xy observons que, si les parties ima-

ginaires de u et de ur sont toutes deux négatives et très grandes, 
chacune des planètes se trouvera sur l'ellipse qu'elle décrit en un point 
très éloigné de l'origine. Si donc nous appelons λ l'angle de l'asym-
ptote (imaginaire) à l'une de ces ellipses avec l'asymptote de l'autre 
ellipse, le coefficient de 2 xy sera 

—7—COS λ. 

L'angle λ est toujours imaginaire et cos λ plus grand que 1 s'il est 
réel. 

Comme chaque ellipse a deux asymptotes, nous avons quatre 
angles λ qui correspondent aux coefficients de 

2 xy, 2xy\ 20?"'/, ix"Ky~\ 
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L'angle λ ne peut être égal ni à o, ni à π, puisque les asymptotes 
sont imaginaires et situées dans deux plans réels différents. Les 
termes du second degré de F(a?,y) ne peuvent donc se réduire à un 
carré parfait. 

Si l'une des excentricités est nulle, e par exemple, les termes en χ2 

et ar2 disparaissent ; mais le terme en xy ne disparaît pas, bien que 
son coefficient 

ae a' e' 4 cosh 

contienne e en facteur, parce que cosX devient infini. 
Quant à F'(ar, y) = a?2y2F(#,y), c'est un polynome du sixième 

degré, généralement indécomposable. 
La courbe 

F' (x,y) = 0, 

est une courbe du sixième degré avec un point double à l'origine et 
deux points doubles à l'infini. 

Cette courbe se décompose dans deux cas : 
i° Si l'inclinaison est nulle, elle se décompose alors en deux courbes 

du troisième degré. 
2° Si les deux excentricités sont nulles, elle a alors pour compo-

santes les deux axes de coordonnées et une courbe du quatrième 
degrc avec deux points doubles à l'infini. 

Alors F(.r,y) admet des termes en 

xy,χ* y^ xy*. 

Mais, de plus, le polynome présente une symétrie particulière. 
Il ne change pas quand on permute χ et y, ni quand on change χ 

en - et y en -· 

Je n'examinerai dans la suite que le cas général et celui où les deux 
excentricités sont nulles. 

Bien d'autres cas particuliers mériteraient quelque attention : celui 
où l'inclinaison est nulle, celui où les deux grands axes coïncident 
entre eux et avec l'intersection des plans des orbites, celui où ces deux 
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plans se coupent à angle droit et où leur intersection coïncide avec le 
grand axe de l'une des deux orbites, etc. 

Intégrales de différentielles totales. 

Il paraît nécessaire de revenir sur la démonstration que j'ai donnée 
de ce fait que les intégrales de différentielles totales dépendant deVF 
11e peuvent être transcendantes, afin de voir si elle s'applique aux cas 
particuliers que je veux maintenant étudier en détail. 

Quand M. Picard a annoncé, pour la première fois, que la surface 
la plus générale de son degré ne possède pas de cycle linéaire, ce fait 
a causé un grand étonnement. On sera moins étonné maintenant que 
la surface 

5»= Γ 

n'en possède pas non plus quand le polynome F est indécomposable. 
Kevcnons sur la démonstration. Soit A un point singulier quel-

conque, c'est-à-dire un ensemble de valeurs complexes de χ et de/ 
qui annule F(.r, y). J'appellerai lacet un chemin d'intégration com-
posé comme il suit. On prendra pour point de départ un point quel-
conque Ο non singulier, choisi comme origine de tous les lacets. On 
ira de Ο à un point A' infiniment voisin de A en suivant un chemin 
quelconque; on décrira un contour infiniment petit enveloppant le 
point A, de façon à revenir au point A\ et l'on reviendra de A' en Ο 
par le même chemin. 

Le lacet sera dit rectiligne si le chemin OA' est rectiligne. 
Je représenterai par (A) l'intégrale prise le long de ce lacet en par-

tant du point Ο en attribuant au radical un signe convenu une fois 
pour toutes. Je la représenterai par [A] si le lacet est rectiligne. Je 
remarque deux choses: i° une période quelconque de l'intégrale sera 
une combinaison linéaire à coefficients entiers de périodes de la forme 

fA]-[B], 

A et Β étant deux points singuliers quelconques. 
Journ. de Math. (5* série), tome III. — Fasc. III, 1897. 32 
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2° Soient deux lacets, l'un rcctilignc, l'autre non rcctilignc, enve-
loppant un môme point singulier A. Soient [A] et (A) les deux inté-
grales correspondantes; la différence 

(Λ)—[A| 

sera égale au double d'une période. 
Cela posé, supposons d'abord le polynome F indécomposable, et 

supposons que nous ayons η -ι- ι points singuliers qui peuvent être 
distincts 

A„, A,, A2, ..., A„. 

Nous pourrons alors avoir η périodes distinctes 

[ Aol-μ,Ι, | A, | — lA
a

J, ..., [A
w
_, J — | A,,]. 

.le dis qu'elles sont toutes nulles. 
En effet, le polynome F étant indécomposable, les points A„ et A, 

peuvent s'échanger. Je puis faire varier d'une manière continue A„ de 
façon qu'il vienne en A,. Le lacet rcctilignc entourant A

0
 se changera 

en un lacet, généralement non rectiligne, entourant A,, de sorte qu'on 
aura 

|Λ.| = (A,). 

Mais (A,) - [A,] est le double d'une période. Nous avons donc 
entre nos η périodes une équation linéaire à cocflicienls entiers. Le 
coefficient de [A

0
] — [A, ] est impair, celui des autres périodes est 

pair. 
Nous trouverions de même η — ι autres équations linéaires. Le 

déterminant de ces équations ne saurait être nul. En effet, il esl 

ι ο ο II j 

ο ι <i ο 
1 = 1 (mod. 2). 

ο ο ι ο 

ο ο ο ι ! 

Donc les η périodes sont nulles. c. Q. F. I>. 
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Qu'arrivc-t-il maintenant si le polynome F est decomposable? Si 
alors A

t)
 et A, appartiennent à deux facteurs différents de F, A

0
 ne 

s'échange plus avec A,. Mais voici comment on peut raisonner. 
Fn faisant varier A

ft
 et A, d'une manière continue, je pourrai les 

amener en deux points B0 et 13, infiniment voisins l'un de l'autre et 
inliniment voisins de l'un des points d'intersection des deux courbes 
dans lesquelles se décompose la courbe F = o. 

Alors les lacets rcctilignes [ A0] et [A, | se changent dans les lacets 
non rectiligncs (B0) et (13,), de sorte que 

[Λ.Ι-ΠΜ, [Λ, | — [B,| 

seront des doubles périodes. 
Maintenant, en faisant varier d'une manière continue B

0
 et B,, je 

puis faire tourner B
0
 autour de Β, ; alors [B0

1 et [Β, ) se changent res-
pectivement en 

3[Bo]-afu, |. =|IV|-[B,|, 
d'où 

I'*·]·= 3115,| .-a[U,l 
OU 

[Bo] = [B1], 

On en conclut que [ A
0

1 — [Λ,] est encore une double période, et le 
reste de la démonstration se poursuit comme plus haut. 

Celte démonstration suppose que B
0 peut tourner autour de B

n 

sans qu'aucun autre point singulier soit très voisin de B
0 et de 13,. 

C'est ce qui arrivera si la courbe 

F = ο 

se décompose en plusieurs courbes irréductibles, mais de telle sorte 
qu'aucun point d'intersection de deux de ces courbes composantes 
n'appartienne à plus de deux composantes et ne soit pas un point 
double pour l'une d'elles. 

La démonstration s'applique donc, soit dans le cas général du pro-
blème du développement de la fonction perturbatrice, soit dans le cas 
particulier où les deux excentricités sont nulles. 
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Ainsi les intégrales de différentielles totales de la forme 

J*(Rcfo? ·+■ Si/y), 

où R et S sont rationnels en x
f
 y et 

5 = v/FV7y) 

ne peuvent avoir de périodes cycliques, mais seulement des périodes 
polaires. 

Elles ne peuvent donc être transcendantes sans être logarithmiques. 
Elles seront donc de la forme suivante : 

A, log R, h- A
a
log R

2
 -ι-.. .-h Aplog 11 —t— T, 

ou R
n

 R
a
,..., 11^ et Τ sont rationnels en Λ,y, ζ et où A,, Λ,, ..A/; 

sont des constantes. 
Mais il y a plus : si R (ainsi que S) est égal à ζ multiplié par une 

fonction rationnelle de χ et de y, notre intégrale doit changer de 
signe quand on change ζ en ζ, de telle sorte qu'elle devra être de la 
forme 

A, log -t- A
a
log ρ ^ - H-... 

+ A"l0Sly^7=I) + -1' 

où U est rationnel en χ et y, où les Ρ sont des polynômes en x, y, ; et 
les A des constantes. 

Alors le dénominateur commun de R et S doit être de la forme 

l>
1
(.£,y,î)P,(:r,y, -z)P

}
(x,y, j)Pa(.r, y, -z) ...Pr(x,y,s)Vp(x,y, -z). 

Nous sommes donc conduits à la règle suivante : 
Soit 

Jz δ-" D dy 
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une inlégralc de différentielle totale, où B, C, D sont des polynômes 
entiers en χ et y. Supposons cette intégrale logarithmique et soit D, 
l'un des facteurs de D. 

La courbe gauche 
D, = o, F = 5* 

doit se décomposer en deux autres. 
Dans les intégrales que nous avons à envisager, le dénominateur est 

de la forme 
xa yB, 

α et β étant des entiers; il n'y aurait donc aucune difficulté si les deux 
courbes gauches 

χ — o, F' = z'J, 

y=z o, F'—5* 

étaient indécomposables. Mais ce n'est pas ce qui arrive. Pour χ = o, 
F' se réduit à a2/*, et pour/ = o, à b'Jx'J, a el b étant des coefficients 
constants. 

La démonstration donnée plus haut dans un cas analogue n'est donc 
plus applicable et il faut en chercher une nouvelle. 

S'il existait une intégrale logarithmique, elle serait de la forme 

JAdx + Bdy Vr ' 

Λ et B étant des polynômes en χ et y. 
Si nous faisons χ = const., elle deviendrait 

fCdysiV, 

qui devrait admettre une période polaire quand on tournerait autour 
dey = o, et ne devrait pas admettre de période cyclique. 

C serait un polynome entier en y et y 



248 II. POINCAJRÉ. 

Comme F' est un polynome du quatrième degré en y, je poserai 

i%-"· 

et je désignerai par y
0

, y,, y.
2J

 y % les quatre racines de l'équation 

F' = o. 
Nous aurons alors 

. u — a)i( u (t) y 1 s ( u — /> ) ι ( it ■+■ b ) ' 

où λ, a et b sont des constantes. 

Alors CF' qui est un polynome entier en y et^ sera une fonction 

doublement périodique de ne changeant pas quand on change ri en 
— u. Elle admettra quatre poles, à savoir ± a et ± b. 

Nous aurons 

f CdysJ\-'= jCV'du. 

Décomposons CF' en éléments simples, il viendra 

CF' = mζ(u — a) — ?nt(u 4- a) 4- //ζ(u — b) — //>Z(u 4- b) 4- ρ 
4- q\^'(u — a) -h V(u 4- a)\ -h / fζ'(«/ — b) -h ζ'(// h- b)| -+- H, 

où //, /?, </, /· sont des coefficients constants et où II dépend des 
dérivées secondes des ζ ou des dérivées d'ordre plus élevé. 

La partie transcendante de l'intégrale sera donc 

ni log-- -f- η log-—-7- -f- pu 

4- 7|ζ(// — (t) -4 ζ(« "4 a)| 4- /*lζ(- b) 4- ζ(// 4- b)|. 

Notre intégrale ne doit pas admettre de période cyclique, cette 
partie transcendante ne doit donc pas changer quand u augmente de 
2d), ou de 2(i)â. 

Si u augmente de 2ω, Ç(M) augmente de 2η et σ(«) est multiplié 
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par 
ftWU Υ1Λ)

 t 

Donc notre transcendante augmente de 

— 4 m η α — !\nr\b -+- 2 ρω -+- f\(q -+- ;·)η. 

Cette expression doit s'annuler quand on donne à ω, soit l'indice f, 
soit l'indice 2, en donnant à η l'indice correspondant. 

On aura donc 
ma -h nb = q -1- /*, ρ = ο. 

Faisons maintenant varier χ d'une manière continue; a et h varie-
ront d'une manière continue, /«, /2, q et /-restent constants et ρ doil 
rester nul. 

Il y a deux valeurs de χ pour lesquelles une des racines de F' = ο 
( je puis toujours supposer que c'est celle que j'ai appelée /„) devient 
nulle. Si χ tourne autour d'une de ces deux valeurs, en décrivant un 
cercle très petit, /

0
 tourne autour de o. Alors a se change en — // et 

b ne change pas. 
Comme notre relation doit toujours subsister, nous aurions 

— ma -+- nb = q 4- /·, 
d'où m = o. 

Nous trouverions de même /1 = 0, d'où q -4- r = o. 
Cela montre que notre intégrale est algébrique. c. Q. F. D. 

Cette démonstration s'applique au cas général; dans le cas particu-
lier où les excentricités sont nulles, la démonstration est encore plus 
facile. 

En effet, si l'intégrale est de la forme 

Adx + Bdy xayB VF 

elle ne pourrait avoir de point singulier logarithmique que pour χ = o, 
ou/ = o, ou χ = oc, ou y = oc. 
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Or F' est égal à xy, multiplié par un polynomc du deuxième degré 
tant en χ qu'en y. 

Si donc on suppose χ très petit et qu'on développe suivant les puis-
sances de χ, on n'aura que des puissances impaires de \/.r; on n'aura 
donc pas de terme en 

(lc_ 
jr 

(jui introduirait un logarithme. 
Donc χ — ο n'est pas un point singulier logarithmique et il en esl 

de même dey = o,— :c,y = x. c. <,>. f. I>. 

Cas général. 

Nous avons vu que dans le cas général, c'est-à-dire si les excentri-
cités ne sont pas nulles, ni les inclinaisons, F esl un polynomc du 
deuxième degré. 

Désormais, sauf avis contraire, f entends par polynôme de degré p, 

un polynôme de degré ρ en .c, y, ' » , de telle sorte que dans cha-

cun de ses termes la somme des valeurs absolues des exposants de .#· et 
dey soit au plus égale à p. 

Soit alors H un polynomc de degré q. Il s'agit de savoir si l'on peut 
trouver deux polynômes Ρ et Q de degré ρ et tels que 

H VF = d dx (xP VF) + d dy (yQVF). 

d'où 

(.3) II = F+F +-<.»)+ +·>'<) 

Nous généraliserons en supposant que F est un polynomc de degré m. 
Si l'on a 

?=/>-h/w, 

nous dirons que le polynome H peut se mettre sous la forme (23 bis). 
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Si l'on H 

q < p + m 

de idle façon que les termes de degré ρ -h m se détruisent dans le 
second membre de (23), nous dirons que II peut se mettre sous la 
forme (23/er)ct ce que nous avons d'abord à établir, c'est que si II 
penl se mettre sous la forme <2.3 /<?*·), il peut se mettre sous la forme 
( 23 bis). 

Pour cela, j'adopterai la notation suivante. J'appellerai 

II, l'ensemble des ternies de II du degré le plus élevé (c'est-à-dire de 
degré y), en ./; et y\ 

11l'ensemble des ternies de II du degré le plus élevé (c'est-à-dire de 

degré q), en et — ; 

II., l'ensemble des termes de II du degré le plus élevé (c'est-à-dire de 

degré rj), cil ^ et/; 

II, l'ensemble des termes de II du d<!}çré le plus élevé (c'est-ii-diiv de 

degré q), en et · 

Je définirai de même F,, Fa, F3, F„ P,, Pa, P„ l\, Q,, Q,, Q:), <}>-
Je remarque que II lla ont un terme commun, le terme en .c*\ je 
l'appellerai II,

 2
; jedéliniraidcinomcHm II14, H31, F,2, .... Cela posé, 

en prenant les termes du degré le plus élevé, en .r et y, on aura si 
q=p + m, 

11'<=:+rty + ■»'.·-Q->^ s {*v> ττ +.rQ. $> 

Si, au contraire, II est de la forme (a3 lar), les termes de degré ρ -+- m 
doivent disparaître, et l'on aura 

on » =
 F
-(^ Κ'

1

'· π
 +yQl

 W 

ou 

^ (> P, v'I",) +■ ν·'';) = °· 

Journ. de Math. (3· série), tome III. — Kasc. 1Π, i.St,?. 33 
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Cela montre que 

y Qi V dx - .rl\ y/b\ dy 

est une différentielle exacte que j'appellerai 

d(TVF). 

C'est une fonction homogène de degré ρ a -+- en χ et y; on a donc 

(p +
 3

 + fj Τ v'P, = xy v'P.'i Q, - IV). 

.le poserai Q, — P, = 11,, et je trouverai 

(ρ + 2 + ")^Q. V1'·. = £ (χ/ii, vï·;) 
ou 

(i.>) (f + i+ 7)yQ.l?. = .)-R,F,4-./.y^~,F,+ Vtrlt/'/
1
,'· 

Celle équation montre que Pi cst divisible par F, (et comme 

F, est premier avec dans le cas général^, que 11, est divisible 

par F, (remarquons en passant que, d'après leur définition, F,, P
M 

(),, H, sont des polynômes entiers en χ et y). Soit donc 

«, = (/» +a + v)8,F.. 

On voit que S, sera un polynoine entier homogène et d'ordre ρ ~ m 
en ./; cl /. On aura d'ailleurs 

yQ1VF = d dx(xyS1F1), xP1VF1 = -d dy (xyS, F32) 

Les termes du degré ρ-l· m en χ et ^doivent disparaître, ce qui 
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donne 

d dx (xP2 VF2) + d dy (Q2 VF2) = 0, 

ou bien 
y (h v'K d.,: - x\\ v'F

a
 dy = d{ J v'Fj), 

Τ \/Fa
 étant une fonction homogène de degré ρ -h — en χ et -1-; on a 

donc, par le théorème des fonctions homogènes, 

(/»+=)T
s
'P

1
 = */VF.(Q, + P

1

). 

Si je pose Qa -f- P2 = K2, je retrouverai une équation analogue à (20), 

où le coefficient ρ -h 2+ ^ sera remplacé par ρ H- ™ et où l'indice 1 

sera partout remplacé par l'indice 2. Cette équation montre que R2 

esl divisible par Fa. Posons donc 

U. = (/»+ 7) s, F.; 

S
2 sera un polynorne homogène de degré ρ — /// en χ et et Γ011 

aura 

yQ.VF;= •rl>,v'Fi= -d dy (xy S2 F32 2). 

On démontrerait de môme qu'on aura 

fQ. ^ (*/S, F|),xPaVF3 = d dy (xyS3F32) 

rQ. vF; = £ (47S, F|), xP, VF;=-£ (ayS, Ff), 

S,, et S, étant des polynômes homogènes de degré /> — m en γ et y et 

en 1 x et 1 y. 

S, etSj contient un terme en xf'~"'\ soit S,ο celui de S,, Sa, celui 
de S

2
; je vais démontrer que S,

2
 = S

2I
. 



254 II. P01>'CA11K. 

De 

11, = (>+,+ ï) S, F„ = (p + ï) S,F„ 

on lire, en égalant lc^ termes indépendants de/, 

(Q12 - P12) = (p + 2 m 2) S12 F12, 

(Qu H- Ι',») = ^/> + — "j S
s
,l'|

9
; 

il faut donc démontrer que 

(ρ "+* γ) (Qia ~ l^ia) — (p + 2 ■+■ (Qis + ^ι-Λ 
oil 

(J) -h I -h —^ P,
a
 -h Q

la
 — O. 

Egalons dans (24 ) les termes indépendants de/; ces termes, dans 

1 ' (*«' *■' 'νΊΰ* 

sont respectivement 

l 125 Qlî' 1^12» |2) 7^1 12· 
Il Aient donc 

jpl\a-h 1*1»+ Q»a"+" — D«a— °? 
ou 

^/7 4-14- i'ia 4- ( l|a — O. 

C. y. I·. Ι·. 
On démon li erait de même que 

S, et S., ont même terme en yp-m 

Sa et S, »ym-p, 

S, et S, »xm-p, 
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Il existe donc un polynome S de degré p — /w, où 

Les termes de degré ρ ~m en χ et y sont S,, 

» χ et ~ » So, 

» x-ciy » S„ 

>» - et - » o,. 

Posons alors 

/Q"v'l« = £(*/SF1). χ-ΡΑ = - -■(*>* F1). 

On a donc 

^(xP"v'F) + |(
r

Q«vK) = o
) 

et par conséquent 

-il = £[*
(
p - P»)vFj + £[/( Q - Q") J-Ί. 

Les polynômes Ρ et Q sont donc remplacés par Ρ — Ρ" et Q — Q" 
qui sont, comme nous allons le voir, de degré moindre. En effet, les 
termes de Iy/ et Q", qui sont de degré ρ — m 

en χ et y sont P, et Q,, 

en χ et - sont P, et Q.,, 

en ~ et y sont P, et Q,, 

en - et - sont P. et Q.. 

Le degré des polynômes P et Q peut donc toujours être abaissé 
si H est de la forme (r-i3 /<?/·), de sorte que II peut toujours être 
ramené à la forme (*23 bis), c. r. η. 
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11 suffit donc de chercher si H peut se mettre sous la forme fa3 bis). 
Combien y a-t-il de polynômes H de degré q = ρ -h //i? 
11 ν en a 

(F + (fJ -+- 01=z(p (ρ -h m ■+■ i)*. 

Combien y a-t-il de polynômes Ρ de degré pi}. 
Il y en a 

p*-h(p~l· i)2, 

et autant de polynômes Q, de sorte qu'il y a 

ίp* -f- 2 (p -h ι f 

expressions de la forme (a3 bis). Mais toutes ces expressions ne sont 
pas distinctes, parce qu'il peut y avoir des polynômes Ρ et Q, tels que 

u(>) VF)-hjpO'QvF) = ". 

( \îtlc équation exprime que 

j (yQ\Vdi - zP \jVdy) 

est une intégrale de différentielle totale. Cette intégrale, d'après ce 
que nous avons vu, ne peut être transcendante; et, en raisonnant 
connue nous l avons fait plus haut, on verrait qu'elle doit être de la 
forme 

,tySF% 

S étant un polynome entier en x, y, - > -♦ On aura donc 

(27) Q = SF + x dS dx F + 3 2 ( ~ y dy " 32y dF dy S. 

Ces équations montrent que S doit être de degré ρ — m. Si, en 
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diet, S était de degré 
h >/> — /M, 

il contiendrait un ensemble de termes homogènes de degré h en χ et y 
que j'appellerais S, (et je définirais de même, comme plus haut, S

2
, 

S,, S., ). Les termes de degré h 4- m devant disparaître dans le second 
membre de (27), on aurait 

ο- ^i+'^i+î'îSn 

0 = - Sf"l i/Si II 3 rfF | π 

ou 

^(.ryS.F^o, ^(ayS,Fp = o, 

d'où S, = o. 
On démontrerait de même que S2, S

3
 et S, sont nuls. 

Donc S est de degré p — m, et il y a autant de relations (2b) que 
de polynômes de degré ρ — m, c'est-à-dire 

(p — m)3 -h(p — m -f- i)2. 

Combien y a-t-il alors de polynômes II distincts non susceptibles 
d'être mis sous la forme ('i3). Il y en a 

(p 4- m)3 4- (p 4- m 4-1)2 — ip3 — i{p 4- f)2 

4- (ρ — m)3 4- (p — M 4- I )2, 

c'est-à-dire /\m2. 
Dans le cas de la fonction perturbatrice, on a 

m — 2, \m3 = 1 b. 

Ainsi les coefficients du développement de la fonction perturba-
trice suivant les cosinus et sinus des multiples des anomalies excen-
triques sont des fonctions transcendantes des cléments. Mais ces 
fondions transcendantes dépendent au plus de i(3 transcendantes 
distinctes. 
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Cas des excentricités nulles. 

Alors, nous l'avons vu, le polynome F conlicnt des termes en 

·*/» *> y, y'* *rly, xy~\x-1 y-1. 

J'entendrai désormais, sauf avis contraire, par polynome de degré ρ 
lout polynome où, dans chaque terme, l'exposant de r, non plus que 
celui dey, n'excède jamais ρ en valeur absolue. 

En ce sens, F est un polynome de degré i. Je généraliserai en sup-
posant que F est un polynome de degré m. 

Soit II un polynome de degré y; il s'agit de savoir s'il peut se 
mettre sous la forme (23). Je dirai encore que le polynome est de la 
forme (23 bin) si le degré ρ des polynômes Ρ et Q (le mot dogré est 
entendu au sens nouveau que je lui donne) est égal à y — et de la 
forme (231er) s'il est plus grand que y — m. 

Je me propose encore d'établir que tout polynome de la l'orme 
(23 ter) est aussi de la forme (.23 bis). 

Adoptant des notations analogues à celles du paragraphe précédent, 
je désigne 

par P, l'ensemble des termes de Ρ de degré ρ par rapport à .r, 

Ρ 2 » Ρ » ρ » >\ 

Ρ, >· Ρ » Ρ » y 

Ρ, » Ρ » ρ » -
γ

; 

par Q, » Q » ρ » ./·, 

Q* » Q » Ρ » y, 

Q, » Q » ρ » y 

Q4 » Q » ρ » y> 
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par F, l'ensemble des termes de F de degré m par rapport à x, 

F
2
 » F » m » y, 

F, » F » m »1 x, 

F, » F » m »1 y, 

Je désignerai toujours par P
l2

 le terme commun à P, et à P
2

, qui 
est alors un terme en x*yp, et je définirai de même Q

lt
, ..F

<2
, — 

Nous retrouverons alors l'équation (24) qui montre que 

/Q, ^F.cfo —a?P, y/V
t
dy = cTÎ

i 

est une difTérenticlle exacte. Si nous observons que par définition P,, 
Q, et F, sont égaux à xp ou à xm multipliés par une fonction de y, 
nous voyons que T, doit être égal à 

x p+1+m3 

multiplié par une fonction de/, c'est-à-dire que 

{ρ +1 + 7)
Ti

 = v
,F

-

Kn égalant les deux valeurs de on trouve 

-(/» + ' + ") P'F· + Q.p. + îq.dF1 dy, 

ce qui montre que Q, est divisible par F, ^si, comme nous le suppo-

sons, b, est premier avec y~^J ' 

Nous pourrons alors poser 

T^xyStf, 
Journ. de Math. (5· strie), tome III. — Fasc. Ill, 1897. H 
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S, étant égal à xp~'" multiplié par un polynomc d'ordre ρ — m en y 

et -· Nous trouverons de mémo 
y 

yQ* \l^
2
dx — rV

a
 \f\T

2
dy = dT.

2
, 

el 

(p + 1 + m 2) t2 = -xyP2 VF2; 

on démontrerait de la même façon que 

T^x/Sj FJ, 

Sa étant égal à yP~m multiplié par un polynomc d'ordre ρ — m en .ι-

οί Mais S, et S.2 ont tous deux un terme en j'appelle S,a 

celui de S, et SJt celui de Sa. Je disque S
ia

= S
al

. 
En ciïct, nous avons 

(ρ + 1-4- S,F, - q„ (ρ + 1 + s) S, F, = - P„ 

d'où 

(/»+«+") S,
a
Fii= Q„, (ρ +1 + £) S,,K„ = - P„. 

Ce qu'il faut donc démontrer, c'est que 

F12"+" Q»3= °· 

Mais si dans l'équation 

^(xP.i/FD + ^CyQ.i/F^o, 

on conserve seulement les termes en xP+™yP·*™^
 0n trouve précisémenl 

Fa +· Qia == °· 

On définirait de mcme S
;
, el S*, et l'on verrait comme plus haut 

que S,, = S,,, etc. 
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Il existe donc un polynome S d'ordre ρ — m dont les termes de 

degré ρ — m en en y, en -> en -> sont respectivement S,, S
a

, S
:
, 

et S,, de telle façon que 

>-Q'vF."= s^
S
'
F

')· ··" 

Le reste du raisonnement se poursuivrait comme dans les paragra-
phes précédents et l'on verrait que tout polynome de la forme 
(23 1er) peut se ramener à la forme (23 bis). 

11 suffit donc de rechercher si II peut être mis sous la forme (23 bis). 
Or combien y a-t-il de polynômes H de degré q = ρ -h m ? Il y en a 

(2q H- ι)2 = (2ρ -h un -+- i)a. 

11 y a (2ρ -f- ι)2 polynômes Ρ de degré/? et autant de polynômes Q, 
et par conséquent 

i(ip -h i)a 

expressions (23). Combien entre ces expressions y a-t-il d'équa-
tions (2G)"? 

Si 

j (7Q — .rP v'F dy) 

est une intégrale de différentielle totale, cette intégrale ne peut être 
transcendante et doit être de la forme 

*ySFS, 

S étant un polynome en r, y, y 

Les équations (27) qui sont encore valables montreraient que S est 
de degré ρ — m; car si S était de degré h >/)—m, en écrivant que 
les termes en .tA+m disparaissent du second membre de (27), on trou-
verait 

d dx (xy S1 F132) = 0, d dy (xy S1 F321) = 0, 
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on appelant S, l'ensemble des termes de S en x*. On aurait donc 
S, = o, et Ton verrait de même que les termes de S en /*, en xrh et 
en/4 doivent disparaître. 

Il y a donc autant de relations (26) que de polynômes de degré 
ρ — m, c'est-à-dire 

(2ρ — un H- i)2. 

Combien alors de polynômes II non réductibles à la forme (a'I)? Il 
ν en a 

(ip -h 2tn -h 1 )a — '4(20 -H i)2 -4- ( ip — 'KM -h i)J. 

Cela fait 8m2. 
Dans le cas de la fonction perturbatrice /// = 1. 
Il y a donc au plus huit transcendantes distinctes. 

Influence de la symétrie. 

Ce nombre peut encore être abaissé. Nous avons vu, en elTet, que 
le polynome F ne change pas quand on change χ en y, ni quand on 

change χ et/ en - et - · Nous 11e nous servirons que de la première de 

ces deux symétries. 
Ainsi F est un polynome symétrique en χ et /. 
Soit alors II un polynome symétrique en œ et /. 
Si nous avons 

i = ^(xrvP) + ^(rQv'P), 

je puis supposer que les polynômes V et Q se changent l'un dans 
l'autre quand on change χ cl/. 

Si en effet il n'en était pas ainsi, en permutant ./· et/, on trouve-
rait 

IL = d Γ-ci FP(ir,j) + (^r,'g) + — \y i F (Ilf: ΑΐΙΙ^Ί, y/F «te L * 

d'où 

IL = d Γ-ci FP(ir,j) + (^r,'g) + — \y i F (Ilf: ΑΐΙΙ^Ί, y/F «te L * .J <h L V * J ' 
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cl il est clair que les deux polynômes 

P (x, y) + Q(y ,x), Q(x, y) + P( y, x) 2 2 

(qui remplacent Ρ et Q) se permutent quand on change χ et/. 
Pour chercher combien il nous restera de transcendantes distinctes, 

il suffit de chercher combien il y a de polynômes II symétriques non 
susceptibles d'etre mis sous la forme (23). 

D'après ce qui précède, il suffit de chercher combien il y en a qui 
ne peuvent se mettre sous la forme (23 bis), les polynômes Ρ et Q se 
permutant quand on change χ en/. C'est ce que j'appellerai mettre II 
sous la forme (23 quater). 

Il y a 
(2q -H \){q 4- I) = (2ρ 4- 2m 4- \){p 4- m 4-1) 

polynômes II symétriques de degré q. 
Il y a (ap 4- i)a polynômes Ρ (a?,/) de degré p. A chacun d'eux 

correspond le polynome 

<!(■'■, y) = i'(.r, ■<·)· 

Il y a donc (2 ρ 4-1 y expressions (23 quater)', mais toutes ne sont 
pas distinctes, car on peut avoir entre elles des relations de la forme 

(»GMr) ^(.a'
v
P)+ J(7Q

N
/F) = O, 

d'où 

V F (/Q dx — xV dy) = d (SFa). 

Si l'on change χ en/, le premier membre change de signe; donc S F* 
change de signe, et comme F ne change pas, S change de signe. 

Il y aura donc autant de relations (26 bis) que de polynômes S de 
degré ρ — m qui changent de signe quand on change χ en /, e'esl-
à-dirc 

(A/> 4- 2M 4- R)(P — M). 
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U nombre des polynômes II symétriques non susceptibles d'être mis 
sous la forme (23) est donc 

(*2/) + 2W + l)(/> + /» + l) - (2J0 + l)* + (2j5 - 2/n + !)(/? - /«)i 

c'est-à-dire 

4 m8 4-2 m. 

Ici m = ι ; donc 4 m* 4-2 m = 6. 
Ainsi, si les deux orbites sont circulaires et les deux ex cen tri ci lés 

nulles et si l'on développe la fonction perturbatrice suivant les sinus 
et cosinus des multiples des anomalies excentriques qui se confondent 
alors avec les anomalies moyennes, les coefficients sont des fonctions 
transcendantes des éléments; mais ils dépendent au plus de six 
transcendantes distinctes. 

Tenons compte maintenant de la double symétrie du polynôme F; 
il ne change pas, ni quand on permute χ et y, ni quand on change 

χ en - et y en — · 

Pour que ces deux changements n'allèrent pas l'intégrale double 

JJ 'H dx dy VF 

il faut et il suffit qu'ils n'altèrent pas non plus le polynome 

ll' = xyli. 

Si H' est un polynome présentant cette double symétrie, el si II pool 
se mettre sous la forme (23), nous aurons 

<*»> - 5%*) 
en posant 

P'=.*yP, Q' = ary Q. 

Si H' a celte double symétrie, on pourra toujours supposer que P' se 
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change en — Iv, cl que Q' se change en — Q' quand χ et y se chan-

gent en - et — » et, d'autre part, que P' se change en Q' et Q' en P', 

quand on permute χ et y. 
Cela se démontrerait comme plus haut. 
Le polynôme F est de degré m (je veux dire par là, comme plus haut, 

qu'il est de degré m par rapport à χ et d'une part; par rapport à y 

et - > d'autre part). 
Si P' et Q' sont d'ordre ρ, II' sera d'ordre q = p -h m. 
Il y a 

(q = 4- i)3 

polynômes II' de degré q présentant cette symétrie. 
Il y aura, d'autre part, 

2j>* +2 p 

polynômes P' de degré q se changeant en — P' quand χ et y se chan-
gent en ~ et A chaque polynome P' correspondra un polynôme 

Q'(«,/)= !"(/, x). 

11 y aura donc 2p2-h 2p expressions (28). Il reste à savoir s'il n'y a 
pas entre elles des relations de la forme 

<t «''v F , <i QVÇ _ n dx γ dy χ 

oïl 

Q'vi·'^ - 1»
 n

/F — = (/(S'F1), 
(Γοίι 

Q' = x(FdS dx + 3 2 dF dx S) 

l>'=-r(F f+ ;?S'). 

On voit que S sera un polynome d'ordre p — m \ ce polynome change 
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de signe quand on permute χ et / ; il ne change pas quand on change χ 
en et/en(1 y) 

11 y aura donc autant de relations analogues aux relations (26) qu'il 
y aura de polynômes S' de degré p — m présentant cette symétrie, 
c'est-à-dire 

(P -my. 

Le nombre de nos transcendantes distinctes est alors, d'après un cal-
cul que nous avons fait bien des fois, 

(p 4- m 4- ι)2— ip2 — 2p -h(p — m)2, 
c'est-à-dire 

2m2 4- 2m 4-1. 
Si /// = 1, on a 

•2m24- 2/71 4-1 = 5. 

Donc les coefficients du développement de la fonction perturba-
trice dépendent au plus de cinq transcendantes distinctes, quand 
les deux excentricités sont nulles. 

Relation avec la théorie des périodes des intégrales doubles· 

Il n'est peut-être pas inutile de dire comment j'ai été conduit à ces 
résultats. 

Les coefficients cherchés sont des périodes de l'intégrale double 

Γ Γ xnyh d.v dy J J ~?r~ ~r " 

Soit A
ak

 le coefficient en question; envisageons 1« fonction 

Φα,«)=ΣΑ„
4
*'ν= f ^ 

cl étudions ses variations quand on fait varier / cl a et, par conséquent, 
sa nature analytique. 
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Quand / décrira un contour fermé, les diverses périodes de l'inté-
grale double s'échangeront entre elles. Les nouvelles déterminations 
de Φ(/, u) seront donc des fonctions linéaires des anciennes. En 
d'autres termes, la fonction Φ(ί, u) considérée comme fonction de t 
satisfera à une équation différentielle linéaire dont les coefficients 
seront des fonctions uniformes. L'ordre de cette équation sera au 
plus N, si Ν est le nombre des périodes de l'intégrale double. 

De plus, la fonction sous le signe J j* étant algébrique, tout point 

singulier de Φ(1, u) sera un simple point singulier algébrique ou loga-
rithmique. Donc les coefficients de l'équation linéaire seront des fonc-
tions rationnelles. 

On arriverait au même résultat en considérant Φ (/, u) comme fonc-
tion de u; ou bien en supposant entre t et u une relation algébrique 
quelconque. 

En résumé, la fonction Φ(ί, u) et ses dérivées par rapport à t et 
à u satisfont à deux ou plusieurs équations linéaires dont les coeffi-
cients sont des fonctions rationnelles en / et en u. 

On peut même, en chassant les dénominateurs, supposer que les 
coefficients des équations linéaires sont des polynômes entiers en t et 
en u. 

Or, on sait que, si une fonction satisfait à une équation linéaire et 
si l'on connaît les premiers coefficients, tous les autres peuvent s'en 
déduire. 

Nous devions donc prévoir que tous les coefficients dépendraient 
d'un nombre fini de transcendantes distinctes. 

M. Féraud a présenté dernièrement à la Faculté des Sciences de 
Paris une Thèse où il se proposait d'étudier la valeur approchée des 
termes de degré élevé du développement en modifiant la méthode que 
j'ai exposée dans mon livre sur les Méthodes nouvelles de la Méca-
nique céleste. 

Il a introduit une fonction qui présente de grandes analogies avec 
celle que je viens d'appeler Φ(/, u) ; il montra en même temps le lien 
qu'il y avait entre l'étude de cette fonction et celle des périodes des 
intégrales doubles. 

Je fus ainsi conduit à penser à l'analogie étroite qu'il devait y 
Journ. de Math. (5* série), tome III. — Fasc. III, 1897. 35 
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avoir entre la théorie des périodes des intégrales doubles et celle des 
périodes des intégrales simples; je pensai en particulier au Mémoire 
de M. Fuchs, du Tome 83 An Journal de Crellef au sujet de l'équation 
linéaire à laquelle satisfont les périodes de l'intégrale elliptique. 11 est 
évident que l'intégrale 

J=r—- ^ t/_i (i — tx) — #*)(i — Λ-*) 

doit satisfaire à une équation analogue et que l'étude de cette équa-
tion conduirait immédiatement aux relations de récurrence bien con-
nues entre les coefficients b de Laplacc. 

Mais la théorie de ces coefficients de Laplacc n'est pas autre chose 
que celle du développement de la fonction perturbatrice, quand les 
deux excentricités et l'inclinaison sont nulles. 

On peut donc prévoir que le même procédé, appliqué aux intégrales 
doubles, donnera des relations de récurrence analogues entre les coef-
ficients du développement quand l'inclinaison n'est pas nulle. 

On remarquera également que la théorie qui remplit les pages pré-
cédentes est une généralisation toute naturelle de la réduction des 
intégrales hypcrelliptiqucs, réduction qui aboutit, comme 011 sait, à la 
distinction des intégrales de première, deuxième et troisième espèce. 

On peut donc entrevoir une relation entre le nombre des périodes 
et celui des intégrales de première cl de deuxième espèce, ainsi que 
cela a lieu pour les intégrales hypcrelliptiqucs et abéliennes. 

Ce n'est pas tout; reprenons le coefficient du développement qui est 
représenté par l'intégrale 

Ç Γ xayh ci χ dy J J y* 

Cette intégrale peut être regardée comme une fonction des coeffi-
cients de F (et par conséquent des éléments du mouvement elliptique). 
Mais quand ces coefficients varieront et après avoir décrit des contours 
fermés reviendront à leurs valeurs primitives, les périodes de l'inté-
grale double ne feront que s'échanger entre elles. C'est le même rai-
sonnement que plus haut et le résultat est le même ; notre intégrale, 
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considérée comme fonction de Tun des éléments elliptiques, satisfera 
à une équation linéaire à coefficients rationnels. 

Tout ce que nous venons de dire s'applique aux développements 
procédant suivant les anomalies excentriques. Passons au cas des 
développements procédant suivant les anomalies moyennes. 

Un coefficient quelconque sera donné par l'intégrale 

(1) J = xayb VF e (1 2 + 1 x + 2 2x2) dxdy, 

e désigne la base des logarithmes népériens, ε et i les deux excentri-
cités. C'est la présence du facteur transcendant 

e n2 2(*"î) 7v r) 

qui empêche que les résultats précédents soient immédiatement appli-
cables. C'est ce que j'appellerai le facteur exponentiel. 

Nous voyons que les deux entiers a et b figurent, d'une part, dans 
le facteur afy* et, d'autre part, dans le facteur exponentiel; d'autre 
part, les deux excentricités ε el i figurent dans le facteur exponentiel 
et en dehors de ce facteur. 

Si nous posons 
as bt , •2 2 ^ ' 

le facteur exponentiel devient 

c tx-t x + ty - t y 

et si nous considérons τ, τ', ε, ε', a, b comme des variables indépen-
dantes, ce qui ne fait qu'étendre la généralité, τ et τ' n'entrent que 
dans le facteur exponentiel, et, au contraire, ε, ε', a et b ne figurent 
qu'en dehors de ce facteur. 

Cette convention simplifiera l'énoncé des résultats. 
On sait que si l'on pose 

u = JeKxf(x) dx
: 
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et si f(x) satisfait à une équation différentielle de la forme 

ΣΑχηζ£=°< 

la fonction u satisfera à l'équation conjuguée 

E (-1)mAdm dzm (zk u) = 0, 

pourvu que le chemin d'intégration soit convenablement choisi, et en 
particulier si l'intégrale définie u est une période de l'intégrale indé-
finie. 

Soit de même V une période de l'intégrale double 

V = J j*s*x+U3f(x, y)dxdy. 

Si la fonction f(x, y) satisfait à une ou plusieurs équations linéaires 
de la forme 

(2) EAxayB dm+n f dxm dyn = 0, 

la période V satisfera aux équations correspondantes 

(3) EA (-1) a+B(Vzm un)dza duB = 0. 

Or, si f est une fonction algébrique quelconque de χ et clc y
K
f sa-

tisfera à deux équations linéaires à coefficients rationnels en χ et y. 
Donc V satisfera de même à deux équations linéaires à coefficients 
rationnels en ζ et u. 

Cela peut d'abord s'appliquer à la recherche des relations de récur-

rence entre les coefficients du développement de recherche qui 

nous a occupés dans les paragraphes précédents. 

En effet, la fonction étant algébrique, l'intégrale 

V = J*j'e****3 dxdy 
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satisfera à deux équations analogues à (3). De ces équations il est 
aisé de déduire des relations de récurrence entre les coefficients du 
développement de Y suivant les puissances de s*ub. Or le coefficient de 

zaub 

a\b\ 
est précisément l'intégrale 

xayb dx dy VF, 

c'est-à-dire l'un des coefficients du développement cherché de -4· 

D'autre part, posons 

x - 1 x = E, y - 1 y = n, 

fintégrale (1) pourra s'écrire 

J=j/>·+">Φ(ξ,η)</ξΛη; 

Φ(ξ,η) est une fonction algébrique de ξ et de η. Donc J, considéré 
comme fonction de τ et de τ', satisfait à deux équations delà forme (3). 

Mais on peut encore mettre l'intégrale J sous une autre forme 011 le 
même résultat apparaîtra d'une façon non moins évidente. L'inté-
grale J peut être regardée comme un cas particulier de la suivante 

SS etx-t1 x + ty - ti y(x,y) dx dy VF, 

ou y) est une fonction rationnelle de χ et dey et où τ, τ,, τ', τ, 
sont regardées comme des variables indépendantes entre elles, et indé-
pendantes également, d'après la convention faite plus haut, de ε et ε' 
qui continuent à figurer dans <p et dans F. 

On retrouve l'intégrale J en faisant 

τ = τ4, τ'=τ4. 
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Nous voyons ensuite qu'à un facteur constant près cette intégrale 
est une période de l'intégrale quadruple 

etx+ t1x1+ty+tiyi dx dy dx1 dy1 VF (x1 + 1 x)(y1 + 1 y) 

ou encore une période de l'intégrale quintuple 

fçTx+tfTf+vy+Îiyt ?dx dy dx\ dyt dz (z2F -)(x1 + 1 x) (y1 + 1 y) 

.le regarderai cette intégrale comme un cas particulier de la suivante 

Λτχ+Τι x,+ry+Tîyi+M3 <fd.v dy dxx dy t dz (*'F-')(*· +1 x) (y1 + 1 y) 

L'intégrale se trouve ainsi mise sous la forme convenable. Sous le 
signe J nous avons le produit d'un facteur exponentiel et d'une fonc-
tion algébrique (et même rationnelle) des cinq variables χ, y, x

i9 

y n *>· 
Donc l'intégrale considérée comme fonction de τ, τ

η
 τ', τ', et u 

satisfera à cinq équations différentielles linéaires à coefficients ration-
nels. 

Toutes les dérivées partielles des différents ordres de cette intégrale 
par rapport à τ, τ,, τ', et u peuvent s'exprimer linéairement à l'aide 
d'un nombre fini d'entre elles; et cela par le moyen de ces cinq équa-
tions différentielles et de celles qu'on en déduit par diifércndation (je 
reviendrai tout à l'heure sur ce point). 

Donc, si nous considérons les intégrales 

O) /> g"/*';·/;·.-, (z2F- 1) (x1 + 1 x) (y1 + 1 y) 

où H = ix -h τ,#, H- l'y -h t\y
K
 -+· uz et où a, b, c, a,, b

K
 sont des 
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entiers, toutes ces intégrales peuvent s'exprimer à l'aide d'un nombre 
fini d'entre elles. 

Reprenons maintenant l'intégrale (4). Nous venons de la considérer 
comme fonction des τ et de m; mais nous regarderons maintenant u et 
les τ comme des constantes et nous ferons varier les éléments ellipti-
ques (et entre autres ε et ε') dont dépend la partie rationnelle de la 

fonction sous le signe j"· 

La dérivée de J par rapport à l'un de ces éléments, ou une dérivée 
partielle d'ordre quelconque de J par rapport à ces divers cléments, 
sera de la forme 

(6) en dx dy (VF)K P, 

où <?u représente le facteur exponentiel et où Ρ est un polynome en jt, 

y, 1 x et 1 y. 

De même que l'intégrale (1) a été ramenée à l'intégrale (4), de 
même cette intégrale (G) se ramènerait à une combinaison d'intégrales 
de la forme (5). 

Donc les diverses dérivées partielles de J peuvent s'exprimer à l'aide 
d'un nombre fini d'entre elles. 

Un dernier point que j'avais réservé reste à examiner. Soit l'inté-
grale double 

(7) } j J J rtx*Uï+vzX\(x,y,z)dxdydz, 

011 R est rationnel en x, y et z; je dis que les dérivées partielles de J 
par rapport à t, à u et à ν peuvent s'exprimer à l'aide d'un nombre fini 
d'entre elles. 

J'ai énoncé plus haut cette propriété, sans la démontrer, en ce qui 
concerne l'intégrale (4); établie pour l'intégrale triple (7), elle s'éten-
drait évidemment à l'intégrale quintuple (4). Soit 

R = P Q, 

Ρ et Q étant des polynômes. 
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R satisfera aux équations différentielles 

pQi=R(Q^-p§)· 

pQ$ = R(Qf-pf> 
(q£_

p
m _£/Q£_p£N 

£R dh rfR 
dx dy dz 

dP dP dPdx dy dz °* = 0. 

f/Q dQ dQ 
dx dy dz 

Cherchons à former les équations correspondantes auxquelles satis-
fait .1 et qui se déduisent des premières comme l'équation (3) se déduit 
de l'équation (2). 

A chaque polynome en s correspondra un opérateur. 
Au polynome 

2 A af'yzP 

correspond l'opérateur 

2A(-r-a^· 
Soit 

Δ, Λ„ Δ3, D,, D
2
, D

:
, 

les opérateurs qui correspondent aux polynômes 

PQ, S, = Q^-P§, S, =
 Q

g_rg, 

rp _ dP dQ _ ^Q rp afP rfQ rfP î/Q1 dy dz dz dy* 2 dz dx dx dz ' 

T3 = dP dQ - dP dQ dx dy dy dx 



sun LES PÉRIODES DES INTÉGRALES DOUBLES. 270 

Alors les équations auxquelles satisfait J s'écriront 

(8) A(M)=A,J, ] Δ(wJ) = AaJ, [ D, (/J) 4- Da(wJ) 4- l)j(rJ) = o. 

Pour démontrer que toutes les dérivées de J d'ordre suffisamment 
élevé peuvent s'exprimer à l'aide des dérivées d'ordre moindre, il suf-
fira de montrer qu'une combinaison linéaire quelconque des dérivées 
d'ordre M peut être regardée comme obtenue de la façon suivante. 

Parmi les équations que l'on peut déduire des équations (8), par 
differentiation, distinguons celles qui sont d'ordre M. 

Soient 
11, = 0, lL = o, ..., HK = o 

ces équations. Soient H,, II!,, ..., H'
K
 les termes de II,, H„ ..., II

k 

qui contiennent des dérivées d'ordre M. 
Je dis que toute combinaison linéaire des dérivées d'ordre M de la 

fonction J pourra se mettre sous la forme 

β,II, -h .-h Hk, 

les 3 étant des fonctions de /, u
y
 v. 

Les termes de l'ordre le plus élevé des équations (8) sont 

/A'J, «A'J, mA',J —/AaJ, 
/D;J + «D;j-hcD;j, 

où A', A',, A'
a

, D',, D
a
, D'3 représentent les opérateurs obtenus en con-

servant les dérivées de l'ordre le plus élevé dans les opérateurs Δ, 
A

n
 ... ; ils correspondent respectivement aux polynômes P'Q', S',, Sj, 

T|, Τ!,, T'
s
 obtenus en conservant dans les polynômes PQ, S,, S

a
, T, 

T
2
, T

3
 les termes du degré le plus élevé. 

Dans une équation d'ordre M obtenue en différentiant et combinant 
Journ. de Math. (5* série), tome III. — Faso. Ill, 189-3. 36 



276 H. POINCARÉ. — SUR LES PÉRIObES DES INTÉGRALES DOIRLES. 

les équations (8), les termes d'ordre M seront de la forme 

(9) ( p,/n,A'J + pa(iiaaA;j-fDaA;j) ( -H J ■+· //D3Da J ·+· ί-'Ο,Ι),.! ), 

où β,, β
3

, β, sont des fonctions, Da, d
3
 des operateurs quel-

conques. 
Ce qu'il s'agit de démontrer, c'est que toute combinaison des déri-

vées d'ordre M peut se mettre sous la forme (<j), ou, ce qui revient au 
même, que tout polynôme homogène d'ordre M en x

y
y cl ζ peut se 

mettre sous la forme 

βι'1* Q'V,-+- β3
\

 3
(aS, — β,\

3
(*Τ, wT

a
-H vT

n
), 

où V,, V;,, Y, sont des polynômes arbitraires correspondant aux opé-
rateurs1, 2, 3. 

Or, pour cela, il suffit que les trois polynômes 

P ÎV, «s; - /s;, /τ; ■+■ +1 τ;, 

ne puissent s'annuler à la fois. 
C'est justement ce qui a lieu quand on attribue des valeurs quel-

conques aux trois indéterminées u et r et quand les polynômes l* 
et Q sont les plus généraux de leur degré. 

Le théorème démontré quand les polynômes 1* et Q sont les plus 
généraux de leur degré sera vrai (et pourrait se démontrer par pas-

sage à la limite) pour des polynômes quelconques. 


