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LE RÉSULTANT DE TROIS FORMES TERNAIRES QUADRATIQUES. tg5 

Le résultant de trois formes ternaires quadratiques; 

PAR M. PACI GORDAX 

Soienl données trois formes ternaires 

fi fi » f* 

et m, η, ρ leurs degrés dans les variables .r; le résultant H est une 
fonction entière des coefficients, qui a les degrés np, mp, mn. 

Soient 
m*,j w«,Î ···? u*

af 

les points d'intersection de /, et on sait que le résultant U a la 
valeur 

R =/(«.)/(«>) ···/(«../.)· 

Dans cette expression de R, les coefficients de /entrent rationnel-
lement; les coefficients de/, et/

2
 y figurent implicitement dans les a: 

il s'agit de la transformer de manière que les coefficients de/, et de/
s 

paraissent aussi rationnellement. 
Pour résoudre cette question, je me sers du théorème de récipro-

cité de M. Hermite. 
Je commence en établissant le système de / et en formant les pro-

duits symboliques 
L I 5 · · ·} 1 ρ» 
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qui sont les c ο variant s et invariants, etc., asyzygétiqucs de /, qui ont 
dans les coefficients le degré np. 

Dans ces produits, je remplace les symboles a, b, c, ... de / par 
les coefficients α,, aa,..., anp

 et les variables x, u par les variables M, X. 

Dans les produits, qui résultent, je permute les indices i, 2, ..., np 
et fais l'addition. De cette manière, on obtient des covarianls, inva-
riants, etc., Q simultanés et symétriques des formes linéaires a. 

Les formes P, qui ont les degrés λ et p. dans les variables χ et u, 
vont être combinées avec les formes Q, qui ont les degrés α et λ, de 
manière que l'on obtienne des invariants U, 

U., ..., u,. 

Le résultant H peut alors être représenté par un agrégat, 

H — C| U, -H E^U., -F- ... -+- LJ^, 

où les c sont des coefficients numériques. 
Les produits Ο sont des covariants, invariants, etc., simultanés 

(combinants et semicombinants)des formes/, et/.,; un grand nombre 
peuvent être remplacés par les covariants, invariants, etc., de la forme 

l = ua1, u a1 u anp 
Dans le cas 

h — ρ — 2 et ///^>3; 

ce fait a lieu pour tous les Q et dans le cas 

u — ρ = ί et m = 2 ou 3, 

il a lieu pour tous les Q, excepté une forme. 
Pour calculer les coefficients numériques c, ou peut remplacer les 

formes/, /,, /a
 par des formes spéciales. Il est avantageux de rem-

placer la forme/par le produit de m formes linéaires. 
Pour donner un exemple de nos procédés, je veux calculer de celte 

manière le résultant de trois formes ternaires quadratiques. 
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1. — Les combinaisons (IVJ). 

Le resultant U des formes 

/=<= κ = ci = «ç, /, = /·; = /,=«· = <
f 

est un invariant simultané de ces formes, qui a le degré \ dans leurs 
coefficients. 

Les trois formes ont les systèmes 

/, (abu)2= A, "J=D, 

/„ (rr
t
uy= R, /'Ï=D, 

f2 (ss,u)2 = S s2 8 = D3, 

il faul les combiner. 
Soient 

'V "«,>uai, ua 

les points d'intersection de/, ct/
2

. 
Il a la valeur 

(i) R = <'«<; 

il faut le transformer pour que les coefficients de /, f.
x
 y entrent 

rationnellement. 
Les produits symboliques asyzygétiqucs, qui sont invariants, etc. 

de / et qui ont le degré \ dans ses coefficients, sont 

1\ = a'J
v
b*c;.di, l)j = (abu)'Jc*d·;, 

Ρ
3
 = (abu)*(ctlu)2, P4 = (α/)<·)2 d*. 

On en déduit les formes simultanées symétriques des quatre formes 
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linéaires oc : 

·λ = <«< 1 
Q2 = <>., = 0, *3-0' («a «>X)' + (*l *» *)' (*J *4 *)* + Ol «.·'·)'(*» *> x)2, 

+ («««»*)'«+ («»*.*)'<< + (*>*I·«)'< <. 
<>., = 0, *3-0' («a «>X)' + (*l *» *)' (*J *4 *)* + Ol «.·'·)'(*» *> x)2, 

Ql - («ι «.ι «i)" < + («l < + (*i *1*1 )' «1 + («I «a «»)' <· 

Loinmc le résullanl est un invariant simultané de / et des formes li-
néaires a, il est un agrégat des combinaisons (les Ρ et Q, 

(2) H = <·,(!> „ +e,(l»„ Q.X:'; + c>(l>,, U,v··' + r,(I»„ Ο,va) 

les r. y sont des cocfiieicnls numériques. 
Il y a deux opérations à exécuter : 
i° 11 faut transformer les Q, pour qu'ils contiennent les coefficients 

de/, et/a rationnellement; 
·-»'· Il faut calculer les coefficients numériques c. 

II. — Transformation des p. 

Les Q sont invariants, covariants, etc. (combinants) de /, el f, ; ils 
peuvent être exprimés en fonctions entières des formes du système 
simultané. 

Ce système a entre autres formes celles-ci : 

( ν su )a = T, s'i=D
{

, r; = IX, 

r = HS — Ta, - = (TTx)a. 

R I) 1), 

jj. = Τ D, D
2
 . 

S Da D
:
, 

Les formes r et μ ont, à un facteur constant près, qui peut être sup-
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prime, les valeurs 

v— 11
Λ{

Ιί
Λ:

11
Λι

ΙΙ
Λ
^ |A — Qf 

La dernière formule peut être démontrée par le fait que Q, est du 
degré 2 dans les variables u et par les formules 

(''jQOo'îi—: (*»Q»)«,a —0. 

La forme Q, a la valeur 

Q. = fe-

west un covariant simultané des formes linéaires a; les covariauts et 
invariants de ν le sont aussi. (νν

χ
χ)*ulul

x
 est un agrégat de Q2 et 

Qiwï>ct est, à un facteur constant près, Q,. 
Il est donc permis de remplacer dans la formule (2) les formes Q 

par 
e-, (ΓΓ,.Χ·)2//,!//*, (ayr)1, [A. 

De cette manière, nous arrivons à un agrégat de combinaisons; en 
remplaçant chacune d'elles par un produit symbolique équivalent, la 
valeur de 11 devient 

Ο) H = c
t
(al [)·.)'-h ̂ {abrvj alb\ 4-c

;l
(aW,) (cdyrj -+-e,AaJ. 

Voilà une formule dans laquelle les coefficients de toutes les trois 
formes entrent rationnellement. 

11 reste à calculer les coefficients numériques c, en introduisant pour 
/, /,, f., des formes spéciales. 

Pour trouver c,, c3, c,, nous choisissons pour/ le produit de deux 
facteurs linéaires, et pour trouver c4 nous prenons pour / la forme 
/;;h- \g\ et pour /, et /, des formes dont les invariants satisfont aux 
relations 

D = D
;l
=i, D, = D3 = O. 

Journ. de Math. (5· série), tome III. — Faso, II, 1897. 26 
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III. — Calcul de cu cu <?,. 

Un posa η L / = p
m
q

x%
 on a Λ = — ^(pqu)'1, Δ = o, 

plql — c,(plqiy-\cXpqevl) p,.?,p..,?,, + {e,(pqw,) , 

cl en comparant les coefficients des termesplqli(plp^ql,q
v
)i (PÎtf·)*: 

Je, = i, C, 4-2C,= 0, c, + c
2
 + Je, = o, 

e, = 2, c3 = 4, e, — ι. 

\λ\ formule (3) devient 

(4 ) H = (alhi)'1 — 4 ( abir, ) clrf2
 4- 2(«/ην, ) (cefcc, ) -hc1Aa2u. 

IV. — Calcul de cv 

/=/·;4-λ#ϊ, 1) = D, = ι, D, = D, = o. 

En comparant le coefficient de λ, on a 

(5) Ι » = >Îgl-rÎ't·- *Vvirg) Ι'ΐΊί;— l{)2''ÎA'Î, ·+- 2 ((V, «)'(«·,/·»') +-Jc,é'îi 

nous voulons calculer les valeurs de ces produits symboliques. Parlant 
des formules générales 

3(KR, *)* = /; Dr, 3(KT./;)a= 3D,/· 4- D.v, 

3< SS, ./;)* = 41 ),·ν, 3(STx')2 = 1),/· 4- .31), v, 

D,/· 4- D,.v = J(USxy 4- (Π»2, (ΪΤ,,ι;)2 = -, 

U I) I), 
c = RS-T2, Τ 1), D,. , 

S Γ), I), 
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on trouve dans notre cas 

l'a — 'τ — *vH — ,s'T — {* — ^ 1 
(hk,*)·»·#·, (\vr.*;)*= (STx'/ = i/S 

( ss, xy = ; A·, ( 11s./-)2= — 2^, 

(*'/·«)"=-JS, #î=«, A'î=«>» A'ï=-ïï< 
(TT

f
T

3
)9= -(gg ,u)2 = - 2 0 T, 

//," rÛ = J It v'i -h J SrJ — Tiï -+- ( χκνγ, t'I ni = J S. A ; w; = T, II, 

frîit't. = - ,yr, /·;*;=5, /·;^ί = <>, /îî/·?,.,(w,^)a=^«, 

r2 g2(vv,x)2 = -îÎà'N (VH./;)a(uS./;;a=-· - £/·#, 

'*X, («·<<,/#) = - /ί/£(·ν, U
 )

a
 = - ·ί*' 

(ιν,Η^ιν,/·#) =~Ί^. 

Κη introduisant ces valeurs dans la formule (5), on trouve 

« = ÏH + »', "H7, +><'" *.= & 

cl la formule ( ,'|) devient 

((>) Il = (a'lh'l)- — f\ (iv
t
ab) ct'lb\-\- w

%
αΙ>) (w\cff) -bJlîAf/u. 


