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Le résultant de trois formes ternaires quadratiques;

Par M. Pave GORDAN.

Soient données trois formes ternaires

f’ fl’ f!

cl i, n, p leurs degrés dans les variables x; le résultant R est unc
fonction enti¢re des coefficients, qui a les degrés np, mp, mn.
Soient

Ugy Ugy Ugy oeny Uy,

les points d’intersection de f, et f,; on sait que le résultant R a la

valeur
R=f(a) f(a)... ()

Dans cette expression de R, les coefficients de f entrent rationnel-
lement; les coefficients de f, et £, y figurent implicitement dans les «:
il s’agit de la transformer de maniére que les coefficients de f, ct de /.,
paraissent aussi rationnellement.

Pour résoudre cette question, je me sers du théoréme de récipro-
cité de M. Hermite.

Je commence en établissant le systéme de f et en formant les pro-
duits symboliques
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(qui sont les covariants et invariants, etc., asyzygétiques de f, qui ont
dans les coefficients le degré rp.

Dans ces produits, je remplace les symboles a, b, ¢, ... de f par
les coefficients &,, «,, . .., a,, et les variables «, & parles variables u, «.
Dans les produits, qui résultent, je permute les indices 1, 2, ..., np
et fais 'addition. De cette maniére, on obtient des covariants, inva-
riants, ctc., Q simultands et symétriques des formes linéaires a.

Les formes P, qui ont les degrés A et i dans les variables & ct «,
vont {tre combinées avece les formes Q, qqui ont les degrés w et A, de
manicre que 'on obtienne des invariants U,

u, U, .. U,.

Le résultant R peut alors étre représenté par un agrégat,
R=¢U,+¢c,U,+...+ .U,

ot les ¢ sont des cocfficients numériques.

Les produits () sont des covariants, invariants, ete., simullanés
(combinants ct semicombinants) des formes /£, et f,; un grand nombre
peuvent étre remplacés par les covariants, invariants, ete.. de la forme

O Uy Uy Uy,
Dans le cas
n=p=2 ct m _>3;

ce fait a licu pour tous les Q et dans le cas

n =

t

et m =2 ou 3,

~

il a licu pour tous les Q, excepté une forme.

Pour calculer les cocfficients numériques ¢, on peut remplacer les
formes f, f,, [ par des formes spéciales. Il est avantageux de rem-
placer la forme / par le produit de m formes lincaires.

PPour donner un exemple de nos procédés, je veux calculer de cette

!
manicre le résultant de trois formes ternaires quadratiques.
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1. — Les combinaisons (P, ).
L.e résultant R des formes
S=a=b=c=d,, [fi=r=r, fi=sa=s,

est un invariant simultané de ces formes, (ui a le degré § dans leurs
cocfficients.
Les trois formes ont les systémes

/s (abu)*= A, a;=D,
Sos (rryu)*=R, ri=D,
Sas (ss,u)? =8, sz=D,:

il faut les combiner.
Soient
Ugs Uyy gy Uy

les points d’intersection de f, et f,.
R ala valeur

PR YR IR
(1) R = a; g, ci ds,;
il faut le transformer pour que les coefficients de f, fy, f, y entrent
ationnellement.

Les produits symboliques asyzygétiques, qui sonl invarianls, ete.
de f et qui ont le degré 4 dans ses cocfficients, sont

P, =abicid?, P,=(abu)cid:,

P, = (abu)?*(cdu)?, P, =(abe)* d;.

On cn déduit les formes simultanées symétriques des quatre formes
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linéaires « :

Q= uj ug u; uy
Qu=(a,0ax) ug ty + (%, %) ez vy + (o, 0,7)2 0l ul,
+ (e x) Uy uy + (%2, ) 0y vy 4+ (2, %,0)2 0} U,
Qu=(,2,.0)% (% 0,.£)° + (2, 2, 2)* (2,2, ) + (2,2,.0) (2,2, 2)?,

Q== (220, ) uy + (o 2g0y ) st + (2, 2,2, )ty + (20,8, )2 005 .

Comme le résultant est un invariant simultané de /et des formes li-
néaires @, il est un agrégat des combinaisons des I et

(2) R= cl([’n (‘)n,\)u.a +C,(P,, Qa :‘: +Cn(l):n Q)"+ "'.(Pn Q;)u.zv

les ¢ y sont des cocfficients numérigues.

Il y a deux opérations & exécuter :

1° 11 faut transformer les Q, pour qu’ils contiennent les coefficients
de f, et £, rationnellement;;

2* 11 faut calculer les coefficients numériques ¢.

II. — Transformation des ().

Les ( sont invariants, covariants, cte, (combinants) de £, et f,: ils
pcuvent éire exprimés en fonctions enti¢res des formes du systéme
simultanc.

Ce systéme a entre autres formes celles-ci :

()'.?(l)2 = T, S;': = 1)., I‘_;’; = D._..
c=RS - T, g=(1TTx)?,

R D D,
v = T D‘ ])2 .
S D, D,

Les formes ¢ ct pont, & un facteur constant prés, qui peul étre sup-
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primé, les valeurs
b= u“lu“:uaauﬂﬂ !" = ()"

La derni¢re formule peut étre démontrée par le fait que Q, est du
degré 2 dans les variables et par les formules

(,"’ Qs)o,n =0, ('9a Qs)o.a = 0.

Lia forme Q, a la valeur

—_— 2
Q= ¢,

v est un covariant simultané des formes lincaires a; les covariants et
invariants de ¢ le sont aussi, (vv,x)*u @) cst un agrégat de Q, et
0, uy, et (eeya)’ ost, & un facteur constant pres, Q,.
Il est done permis de remplacer dans la formule (2) les formes Q

par
o) (o), (veyx)'y

De cette maniére, nous arrivons & un agrégat de combinaisons; en

remplacant chacune d’elles par un produit symbolique équivalent, la
valeur de R devient

\ 2

ST AN Ny
(3) R=¢, (e} l)j'f)“+c°(alwv,) afb:'f,-i-c;,(abvv,) (cdrv,) +¢,Aa;.

Voila une formule dans laquelle les coefficients de toutes les trois
formes entrent rationnellement.

Ilveste & calculer les coefficients numériques ¢, enintroduisant pour
JyJs [ des formes spéciales.

Pour trouver ¢,, ¢,, ¢;, nous choisissons pour f le produit de deux
facteurs linéaires, ct pour trouver ¢, nous prenons pour f la forme
15+ g% et pour f, et f, des formes dont les invariants satisfont aux
relations

D=D,=r1, D,=D,=o0.

5
<

Journ, de Math. (5* série), tome I{L. — Fuse, 11, 1847,



200 GORDAN.

II1. — Caloul de ¢y, ¢y, ¢;.

En posant f = p,q. ona A = — ;(pqu)*, A = o,

AN

pigi= e (i) — ses(pgn) Pugopog +eslpgins)
et en comparant les coefficients des termes pl g, (P p. ¢2.4.), (Pi 42 )* :
=1, c¢,+ 2¢,=0, ¢+ Cy+ Fey=0,
¢y =2, ¢, =—1, Cy=1.
La formule (3) devient

2

(1) R=(aib})— (abc‘/v:)ac,’,(lfl—k z(a/'c/":\,‘):(_cdci*:) + ¢,d4;.

IV. — Calcul de c,.
f=".?+7\é’§, D=D,=1, D,=D,=o0.
l'n comparant le coefficient de A, on a

03 o=rgirnn,.— <u, ) rerd, = a(ee R)* gt
Jd

+ 2(re, R)? (w r fr) + i

nous voulons calculer les valeurs de ces produits symboliques. Partant
des formules générales

3(RR,x)*=1Dr, J(RT£)*=3D,r + Ds,

3(SS,.r)*=4D,s, 3(STx)*=D,r + 3D,s,

Dyr+Dys =3 (RSe)* + (TT, ),  (TT,a) =g,

R b D, |
T D, D, |,

s D, b,

¢ = RS — T3, TS
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on trouve dans notre cas

ry=ri=sj=si=o, w=-"T,
(RR, )= }r, (RTx)* = s, (STr)y=1ir,
(SS,2)* =14, (RSir)=-— 2,
(g"’l)a:—i‘isr gi“—:", ."-':2", g::"?.n A’i—"—'r"-
('l"l“ 'l‘g )2= _ :" (;’,g' u)2= — zrr’
wivi == Rei+Sei—=Tei+ (guv)?, rou, =19, ssui =R,
Lt = — "—,‘ T, IS =1, rigli=o, 1y ()t =g s,
rigileoge)t=—.r,  (¢Ru)(eSu)?= — Lrs,
Rt
12 (c'(',l'g) = -- L, rign (e Ry = —

[XFY

PN
e Ry oo rg) = — 1

a2

En introduisant ces valeurs dans la formule (5), on trouve

9 K 1 Y
0=5F LY +‘-.".’/'” V= a

el la formule (4) devient

‘ SoNE L ( AV
6y R=(a}h?) - (c'v.ab) a:b; + 2\ ¢e0,ab) (l‘(‘,l'(/‘) i



