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SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 17

Mémoire sur les équations différentielles;’

Par M. DUPORT,

Professeur @ la Faculté des Sciences de Dijon,

Introduction.

Le point de départ de mes recherches sur les équations différen-
ticlles et aux dérivées particlles a ¢té de trouver des expressions pour

les fonctions y et 5 d'une variable « satisfaisant & une équation de la
forme

() | f(“vv)” 3,3", 5')="1

renfermant une fonction arbitraire et ses dérivées.

Ce probleme est fort élégamment résolu dans le Mémoire devenu
classique de M. Darboux : Sur les solutions singuliéres des équa-
tions aux déricées partielles du premier ordre. La solution en est
tirée de la Géométrie. Pour traiter la méme question analytiquement,
j ai dd tourner la question et substituer par l'introduction d’une nou-
velle fonction un systtme linéaire 4 I'équation (1). En posant par
exemple 5'= u, I'équalion (1) peut étre remplacée par le systéme

-l
S =Uu,

Y =9(x,y,3,u),

Journ. de Math, (5* série), tome III. — Fasc. I, 18y, 3



18 ‘ DUPORT.

(ui est un cas particulier du systéme différentiel

Ade+ Bdy + Cds+ Dde = o,
Nde+ B dy +Cds+ D' du = o,

£, ¥y 3, & élant des fonctions d'une vaviable et A, B, C, D, A", B,
(2, D’ des fonctions arbitraires de z, y, 3, «. Ces fonclions iz, y, 3, u
peuvent s’exprimer au moyen d'une variable convenablement choisie,
d'unc fonction arbitraire de cette variable et de ses dérivées premicres
ct secondes. Cette question a fait l'objet d’un Mémoire que j'ai public
dans la Recue bourguignonne de Uenseignement supéricur, t. 111,
n* 3.

J'ai ét¢ ainsi conduit a I'¢tude des systémes formes de plusicurs
¢quations de Dfafl, quel que soit le nombre des variables indépen-
dantes. Cette question n’a pas encore ¢té trailée i ma connaissance.
Le scul Mémoire qui s’en rapproche est celni de M. Darboux, publi¢
dans le Bulletin des Sciences mathématiques, 2 sévie, t. VI, sur les
formes réduites de Péquation de Pfafl. Dans la premicre Partie de ce
Mémoire, I'étude de Péquation de Pafl est faite & Paide d'une identité
remarquable de la maniére la plus simple; dans la seconde, M. Dar-
houx considére plusicurs équations de Phall et ohtient des fonctions
des coefficients de ces équations qui sonl des invariants pour un chan-
gement quelconque de variables.

Je me suis, au contraire, occupé de la recherche des solutions du
systtme formé par plusicurs équations de Pfaff, quel que soit le
nombre des variables arbitraires. Selon ce nombre, tantot les ¢qua-
tions obtenues ne possédent de solutions que dans des cas particuliers,
tantot on a des syst¢mes de solutions renfermant des ¢léments arbi-
traires dépendant d'un nombre plus ou moins grand de variables;
mais il y a toujours des licns trds étroits entre les systémes déduits des
mémes équations de Pfaff. JFai mis ces résultats en lumiére dans un
sccond Mémoire publi¢ dans la Revue bourguignonne de Uenseigne-
menl supérieur, t. V,n" I, out j'ai ¢tudic tousles systémes de plusicurs
équations de Pfaft lorsque le nombre total des variables dépendantes
ct indépendantes ne dépasse pas cing.

Dans le Mémoire actuel, je m’occupe de I'élude de deux équations
de Pfaff dans le cas ot le nombre total des variables est de six, c’est-
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a-dire du systeme

Sa;de;=o0 )

Shide;=o0 | (=170 0)
Je donne une classification compléte de tous les cas qui peuvent se
présenter au point de vue de l'intégration des systémes obtenus, quel
((ue soit le nombre des variables arbitraires. J'y ai fait le plus grand
usage du Mémoire précédemment cité de M. Darboux.

Dans le cas ol le nombre des variables indépendantes est de deux,
on a alors qualre équations renfermant quatre fonctions incon-
nues. Ce cas est de beaucoup le plus intéressant. 1l forme une transi-
tion entre les équations différenticlles du premier ordre et celles du
second ordre. Les solutions dépendent de deux fonctions arbitraires
d’une variable. J’ai notamment trouvé deux cas ol I'on peut obtenir,
al'aide de I'intégration d'équations différentielles & une seule variable
indépendante, des solutions du systéme proposé renfermant une fone-
lion arbitraire, sans que I'on puisse obtenir pour cela la solution géng-
rale du systme. Ces cas me paraissent nouveaux et de nature i
intéresser les géométres. ‘

Je ne puis terminer ce résumé rapide sans dire que les transforma-
lions qque je fais, les méthodes que je suis, se rapprochent beaucoup
de celles qui ont éLé employées par M. Sophus Lie dans ses beaux tra-
vaux sur les équations aux dérivées partielles du premier ordre (').

1. Je me propose d’étudier dans ce Mémoire les deux équations
differentielles

(1) ‘ a,dre,+ a,di,+ a,de, + a,de, + a,de; + agdeg=o,
1 .

| b,dx, + b,dcy+ bydr, + b,dr,+ b,dx;+ byde,= o,

les quantités @ et b étant des fonclions quelconcues des quantités .

(') Les résultats démontrés dans ce Mémoire ont été publiés, dés 1895, dans
une courte Note qui a paru dans la Revue bourguignonne de Uenseignement
supérieur, t. V, n° 2,
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Les solutions de ces équations, quel que soit le nombre des variables
indépendantes, résulteront des différentes formes auxquelles on peut
réduire ce systéme.

Je vais énumérer ces formes. Les quantités y,, y,, ..., ¥, scronl
des fonctions des quantités  qui peuvent &tre prises pour nouvelles
variables; les quantités ¢ désigneront des fonctions de yyy 34y« ooy Yot
H et K deux fonctions de y, ..., ¥;. Ces formes sont les suivantes :

l dy,= o, dy,= o,

I. dy,=o, dy,— ydy,= o,

ti. dy,—y,dy,= o, dy,— ydy,= o,

Iv. dy,— y,dy,= o, dy,—y.dy,=o,

V. dy,— y,dy,=o, dy,—Hdy,— Kdy,= o,

V1. dy,= o, dy— ysdy, — ysdy,= o,

VIL. dy,—y,dy,=o, dys— yudy,= o,

VHL.  dy,—y,dyv,=o, ey dy+ eydy+ eydly + egdyy = o.

IN. dy,—y,dy,— yydy,=o, evdy, -+ cydy, + ey + epdy, = o.

Je désignerai par

iy v S8y Sy iy &e

des fonctions quelconques des quantités , et je poserai
der 981 _ o
(I-l'j ll.‘l‘,' o
Bigjn+ Eign+ Evgij = Lijw
biajkl“ bjam'*‘ bAalij - blaijlt= ]‘ijlfh
a;bjy— a;by;i+ aybyy, — agbij=M;jy,,
les indices i, j, k, [ ayant les valeurs de quatre des six premiers
nombres.

2. Je commencerai par ramener dans le cas général le systéme (1)
a une forme plus simple.
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Posons pour ccla les équations

. dF dF lr
(7 a=AT a0, 4
dF dF dF dl',-,
(3) ”***-2"+f*:d +F‘=d'+**~d.£ e

Soit maintenant

dF dF dF dF dl
A'H£+A2R+Ad A‘d A;d—.t:—i-ﬁ.,m::(l
unc ¢quation aux dérivées partielles du premier ordre, admettant
comme solutions F,, F,, F,, F,, F,.
On aura les deux relations

(’4) A+ @A, + a Ay + @A+ @Ay + agdg = 0,
(D) b A+ 0,8, + by Ay + b, Ay + b A+ DA = .
De I'une des équations (2)T'on tire
A,-——+A =+ AT A.d +A,d A,%
=a(\ >""' AQ\ >‘”’ +ACR) T+ AT (0,9
dF, dF dl‘ dF (o
+NA(52) +MA(F =)+ MA(Z) + A () +2A(5)
On a
dV d*F a*F A 4'F d*F d*F ¥
A(?I-) A\ Zrds, T A Trdn T 0 Trdn, YA Tdn YN Tram TN i

ds, dF  dv, dF  da, dF  ds, dF da, dF dd, dF

ety et e T G m—— — e e ma — — o — ot
—_— — — e o

dr dx, dx dx, dr dur, de dr, dr drg da dr,

On aura donc

m(‘"") LA(Z) +ha () + 1A () +na (42)

da da dA dA da dA
—gy Tl g — A — G — Gt
_ da‘ da, da‘ da
=4, +A,d A, + A, +A,d Ae{{;?’
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en vertu de I'équation (4). Donc on aura finalement ['équation

A' a“ + Aﬁai2+ Aaai;, +A“a“ '+" A;,(l,'; + A‘a‘“
_ dF, . \dF,
= MM +A(h)

d¥ - \dF N
' + A()‘“)ET: + A“‘)(T.F: +A)

(6)

oli ¢ prend les valeurs successives 1, 2, ..., 6.
On aura de méme

‘ A b, + A,0;,+ 805+ A, biy+ Ash;, + A, /P
dr (i
= Aw)ZZ+Awm) g

dF,

ar, {F,
+ A() G2+ A() T2 + A

€7) '
dr,’
ol i prend également les valeurs successives 1, 2, ..., .

Désignons par A et g deux nouvelles fonctions inconnues et cher-
chons & déterminer les fonctions A, u, I¥,, I',, ¥, [, Iy, 0y, 0, 2y,
gy Agy s fhay [hgy Py (s de facon & satisfaire aux équations (1), (3)
eta
A(AN + ppy) =0,

A(ANN; + ppy) = 0,
(8) { AQANA; + ppry) = 0,
AN\, + pu,) =o,

AN\, + ppy) = o,

Ces équations s'écrivent

MAQK) + 1 A(p) + AAQA) + A (1) = o,
AACN) + paA(p) + AA(,) + A () = o,
MAN) + A (@) + AA(A,) + pA(3y) =0,
MNAQN) + @A) + AA(N,) + wA(p,) == 0,
MAQK) + B () + AA(Rs) + A (ps) = o.
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. . 20 dF| dF, l .
' - -y . in-
Multiplions la premitre par 25 la seconde par az o lac

. dl“‘ .
\ ar ——: ct ajoutons, On aura
(quieme par Z= ct ajout a

[« A(N) + 0;A() + N(Aa;, + i, + Ay ay,
+Aa,+ Ajai+ Agayy)
(9) | + ["(‘slbii‘*'A:r 1’ia+Ambi3
+ A0+ Ay by + 3 I'ia) =0,

ot i prend les valeurs successives 1, 2, ..., 6. Joignons-y les équations
(1), (5) et écrivons-les toutes. On aura le systéme suivant

@A)+ AWy + A (Ra + b))+ o+ A (ha + b ) =0,

.....................................................................

(1o) ¢ ay A(M) + ['uA(P')'*"A!()‘am'*‘E‘['oa)'*"--"*"/-\n()\aoe"" f"boo)z"w
da, +...+Agay =0,
A0, oo+ Aghy =o.

Considérons ces équations comme des équations homogénes dans
les (quantités A, A,, .., Aq, A(A), A(); on aura, par élimination, le
déterminant suivant :

0 ha,+uby, .. ha+ub, a, D,

hay, -+ wb,, 0 vor Aayet+pby a, by
(1) 4« - =0
) Mg+ Wby, hdgy+ gy ... 0 a, b, '

- a, —a, — a, o o

— b, by cen — by o o

(ui est symétrique gauche d’ordre pair. Il est donc carré parfait et il
est aisé de voir qu'il est le carré¢ parfait d’'une fonction homogeéne ct

. o A W
du sccond degré en A et u. Soit ;‘ une valeur du rapport 3 satisfaisant
1
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a I'équation (11), on en aura toujours au moins une. On aura
A=Ak, AQR) =MNA(K) + KAL),
p=wk,  A(p) = 8(k) + kA(w).

Les équations (10) se réduisent a six distinctes au plus, car on sait
que, quand un déterminant symétrique gauche d’ordre pair st nul, il
en est de méme de tous ses mineurs di premier ordre. On pourra donc

loujours satisfaire aux équations (10) par des formules de la forme,
« et § désignant deux arbitraires,

A, =A,a+DB,§,
Ag =A,a+]}2@,

(12)

(13) 4A0 = Asa + B, 3,

-+
Posons
A AT AT +A,d AT A =3,
1;.%4-13,;"’4-3,‘, +B, & +B + B, G5 = Au(F),

et les deux derniéres ¢quations (12) deviennent
WA 00 —Aar 22 a0 - B 3=
| 22 20 A () - A]a+[p., '("’+.\(u)-—n]p—n

On en tire, cn multipliant la premicre par w,, la seconde par 7, ot
retranchant,
(8 Q) = MA () + AN — Ap |a
+ [ A (A) =N A (p)+ BN, — By, ] =0.

qui donne toujours une valeur pour le rapport de a4 3.
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On a ensuite k& par une équation de la forme

. v ) v s v v ' v ‘ l/l
AN Y AR LAY R D

y b — ' e g G
dr, dry T elry Ydr, e S il.r,

=(:/u

On peut aussi diriger de la maniére suivante la résolution des ¢qua-
tions (10) maintenant que I'on sait que ce systéme est possible.
Iin vertu de I'équation (4) on a, « ¢tant une fonction (uelconque

aA(w) + u[d ay + daa;+ Aya + Asa; + Aja;; + Ao |
= A,(au); + Ay an),+...+ Ay(au),,

ot les équations (10) peuvent, en tenant compte de cette équation et
de (12), s'écerire de la manicre suivante :

! (a,h+ b, 91)37/“ +3 (ah, + by ) +.. .+ A (ah + I’Pﬂ)m =0,

....................................................................

4 - : -
G, + I).;y..)%{‘« + A, (ah -+ by +.. o+ Ag(ahy = buy )=,
Aa, +.oo-day S,
A, .o+ A0, =0}

. . Ak . .
ces équations en A, 4, ..., 5 seront compalibles et fourniront au

moins un systéme de valeurs proportionnelles, soit

AV VR "R Y .1
G G 6 T TG kG
d’on

~ (//n

o dk dk . dk dk . dk
(IJ) ( + ( C C;m*(;stm'*—(a“(—[—rﬁ

.4 —_ w5 -
Yd.r, *dr, Ydr,

= Ch.

En prenant pour F,, I¥,, ..., F; cing solutions distinctes de 1'équa-
Lion

. dF . dF dF o~ dF o dV . dF
LY GRLE dF _c dF o dF L odE
vtz T Gy, +Ca g+ vz Gy gy =0

Journ. de Math. (5¢ série), tome Ill. — Fasc. I, 18q3 /l

9
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¢l pour & une solution de I'équation (15), les six premicres ¢qua-
tions (10) fournissent les équations (8). En vertu des deux dernicres
équations (10), les équations (2) et (3) fournissent des valeurs pour
Apy Aay ooy Agy gy Bay ooey Phe

Le systéme différentiel (1) peut donc toujours étre mis sous la forme

N dF, 4 Ay dFy+ Xy dF, + 2, dF, + A, dl, = o,

o, A1)+, dly 4w, dF + wdlF 4w dl =0,
ot 'une de ces ¢quations peut étre remplacée par la suivante :

(M + i ) dlF A+ (W + ) dF, -+ (AR, -+ 1ay) oI
+ (AN + ) diF + (M + e, ) dF = o,
dont les cocfficients sont des fonctions de 19, 19, I,, I, I°,. En
somme, cn désignant par y,, y,, ¥s, ¥i» V5 ces fonclions, le svstéme
proposé peut toujours étre ramenc & la forme

0 Ady,y+ Aydy, = Nydy,+ Ny + Ajdy, = o,
(10
" B, dy, + B, dy, + By dyy + B, dy, + Body, = o

ot Ay, Ay, Ay, Ay, Ag ne sont fonctions que de y,, ¥a, ¥4, )74 Vs, ol
ol B,, B,, B,, B,, B; conticnnent en général une sixicme variable y,.

3. Je vais maintenant étudier un cas particulier qui se relie immé-
diatement & la forme réduite que nous venons de trouver.

Clest celui ot le systéme (1) peut étre ramené & la formule (16),
dans laquelle les cocfficients BB, B,, By, B, B; ne dépendent que des
variables ¥,, ¥u, )3, 1y V. Dansce cas, on peut déterminer des fone-
tions I, 1y, 195y T4y By Ry Ry Ny My Ry oy fhas oy B, Bir A
w, w satisfaisant aux équations (2), (3), par suite & (4), () ct aux
suivantes :

Il

A(AN, + pp, ) =0, vy AQNA; + ug
A(NA + p/'uy) =0, B (N

Yy
0.

)
3)

il
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Les deux premiéres de ces équations développées sont

AACK) + wA(p,) + AN A(N) + W A(R) =0,
)\'A()\s\) -+ SL'A(}L.) -+ ‘/.,A()\') -+ p.“’)({).') =0}

comme AW — wd’ est diflérent de zéro, on peutles résoudre par rapport
ad(A,), A(w,) ctlon en tire

) ) A()\,)':ﬁ}\,"*':‘!l”
(15 . ; ,
A(p =o'+ B,

Dans ces ¢quations on peut remplacer A, et &, par A, et g, ..., A,
ct ;.

Inversement, supposons que les quantités A,, t,, Ay, ty .oy Aj, &,
des équations (2) et (3) satisfassent aux relations

‘ A(‘)\')zﬁ)\'+pp" A(!"‘)zl')\l+]&’:il~
(18) L et e S e e et
' A()\;, ) = ’..{.A.; + 9 Uy A(y,') = “/‘A,i -+ t(j'\u,“

a. 3, o, ' étant convenablement choisis. Supposons A, w, — u, 2,
dilférent de zéro et évaluons I'expression

A < )‘_”‘L"_'ﬁ'_.)ﬁ!),
My — iy
1 - C- -~
(Rt — i )t [(Args == A ) A(A s — )
- <~A| Wy — E"l)\l)-\()\! Wy — f"'l}\.')l

Le numérateur de cette expression est

( Pa — f‘")‘:k)li"l-&(ﬁ"n )+, M) = A(A) — Ay A, |
- ()\'y’“ = wAy) l)‘iA(!)’z) + W A(A) — f‘-x-“)\.’) - )‘;'A(.U'c B
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on
A fCs ) (Rt — Ay ) + 3( i) (At — By Ay )
+ ACy) (At — a2y
= B[ (Rapg — o hg) 4+ AR (g tay =y Ay)
+ AChy) (Mg — 2 2]

Aoowy A(w) Aoy A(R |
=R Ay e () | = (A e A(Ky) |
)\:l 5y A( ) I )m *y A(-/‘:c )

In tenant compte des équations (18), on voit que ce second membre
est nul. Done, le systéme (1) élant mis sous la forme

MdE, Ry dl 4+ 0 dE + W dl 4+ 3 d) = o,
e dlfy + oy dly 4+ oy dly - ol 4 d) =20,

si I'on résout ces ¢quations par rapport i dI°,, dF,, les coeflicients de
dlY,, dV,, d¥;, dans les deux équations ainsi obtenues, seront des
fonctions de Iy, IV, I, IF,, I';. Donc il suffit de satisfaire aux équa-
tions (2), (3) et (18).

Pour y satisfaire il suffit, d’autre part, de satisfaive & (1), (9) el au
systéme suivant :

‘ . ) A|(‘i|+Aaa[2+A;,al’;‘+A‘a"5+A_',al‘;,+-s“(l,'“= 4 (ll'+ 3 /'i7
9
' A0+ 8D+ A0+ 30+ 70+ Ay =2 a;+ ;3'/'1-
Je vais faire voir (ue, pour que P'on puisse satisfaire aux ¢quations
() (3)et(19), il faut ctil suffit que I'équation (17) soil une identite.
Dabord, cela est nécessaire.
En effet, multiplions la premi¢re ¢quation (19) par A, la seconde
par w et ajoulons, on aura

Al()\ail -+ P’bil) +.. °+A0()\aio+ P’bics)
= (2h +a'w)a;+ (B + §'») b

Joignons & ces équations (1) et (5) et considérons-y comme inconnues
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AL Ay, A 2A 4+ &'y, B+ 3w Elles seront satisfaites. Donc leur

déterminant sera nul. Or, c’est précisément (11). Donel'équation (11)

doit étre satisfaite quelles que soienl A et w5 c’est bien une identité.
Inversement, écrivons les équations

A(ha, + {J'I'H) -+ -'+Ac;()\(¢|n;+ P'I’nu)——- Yo, + ':I’n

(20) ¢ A )\(l“, + y'/'m ) 4.t A:;(.)‘“cm + f-’-l’cm) =va,+ ';I'm

I

s e, e W 0,

'\, T S Y /3 =0,

Ces ¢quations, quelles que soient A et ., se réduisent a six distinetes
au plus, car on sait que quand un déterminant symétrique gauche
d’ordre pair est nul, il en est de méme de tous ses mincurs du premier
ordre.

Lilles admeltront donc toujours au moins deux systémes de solutions
distinets pour les inconnues 4A,, ..., 3, ¥, ¢ et I'on voit immédia-
tement que les deux systémes de valeurs de A, A, ... A, sont
distinets. Soient pour p =0, A =1

un de ces systémes. Posons
A ' ll“ -+ 1\2 ,’,'2 +...+ 1\“ l’ili = “,‘.

Si Fon avait les relations
(21) R, = wa,+ v b,
les équations (19) scraient satisfaites avec les valeurs A; données aux
A;. Supposons donc qu'il n'en soit pas ainsi.

Soient alors, pour un second systéme de valeurs de A et w, A et p/,

A;=pC;+p'Dy,

les valeurs des A satisfaisant aux équations (20). Soient enfin, pour un
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troisiéine systéme de valeurs de A et w, A” et
A: = GE“ -+ (F“,

les valeurs des A satisfaisant aux équations (20); g, ¢, 5, 3" sont quel-
congqucs.
Prenons les équations(20) ol 'ona w =0, A=1ct §;= A;5 mul-
tiplions-les par &), ..., 4, et ajoutons il viendra
Za;jA‘.Aj = 0.
Prenons les équations (20) ot Pona A =N, w=w', A; == 4,5 mul-
tiplions-les par A,, ..., A, ct ajoutons; il vient
\} v o~
1> a,-,-A,A} -+ P-’.'-[I,'j/\,'.\} sz 0,
On aura donc '
. EI),'inAjz(),
c'est-a-dire .
‘\"RI(P(‘“ -+ P’ l)‘ ) == 0,
¢’est-a-dire séparément
R,C 4+ .. - ReCp=0,

R,D, 4.+ ReDy== 03
on aura de méme ‘
ll 1 l“l' + e l{a l.J‘; LI ()’

R F,+... .+ Rl =0.
Si donc on considére les équations
“ a,N, + ...+ ag\;=0.
(22) « O,X,+ ...+ b, \;= 0,
P RX + .0 = ReNg==0,

elles sont satisfaites pour les valeurs
C|, Cl_.g sy (:G'

DI) [)‘.'* ) l)m
23 < e .
(29) £, E,.

b} ~
Iy, Iy, . By

\
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donndes aux quantités X, ..., X;. Mais les ¢quations (22) sont dis-
lincles, puisqus les équations (21) n'ont pas licu. Donc les quatre
systtmes de valeurs (23) rentrent dans trois d’entre cux. On peul
donc déterminer des quantités v, v', v*, v telles que I'on ait

v Ci + v D" = V”l':" + ‘/ml“(.
Le syst¢me de valeurs des 4,
A,=vC,+ vD;=vE;+ v'F,

satisfait donc aux équations (19), (4) et (5), puisqu’il satisfait anx
¢“quations (20) pour deux systémes de valeurs différentes de 2 et u.

Donc, on peut toujours satisfaire aux équations (19), (4) et (5),
«uand I'équation (1) est une identité.

4. Je vais maintenant commencer 'examen des cas particuliers du
systéme (1), en passant rapidement sur les premiers cas, dont I'étade
résulte immédiatement de cas déja traités dans un précédent Mémoire
(Reouce bourguignonne de Uenseignement supéricur,t.V, n° 1).

Le premier cas est celui ou I'on peut déterminer des quantités &, w,
N, w, I, I, satisfaisant aux équations

el e
__~.dF, , dF,
h=VZ +v g

La condition pour qu'il en soit ainsi est que le systéme d'éguations
obtenues en prenant dans le Tableau suivant trois colonnes quel-
conqucs, forme un systéme complet & deux fonctions distinctes

ili d_F dF ii!_ dF  dF
dr, dr, dr, dr, ;TI: dr,
(Q'll ) a f at N

a a, a; da,
by by, b, b b, b,
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L.es conditions développées sont que toutes les (quantités
Lijior - Miju

soient nulles; i, j, k, [ étant quatre des nombres 1, 2, ..., 6.
Le systéme (1) est alors réductible & la forme

() dy, = o, dy,=o.

Le second cas est cclui o1 'on peut déterminer des fonctions 4, u,.
I, satisfaisant aux ¢quations

dF,
)\‘ a—+ E‘,’l ,l = -(7; .
Les conditions pour qu’il en soit ainsi sont que le systéme (24)
forme un systéme complet & une solution. Il faut d*abord que tous les
rapports

Iln' ikl
Mijis

. . " L
soient égaux. Désignant par = leur valeur commune, posons
M

c=aM+ hl,,

tl faudra de plus que les quantités
Cija

soient toutes nulles, Z, j, k étant trois des nombres 1, 2, ..., 6. Re-
marquons maintenant que si 'on remplace l'une des équations (1),
par exemple la premiére, par la combinaison linéaire

S(Ma+ub)de =dF,,

I'équation du second degreé en -*; a ses deux racines nulles. L équation
du second degré en ;corrcspond:mt au systéme (1) aura done ses



SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES, 33

racines égales. La seconde équation (1) pourra toujours, du reste, ¢tre
mise sous 1'unc des deux formes

dF, — F,dF, - FedF,; = o, dF,— F,dF,=o;

dans le second cas, I'¢quation en -; sera unc identilé ; dans le premier,

elle ne sera que carré parfait. On aura les deux formes

(11) dy,=o, dy,—y\dy,=o,
(VD) dy,=o, dy,— yydys— yidy,=o.

Le troisi¢me cas cst celui ou I'on peut mettre le systéme différen-
tiel (1) sous la forme

dF, — F,dF, = o,
- dFs—-F‘llF,=u.

-

On peut alors déterminer des fonctions F,, F,, F;, Fi A, u, Ny
de facon & satisfaire aux équations

dFy 1 dF, _

@ — Py =ha +pb,
dFy o dF, _ ., ,
%—F,T&—Xu-i-pb.

On sait, d’aprés ce qui a été fait dans le Mémoire rappelé plus haut,
(qu'il faut d’abord que tous les rapports

Lijae
M

soient égaux. Désignant la valeur commune par ,‘%, il faut de plus que
I'équation

E(aM -+ bL)d.’L‘ =0,
soit réductible 4 la forme

dF, — F,dF, =o.

Journ. de Math. (5* série), tome III. — Fasc. I, 1897,

e
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Je vais démontrer (ue, si les rapports préeédents sont égaux, cela a
toujours licu,
Pour que I'équation

S(aM +bl)dr =0
soil réductible i la forme
Al y—V,dF, = o,
il faut etil suffit que le déterminant

(aM +bl)y,, ... (aM+bL),, a«,M+0b,L

e e .o ve s e rese e teena ec e e e

COY L aMblye oo (@M bL)ye oM 4 by,
—(a M+ 1) .. —(agM + bgl.) 0

\ e
ail tous ses mineurs du premier ordre symétriques par rapport i la
diagonale principale nuls. Or, d’aprés ce qu'on a vu dans le Mémoire
précédemment rappelé, il en est ainsi de tous, excepté de celui qu’on
obtient en supprimant la dernitre ligne et la derniére colonne.

Or, eonsidérons des équations du premier degré ayant pour déter-
minant des inconnucs le déterminant précédent. Soient A, A, ...,
3, @ les inconnues. On voit que, si l'on fait par exemple 4, — o, on
peut satisfaire au systeme par des valeurs convenables de A, ..., 3, «
car les six dernicres se réduisent & quatee au plus. De méme, on aura
un autre systéme de solutions pour lequel &, est nul, cte., enfin un
systtme pour lequel A4 est nul. Or, tous ces svstémes ne peuvent se
reduire au meéme, car on aurait alors

a M+ b l=o, agcM 4 byl = oy
les quantités a,, ..., a4 seraient proportionnelles a by, ..., be. On a

donc deux systémes de solutions distincts satisfaisant aux équations
considérées et, par suile, tous les mineurs du premier ordre sont nuls.
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Donc, dans lc cas ol tous les rapports

Lljkl
MUH

sont égaux, le systeme (1) est réductible a la forme

(1) dy,— ysdy,=o, dy,—y.dy, =o.

On peut remarquer que dans ce cas, I'équation (11) ¢tant une identité,
A M ¢ oo .
la valeur S=TY satisfait. Or, tous les mincurs du second ordre,

obtenus cn supprimant deux lignes ou deux colonnes se coupant sur
la diagonale principale parmi les six premiéres ayant pour valeur

(7\]4111«1 - {*Miju)"q

A M
sont nuls pour la valeur - =

R - —IT'

D'aprés les formules connues (ui donnent le développement o’un
déterminant symétrique gauche d’ordre pair, on en conclura que tous
les mineurs obtenus en supprimant deux lignes et deux colonnes symdé-
triqques par rapport a la diagonale principale, une des lignes étant la
septieme ou la huititme, sont aussi nuls. Enfin, d’aprés le raisonne-
ment fait tout a Pheure sur le déterminant (25), il faudra que le mineur
oblenu en supprimant les deux dernicres lignes ct les deux derni¢res
colonnes soit aussi nul et, par suite, tous les mincurs du second ordre

hl L} \ )\
de (11) scront nuls pour la valeur - donnée & .
4 b

Le quatriéme cas est celui oti 'on peut satisfaire aux équations

_ dF, dF, dl,

a—7\.-{7;+7\._.;{7 )\;,75’
dF dfF dF,
b= Tt T

Fy, Iy, Fyy Ay Ay Ay, gy B, &, €tant des fonctions convenablement
choisies.

Les conditions pour qu'il en soit ainsi sont, d’aprés le Mémoire pré-
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cédemment rappelé, que les équations

i dF dr ) d¥ dF
! L”"d.z +L‘H5|d +Lsuzd L.'nﬂd L'”'(Tz", =0,

dF dF dr dF dar
L:nsoz:; + Luoz&',;.; + Laoasz;‘ + Loan: J;: + chss dr, =0,

dy¥ dF dr dF dF
Lssoad—‘r‘“*'LumTl.‘ +Ln.1sdl. +I‘nn dr, Las.‘.o(‘ljz“‘

20
( )(] dF¥ I dF L d¥ dy d¥

‘soud -+ 40|25E+ ""‘d.t +Lnud '+'L\5u dr, =0,

dF d¥ dF dr dl
l‘um% +L'”5d_._-n. +Lasaod—;' +l‘\r.o| |‘..oud =0,

dF dr dF dF d¥
.‘ L"“‘dr "+“Lusod Lmolrl.’ +l“"*??}2+|""2='Tn="’

ot cclles qu’on obtient en y changeant L. en M, que nous désignerons
par (26 bis), forment un systéme complet & trois fonctions distinctes.
Si nous considérons les équations (10), comme les rapporis
]‘ijki
Mijxi
ne sont pas égaux, on a pour les quantités A,, 4,, ..., &, les systémes
suivants de valeurs sc réduisant i deux distincts
)‘Lu:ns_‘ E‘“\"n\u /\L:n:n - }"Mswn 7"%513 - (4’-\';5137
/\Lm-.z:;'—' {J.Msu:n 7"‘4231 - %*i“mnn Q,
0, )\L:usc - P-M:usm AL e — !J"\Iiii(\'.H Miseaa— P‘“.’.l;aru
'\Luus - }‘-Mezzw Mgy — P-M-z:n:n
Myige— E‘Msmm 0, ALy — P'M‘sen Aliggyys — P-“:.m:u
( ) ALM:M"'!LMGM-H ALa:ns‘}‘-Ml:n.h
71l
)
T PP

)

Moo= wMaser Alye— oMy, 0, Aige, —
Mlgiar— aMgiayy ALy — Moy,

Wyase— Wiy Algyey — wMosey,  Alugyy— u Mg o0
ALg oy — FMomna )*Lm:ya_'P'Mma:s

ALy e— .‘*Mzznm }\L:mu - PM:mm ‘AL““, - P-Mwmv
ALgras— tMgiagy 0y ALy — uMyy,,.
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Je désignerai deux de ces systémes par

7\]4‘— !J..\l“ )\IJ,— P.i\l,, 7\[13-— !&.\13, 7\'4‘-" E’-Nl”
ALy — M, b, — uM,,
My—wmy, Kly—wmy, Ny—pmy, A —wm,,
My~ wmyg, My —pm.
Les équations (206) et (26 bis) devant former un systéme complet i
trois fonctions distinctes doivent d’abord se réduire algébriquement
a trois, Ces conditions sont toujours remplics quand I'équation (11)

st une identité, 11 faudra, de plus, que ces trois équations forment
un systeme complet. Dans ce cas, le systéme est réductible i la forme

(1v) ”)’2")"3‘(}"1=01 d)’ri_)’s‘[)’!:m

Je placerai mainienant ici le cas ou 'équation (11) est une identité.
Le systeme est alors réductible & la forme

V) (l)/g — s d),.' =0, (l_y3 — Hd)’. — Kd)/’ =0,

H et K étant deux fonctions de y,, ..., y; daprés ce qui a ¢té fait
dans le Mémoire précédemment rappelé.

5. Je vais maintenant m'occuper du cas particulicr ot I'on peut

trouver des fonctions I¥,, Iy, I5,, A, w satisfaisant aux équations

; N dF . dF
(28) ah+ by = Tﬁ%_ ON d_li’

une des équations du systeme (1) peut, dans ce cas, étee remplacée
par
dly— ¥,dF = o.

Occupons-nous du systéme (28). Soit

dF dF P dF dF ¥
A, ar, —+—.s?g,_-1_—2 +A"IE§+A‘¢T& +Aaﬁ5 '*"’\"7/'.?.., =0
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une équation du premicr ordre i laquelle satisfont les fonctions ¥,
F,, F,, on aura
AZald + pIbA=o.

Nous admettrons en plus que I'on a séparément

(29) Iald =o, ShA=o;

on voit u'il reste encore deux cocfficients A arbitraires. De méme que
du systéme (2) on a déduit les équations (6), on tirera du systéme (28)
les équations

(30) A\(ha+ pb)yy+ ... +A(ha +ub); =0,

ou, cn développant et tenant compte de (»9),

a; AN+ DA+ A (ha;y + b))+ oo+ Ag(hatjy+ 1byg) = o,

on retrouve les équations (10). L'équation (11) devea done étre satis-
- . - .
faite ct fournira deux valeurs pour le rapport =- On prendra successi-
vement ces valeurs, et le systéme ayant ¢té mis sous la forme (16)

A| dy' + Aﬂdy2+ Aa‘b’x + 1\‘(,)“ + 1\.;’/)"5 = l’,

B,dy,+ B,dy,+ B,dy,+ B,dy,+ Bydy, = o,

ott les A ne contiennent pas y, 1l sera nécessaire et suflisant que Ja
premicre des équations se mette sous la forme

(IF, — F:, (ll“, =,

On peut aisément obtenir les conditions pour qu'il en soit ainsi.
Nous avons, en eflet, déterminé les deux valeurs possibles du rap-

A . . . .
port - Il sera donc nécessaire et suffisant que I'équation

E(alk+ bp)de=o0
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s¢ réduise @ la forme

dl, — F,dF, = o.

Pour cela, il suffit que tous les mincurs du premier ordre, symé-
triques par rapport i la diagonale principale du déterminant

0 (ah+bu),y, ... (ah+bp), ar+0byu]

vree st e s w Ces e s e s v LI L A A N NI )

(3n)
—(a, A+ byp) —(a,h+b,p) ... —(a,h+ byp) o

soicnt nuls. Nous avons vu qu'il suffit d’éerire ceux qui s'obticnnent en
supprimant une ligne et une colonne se coupant sur la diagonale prin-
cipale parmi les six premiers. Les conditions sont suffisantes et méme
renferment Péquation (11).

Nous avons vu que les ¢quations (10) fournissent pour les & deux
svstemes distinels explicités dans les formules (27) que nous avons
représenlés par

A - ud,, ..., ALy—uM,

My—wmyy ooy My— wmy;

par conséquent les équations

!

E(L - S =0
(32) -

— et

Al - dl:
(M — wm)—~ = o

devront avoir trois solutions communes distinctes. Je dis qu'inverse-
ment, quand ces équations ont trois solutions communes distinctes, on
peut former une combinaison des équations (1) se réduisant  la forme

dF,— I, dF, = o.

(ah + by, (ah+Dbw)g ... 0 agh+ byu |’

|

i
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Pour le faire voir, considérons les ¢quations (20) :

A(Rag, +pb)+. +A(Aa g+ pby) = va, + Sb,,

Ay(hag + b))+ o+ Ag(hagy + wbyy) = ya, + Sby,
A, a, +...+4, a, =o,
-\‘ b' +-40+A‘ bo = 0.

Supposons que nous substituions aux variables « d’autres variables .+
ct supposons que les ¢quations

Zadx = o, Lhdr =0

deviennent
Xa' dr'=o, 0 dx’' = o.

Les équations (20) ontdes solutionsen A, ..., 4,, ¥, ¢ (quand I'équa-
T) y &gy )
tion (1 1) est satisfaite, et soit F(x,, ..., x,) une fonction satisfaisant i

Iéquation
dl
A + .o A‘ ;1—.1‘: =0

par le changement de variables, IF deviendra une fonction
! ’ g
(I)(:v,, Lyy ooy Ly )
Ile satisfera alors & I'équation

, db
A'd__x"--’- +A0d,-—-(),

ou les A}, ..., A} satisfont aux ¢quations

A, (la,,+pb,,)+...+A (ha,, + pb,,) = ya, +2b,,

e s s s e s e se s e o0 LR R R A A I A e s e )

A'.(M'.;. + @b, ) +. o+ Ay (A, + pby ) = ya, + 8D,

\, a +...+4, a, = o,
A, +...+4, b, =0,

N [} v
y et ¢ ayant les mémes valeurs que précédemment.
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Ce théoréme résulte immédiatement de la propriété d’invariance de
la quantité Za,dw, 8z, que M. Darboux a prise pour point de départ de
la méthode si simple qu'il a suivie pour obtenir les formes réduites
d’une équation de Pfaff (voir Bulletin des Sciences mathématiques,
2¢ série, t. VI). Si donc les ¢quations (32) ont trois solutions com-
munes distinctes, il en sera de méme des ¢quations correspondantes
aprés un changement quelconque de variables. De plus, il est ais¢ de
voir que, si dans le systéme (1) on change @ en aa, b en 3 b, les quan-

tités L sont multipliées par «28, les quantités M par 3%, la valeur de
B

?—‘ par -; donc AL — ;M est multipliée par a*B*; donc le systéme (32)
nc change pas. Si, enfin, on change a en a + b, M ne change pas; L se

change en L — M, %Lcn % — 15 donc AL — M devient

AML—-M)—M(p—A)=AL—uM,
c’est-d-dire ne change pas.
Si donc on fait un changement quelconque de variables et si I'on

remplace les équations (1) par un systéme équivalent, les équations (32)
se changent en un systéme équivalent.

Cela posé, supposons qu’elles aient trois racines communes ct rame-
nons le systtme & la forme (16), ct supposons que la premicre des
¢quations (16) soit réductible & la forme

dz, —_ Z‘do'. — 35(132: 0,
la seconde ¢tant devenue
¢, ds, + ¢yds,+ ¢,ds, + ¢;d3ss = o,

les équations (20) sont

—A.=—‘Yz‘-+—é\c,,
—A=—v5+ de,,
0=y,
A= 86“
A, = &y,

-_— Z‘A' - Z5A3 -+ Aa = 0,
C‘A| -+ c2A2+ C‘A‘ -+ 65 s = 0.
Journ. de Math. (5° série), tome III. — Fase, I, 1815, 6
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On en tire
v=o0, A=28¢, A,=cdc;, A=-2c,
A= —0cy,  Ay=20(e,5,+ ¢;3;).
On a donc les deux systémes distincts
Ai=¢,, Dy=c,, A=c,5,+0c53,,
A,=—c¢,, Ay = — oy, Ac=o0;
A =47,=A,=A,=4;=0, A=,
ct les équations (32) deviennent

dP dFf¥

dF dF dF
d + sd +(C|d‘+c'05\"—‘—c‘

—Cy - =0,
ds, ds; ds,

Supposons qu’elles aicnt trois solutions communes. On aura, les
fonctions F,, I",, I¥; nc contenant pas 5, les équations

o dr, > iy dF, dav,\ dF, o d¥,

2 + v d.., S5 s, c, de — (1 = 0,
(dF dF, 7, ¥,  dF,

" (d;,!'*_"‘d >+ (d“ +”“:!' )-"d-“_%' ds, ="

. (9Fs dF, dF, dF, a¥,  dr,

o, o|+“"d., +C; d,+""d..3 —C'Ziz—s—(""(_[-:_;:“'

On voit que l'on en tirerait, pour les valeurs des rapports de trois
des quantités c,, ¢,, ¢,, ¢, des valeurs indépendantes de z4, auquel
cas la proposition que I'on a cn vue est démontrée, & moins que tous
les déterminants du Tableau suivant soient nuls :

4 dz, ds, ds,
U )

s di ds, ds,
ar, aF, o,
dsz; ds, ds;

o R 4R dF,
d«; 435 dz‘
o dF, dF, dF,

dz, dz, dz,
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Dans ce cas, on peut, par un changement de variables effectué sur
les variables 3,, 34, 33, 34, 5;, mettre 'équation

dsy— 5,d3, — 55d3s,=0
sous la forme i
dF, — F,dF, = F,dF, =
el 'équation
e, ds,+ c,ds, +cyds, +c;dsy = o
devient
egdl“‘ -+ (’gd[“g -+ ("dF,"“" cde‘; = 0.

Le systéme (32) devient

di ¥ N dF
(‘EI—F-; -+ l'y,m;.; -+ (l,‘, F‘, + F;l 5);1173 — e, (_{E — €, Jﬁ. =0,
dF
(73_5 = 0.

Il adinel comme solutions

F=F, F=F, F=F,.

On auradone
€, = 0, €3 =0,

el la seconde des équations du systéme devient
e dl, + e,dlFy = o,

ce (qui démontre la proposition que 'on avait en vue. Ainsi, quand les
¢quations (32) ont Lrois solutions communes, il existe toujours une
combinaison des ¢quations du systéme (1) réductible & la forme

dlFy — Iy dF, =o.
C’est le cas particulier (VIII). Le systéme est réductible 4 la forme
(VII)  dy,— y,dy,=o0, c,dy,~+ cydy,+c,dy,+c,dy;=o.

Mais il se peut que cette réduction soit possible pour les deux racines
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de I'équation en 3 + Alors on a le cas particulier (VII')

(VII) dy,—yydy,=o0, dy;—y.dy,=o.

Enfin, il reste alors le cas général ou le systéme est réductible & la
forme (IX)

(IX) dya"}’od)’l""yad)’:z:o’
c.dy,+ cdy,+ ¢, dy,+ c;dy;=o.

6. Je vais maintenant m’occuper des solutions du systéme (1) dans
ces différents cas.
Dans le cas (I) les formules

Yi=¢ Y=<

¢ ct ¢’ désignant des constantes arbitraires, donnent la solution du
systtme, quecl que soit le nombre des variables indépendantes cui
peut aller jusqu'a quatre.

Dans le cas (1I) les formules

Yi=6 Y= Y= f(), yi=f(2)

donnent la solution du systéme, ¢ étant unc constante arbitraire, « une
variable indépendante, () une fonction arbitraire de cette variable,
f'(a) sa dérivée premicre. Le nombre des variables arbitraires peut
aller jusqu’a trois.

Dans le cas (1IT) les formules

Yi=% Ya=[f(a), ys=[(a), yi=f(2)

donnent la solution du systéme, « étant une variable arbitraire, f(a)

une fonction arbitraire de cette variable, f’(«) sa dérivée premicre,

Jf"() sa dérivée seconde. Le nombre des variables indépendantes peut

encore étre de trois. :
Dans le cas (IV) les formules

yi=a, y.=f(2), yi=f(a), rn=9(a), yi=9'(a)



SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 45

donnent la solution du probléme, a étant une variable arbitraire,
/() et 3(=) deux fonctions arbitraires de cette variable, f*(a) et
¢ () leurs dérivées dansle cas d’une ou deux variables indépendantes.
Dans le cas dc trois, les formules

/ ”

Yi=¢ Ya=2¢C, Ya=¢

donnent la solution de la question, ¢, ¢/, ¢” étant trois constantes arhi-
traires.
Dans le cas (V) les formules

Yi=e ya=f(a)a )’:;=f’(a)’
yi=4(), f(a)—A-Bg(e)=o0

donnent la solution du probléme, « étant unc variable arbitraire, f(a)
¢t («) deux fonctions arbitraires de cette variable, f'(«), f“(2),
%' () les dérivées premicre et seconde de f(«) ct la dérivée premiére
de %(2), le nombre des variables indépendantes étant d’une ou deux.
Il ne peut plus y avoir que des solutions singuliéres dans le cas de trois
variables indépendantes.

Dans le cas (VI) les formules

Yi=26 Ya=2a, ys=f(a),
yi=%(a), ¢ (a) —yi—yof(a)=o0

donnent la solution du systéme dans lc cas d’unc variable indépen-
dante, o étant une variable arbitraire, f(a) et ¢(«) deux fonctions

arbitraires de cette variable, f'(a), ¢’(a) leurs dérivées, ¢ une con-
stante arbitraire.

Dans le cas de deux variables indépendantes, les formules

Yi=2¢ Y= @, }’s=@a Yi=f(a,8),

9 a
.75=d{’ }’o=’j§

donnent la solution du systéme, f(«, B) étant une fonction arbitraire
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des deux variables indépendantes « et 3, %ﬁ‘. , g{; ses dérivées partielles
par rapport i « et & §. |
Dans le cas (VII) les formules
Yi=a, y2=.f(“)’ )’a=f,(a)9 .,VA:?(“)?
¥s=Y(a), Y(2) =y (a) =0

donnent la solution du systéme dans le cas d’une variable indépen-
dante, a étant unc variable arbitraire, f(x), %(«), ¥ () trois fonctions
arbitraires de cette variable, f'(), 9'(a), §'(«) leurs dérivées.

Dans le cas de deux variables indépendantes, les formules

Y= a, Ya=f(a), Ya=/[(2), yi=3,
Ys=%3)  )i=%(3)

donnent la solution du probléme, a ct 3 élant les deux variables indé-
pendantes, f(2) ct 3(3) deux fonclions arbitraires, la premicre de «,
la seconde de 8, /() et ¢'(B) leurs dérivées.

Dans le cas (VIII) les formules

yYi=a, ya=f(°t), )’s‘:f'(“), )’4=?(1.)? )"6:'1”(1)’
e+ e f (a) + e (a) +e¢; ¥ (a) =0

donnent la solution du systéme dans le cas d’une variable indépendante,
S(&), 3(a), $(«) étant trois fonctions arbitraires de cette variable,
S (), f7 (), ¢ (=), ¥'(a) les dérivies premiére et seconde de f(2) el
les dérivées premicres de g () el §(2).

Dans le cas de deux variables ind¢pendantes on ne peut plus com-
prendre dans un méme systéme de formules toutes les solutions; mais
reprenons les formules

yYi=a, Yo =f(a), yi=/[(2),
eyda + ¢y f"(a)da + ¢ dy, + cydy, = o;

si I'on précise la fonction f(a), on est ramen¢ & unc équation de la
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forme
Ads, + Agds, + Aydsy+ Ayds, = o,

les variables 5,, 34, 35, 3, étant a, ¥4, ¥5, ¥e; le terme A, manquerait.
On sait que Pon peut comprendre toutes les solutions de cette équation
dans des formules de la forme

F.(a,y,s,y;,)/.)=3, ]:2:?(3)’ Fa:?l(ﬂ)‘

On cn tirerait trois des quantités a, y,, ¥, ¥, cn fonction de § et de
I'unc d’entre elles, ¢(3) étant une fonction arbitraire de 3, ¢'(3) sa
dérivée.

Dans le cas général (IX) les formules

Y= %, ."2:-,/(.“), Ya= ?(a)a y5=q’(“)’
yi=5"(2) = $(a)f (2),
oo f(a) + ]9 (@) = V() f (@) = (@) f (@) + e (2) = o

donnent la solution de la question dans le cas d’une variable indépen-
dante, a désignant une variable arbitraire, f(a), 3(a), $(2) trois
fonctions arbitraires de cette variable, f'(a), f/"(2), 9'(2), 5"(2),
V() étant les dérivées premitre et seconde de f(2), 9(2) ct la
dérivée premicre de J(a).

Presque toutes les propositions précédentes sont immddiates. I n’y
a qu'd faire voir que seulement dans le cas (1) le systéme (1) a des
solutions en prenant quatre variables indépendantes ct sculement dans
les cas (1), (11), (IIT), (TV), le systéme (1) a des solutions en prenant
trois variables ind¢pendantes.

Nous considérons pour cela qu'un systéme de solutions des équa-
tions (1) forme unc intégrale singulicre quand on ne peut prendre
arbitrairement les valeurs initiales des six quantités 2, ..., 2, ct nous
¢earterons ce cas.

Dés lors, unsystéme de solutions des équations (1) & quatre variables
ind¢pendantes devra renfermer deux constantes arbitraires. Soient

Fi(xn ey xo) = ¢,

Fo(zyyonyzy) =¢



48 DUPORT.

les équations définissant ce systéme résolues par rapport aux con-
stantes ¢, ¢’. Les équations

Z%dx=o, Z%dw=o

devront donc étre satisfaites en méme temps que (1), quelles que soient
Xy +uvy Ty donc elles rentreront dans (1) et 'on est bien dansle cas (1).

De méme un systéme de solutions & trois variables indépendantes
devra renfermer trois constantes arbitraires. Soient

Fi(zy...,z)=c¢,
F,(xy ..., 2) =0,

Fo(zyy...,xe)=1¢"

ces ¢quations. Les ¢quations

Z%dx;-o, Z%dx.—:o, 2 (I.L-——()

devront renfermer le systéme (1) ct par suite on sc trouve dans le
cas (IV) renfermant comme cas particuliers (I), (1), (1IT).

7. Il nous reste maintenant & nous occuper de la recherche des solu-
tions du systtme (1) dans le cas général, lorsque le nombre des
variables indépendantes est de deux. C'est la question dont nous allons
parler.

Reprenons les équations (2), (3); (4), (5) qui en sont la consé-
quence et cherchons & satisfaire en outre aux ¢quations

. dm, d(l)’ dm, dw‘
A = gF -i—ct,dF +°‘3dF +°“dF

(33) et eeeeieier e e, ,

dm, dw, duw,g dw,
M=o, g5 aF, T %gp, +%gF, T 4gr)

d d dm, w
w =B, m“*‘ﬁa m"*‘@a ?ud’

(34)  (eeeeeeenes e Ceeerenes Cereeiaaay
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m,, 0, B,, ®, ¢lant des fonctions de I, I, I, I, I¥; sculement. On
voil que, si I'on peut satisfaire i ces équations, les équations (2), et (3)
deviennent

dw )| (1('), dm awy (lm‘

=l Ty Ty T

(lm dw dw dw

— kT 91 3 [/ [
b=b Gl +thy thn

et le svsteme difféeentiel (1) est mis sous la forme
a,dw, + a,dw, 4+ 2, dw, + 2,dw, = o,
Bidw,+ B,dw,+ B,dw, + B,do,=o.

Il est satisfait en posant
w, = (,, w,=C,, w, = Cy, w, =y,

C,, G,, Gy, C, étant des constantes. Les équations précédentes four-
nissent quatre des quantités .« comme fonctions des deux autres et de
(juatre constlantes arbitraires. On a un systtme d’intégrales des équa-
tions différenticlles proposées dans le cas de deux variables indépen-
dantes renfermant cuatre constantes arbitraires. Je vais chercher &
former de tels systémes ().

Pour que les ¢quations (33) et (34) soient salisfaites, il faut en
somme satisfaire & des ¢quations de la forme

(35) M -0+ A H, + A H, + 01 =0,
(36) o I+ o Hy + 1+ o 1L+  H =0,
I, 1L, H,, 1L, IT; ¢tant proportionnelles & des fouctions de Y, I,

o, I, I, soulcmvnl. Les fonctions w,, w,, ©,, ®, sont alors (uatre
solutions distinctes de 'équation

do (/ du /i a\
I, 7 + 11, ‘n‘," + 11, ““ u,‘i{_;;’: + 1 g = 05

(') On peut consulter sur cette maniére de transformer en géndéral un systéme
d’équations de Pfall' le savant Mémoire de Biermann : Ueber n simultane difje-
rential Gleichungen der Form :Xyday=o (Schlém. Zeitschrift. t. \N\\,
1883, p. 234-244.

Journ. de Math. (5 série), tome 11I. — Fase. [, 1897, 7
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supposons, par exemple, I, 5% o et posons

"g o “z - "$ — "5 _—\
“, —X,, ﬁ" —Xu ﬂ‘l“‘xn n‘.—‘\:,s

les équations (35) et (36) deviennent

(37) . AL+ X+ X+ X =0,
(38) S X+ X+ 0, X+ 0, X =0,

On en tire
' A ()‘l) +'\ (7\))*(3"-A (xtl)x:l.""'-'s (.Ai)\'i""-\ ()\.;)\.;:",
(39) ' A1) + 20X, + A2 (A) X, + A2(X )X, + A1 (RN =0,

.............................................................

A () +A ()N +A (1) X+ (1) X +4 ()N =0,
(f0) i A?(}L,)+Az(!J»2)X3+A’(]J.:,)X3 ’*‘A?(P';)‘i'*'Aﬂ(!’n)\. == 0,

Cela posé, adjoignons aux ¢quations (2) et (3) les suivantes :

M) + wA(p) + 2, + By =0,

G40 \ AN + wA(p) + 2h, + By, =0,

................................... ,
' MK, + wA(p;) + 2d, + Buy=o.

Alors, si par exemple @ est différent de zéro, le systéme (4o) rentre
dans (37), (38) ct (39). Déterminons alors X,, X, X, X; par les
¢quations (37), (38) et les deux premicres de (3¢g). De la premiére
de (39) et de (37) on tire

(h2) 7\:1-\(-‘\’2) + 7\JA(XJ) + )\tA(Xs) + 7\;'.-‘(-‘:,) =05
de (138) ct de la premicre de (40) on tire

(43) wa3(Xy) + 1 d(NG) + 1 ACX) + 8, 3(X5) = 05
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des deux premicres de (3g) on tive
(1D AADAX,) +AA)AX,) + AR)AX)) + A(R)A(X;) = o,

et Pon voit que, si X, , Xy, Xy, X, satisfaisaient & la troisi¢me des équa-
tions (39), on aurait

(15) A2()A(Xa) + A2(R)AN)) + A2 )ACX,) + A2 (R)A(N) = 0,

et los équations (42), (’.3'), (4%)s (45) montreraicnt que 'on a
W) =0, AN =0, MX)=o,  AN)=o,

st le déterminant

7\._, 7\3 )\; )\.',
ha et s s
Ahs)  A(h) A(A)  A(M)
A2(h) AT A(Ry) AR
est différent de zéro. Or, pour que la troisitme des équations (3¢)
rentre dans (37), (38) ct les deux premicres de (39), il faut etil suflit
(que on ait Péquation suivante

P T W A, A, A,
ol W s s By
(40) A(x)  A(h) AR AN AA) | ==,
BO) N SR 300 20

ATN) AA) AN BON) A)

On voit en somme que, si tous les déterminants obtenus en pre-
nant (uatre colonnes dans les quatre premicres lignes du détermi-
nant de I'équation (46) ne sont pas nuls, cette équation (46) sera la
condition pour que I'on puisse déterminer des quantités H,, H,, H,,
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H,, H; dont les rapports i I'une d’entre elles soient fonctions seulement
de Ky, Ky, Ky, Fy, 1) satisfaisant aux équations (35) et (36).

Ces (quantités sont alors déterminées par les équations
AH =R+ 0+ A H + 01 = o,

P'q ll| -+ qulg'*‘ F-;gl[;; “+ {J«;Il‘ ~+- y-;;l(;, =0,
3 I -4 ODIL+8 (WL +3 )L +4 ()l =0,

(/..
) A A, + A2 ()L, ++ AP (M) L, + A (A )T, A2 (A ), = o,

Nous avons en somme it résoudre le systéme des équations (2), (3)
d'ottrésultent (4), (3), puis (41) et ({16). On a comme inconnues

ll’ )\27 x:" 15’ }-i’

Moy Weay Mgy By M

F, F, V¥, F, F,
A, Wy % [3;

les quatre derni¢res inconnues se réduisant & trois, on a en tout dix-
huit fonctions inconnues et pour les déterminer douze équations (2)
¢t (3), cinq équations (41) et une équation (46).
Cherchons a résoudre ce systéme,
AT Y . . Ldly X
Multiplions la premicre des ¢quations (41) par T la secondc

ar (LT la einquiéme par dr, et ajoulons; il viendra, en vertu de
Ic f{.“’ ) ¢ l l( d‘l',' 'J Y > dy } .

(6yet(7),
(18)  AQRai+ pby) +...+A(Ra + pby) + 2a;+Bbi= o,

équation qui en contient six. Joignons-y les équations (4) et (5). On

a le systéme
A(hey b))+ AR+ wby) +aa,+ Bb, = o,

.............................................................

Al()\“m + f*,'nn) +...+ -\.x(lauu + !-"I’un ) + 2a, + p[l“ =0,
— @A, =0,

- ¢4,
— 0,4, —b,A, = o
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on a huit équations homogénes 4 huit inconnues (ui ne sont autres
(que les équations (20) ot — g et — ¢ sont remplacés par 2 ct 8.
On aura donc I'équation (11) qui donnera deux valeurs pour le rap-

)s . ] . . I3 . . .

port = Les équations se réduisent alors & six distinctes et I'on a les
D

formules (27) pour deux systtmes de valeurs de A,, ..., 3,

. . ) )
Pour la premiére racine en , on aura le systée
A +ob, A+ ol coey A+ ol
w ¢tant arbitraire, et pour la seconde racine le systéme
C,+w'D,, L+, cery G, + o',
w’ élant arbitraire. Remarquons (ue I'on a les identités

@A\ +a, N+ +ay A =0, a,Ci+a,Ci+...+a,Ci=0,

. b.z\.+b91\,+..-+b“f\“=0, II‘C.+[),(I,+...+,)“(:“zo,
(i9) «
a B, +a,B,+...+a,B,=0, a,D+aD,+...+a,D,=o0,

0By +0,B,+...+0,B, =0, b,D,+b,D,+...+b,D,= 0.

Il est aisé de voir que si I'on pouvait déterminer w et o’ de facon que
les ¢équations

d¥
2_(/\ + 0B) -+ =o,
Z(C -i-w’D)g-E =o0,

aient quatre solutions communes, la question scrait résolue, car les
¢quations

,%’—:—I--I-‘“:—;% =0,
,;71;'—' o \u:;(:‘ =o,
X,:—’;—;? +... .4+ \‘,:—;:—; =0,
\,:17:—’: +...+X,‘Z—Z =0,

X, a +...+X, a, =o,
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ol w, w,, 0,, 0, désignent ces quatre solutions communes et X, ...,
\. des inconnues, sont satisfaites pour les valeurs A, + oB,, ...,
A, +oB, d'une part et C, +o'D, ..., C,+ o'D, d'autre part. Ces
deux systémes sont distinets : sans cela on serait dans le cas particulier
oft I'éqquation (11) est identique. Done dans le Tableau

dw, dw,
dr, dr,
dw, dw,
dr dr,
dw, o,
dur, duag
olw, dw,
duy dur,
a, ... a,

tous les déterminants obtenus en supprimant une colonne sonl nuls. 11
en est de méme si Pon remplace lesa par les b, On voit done que Ton
retombe sup les équations qui déliniraient les fonctions w,, o, ©,, ®,.

8. Nous verrons plus tard les équations qui lient les quantités o
et o'5 pour ke moment nous allons faire voir que Fon obticnt de nou-
veanx cas d'intégration lorsque les équations

~ \ dF ~ o, dlF
ZJ o= ZB?E—”'

(ui ne sonl autres que les équations (32), ont une ou deux solutions
conmmunes.

Soit, en cffet, F, unc solution communc des ¢guations précédentes.
Lo systéme (1) étant supposé ramenc a la forme (16)
Avdy, + Aydy, + Aydy, + Ady, + Ajdy, = o,
B, dy, + Bydy,+ B, dy,+ B, dy,+ B, dy; =0,

oil les A sont seulement fonctions de y,, ..., 43 la fonction Iy sera
une fonction de y, ..y ¥,
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On peul toujours ramener la premicére de ces équations i la forme
dF, —FdF, - ¥, dF,=o.
On aurait & satisfaire aux équations

WA @ g A by
dy Ydy *dy
Or nous avons vu (voir Reour hourguignonne de U Enseignement
supéricur, L. V, Mémoire sur les ¢quations différentielles, Chap. 1V)
que P'on peut résoudre ces équations en prenant arbitrairement 2 ¢l
qualors I, est une solution qui peut étre quelconque d’une dquation
. dF ¥

A‘('i"—"-*-...-i"Ajm——

I,

ol les quantités A” contiennent A et ses dérivées premicres, U sufliva
done de déterminer A de facon & satisfaire i I'équation précédente.
I ayant la valeur I7,. Le systéme (16) se raménera it la forme

. dzy, — 5,dzs, — z,dz,==0,
()0)
e ds,+cyds,+ e ds, + c,ds, = o,

en désignant I9, 19, F O F,, B par 34, 30, 35, 340 350 Nous avons vu
(que dans ce cas les équations (32) deviennent

dF¥ CdF +(c - ez )dl’ _dF " oV ~ 0
“a, + 3, 1T G ER Cds T ds; =
dF
= 0.
ds,

Ces équations doivent admettre la solution commune

F
P -
g

On devra donc avoir
€3+ €5, =0,
On peut prendre
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et les ¢quations (50) deviennent

dsy—3,ds,— 35,d3,= 0,

e ds, +c,ds,+ 5,ds, — 3,ds,= 0.

Elles sonl évidemment satisfaites en posant

(3]

:;":(:, :3='/(:.), = ________'/"(:' )’

-
o

e+ f(5)=3[(35)=0.

On tire de la derniére 3; ct'on a bien un systéme de solutions i deus
variables indépendantes dont 'une est 3, renfermant une constante
et une fonetion arbitraire.

Dans la pratique, les ¢quations (32) ayant une solution commune
I¥,, on posera

&

on lirera de cette équation la valeur de P'une des quantités o, Le sys-
teme (1) se transformera alors en un systeme de deux équations de
méme forme a cing variables arbitraives. Se rapportant au Mémoire
précité (Recue bourguignonne de U Enseignement supéricur, 1.\
n’ 1, Chap. V), on sera dans le cas ol ce systéme admel un systéme
de solutions renfermant une fonction arbiteaire, quel que soit C. Ce
cas d'intégration paralt étre nouveau.

Cela posé, étudions le cas ot les équations (32) ont deux solations
communes distinctes. Dans ce cas, on voil que, si P'on désigne par 19,
et I, ces deux solulions, on peut trouver un systeme venfermant une
fonction arbitraire en posant

l“z =./C(l“c )’
J ¢tant une fonction arbitraire. Posons alors
I, =« l"zz,/(a)'

De ces équations nous tirerons deux des quantités .o en fonction des
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autres ot de «. Nous préciserons la fonction f(a) ct le systéme (1) se
transformera en un systéme de deux équations i cing variables (Mé-
moire précité, Chap. V), qui aura un systtme de solutions renfermant
une fonction arbitraire.

Je dis que ce procédé donne toutes les solutions du systéme (1).
En effet, nous avons vu ue si les équations

w, = (3,, w, = C,, w, = C,, 0, = G,

représentent un systéme de solutions renfermant quatre constantes
arbitraires, les fonctions w,, @,, v, @, sont des solutions de I'équation

SAG+eXBY =0,

o ¢lant convenablement choisie. Soient alors trois solutions ®,, ®,,
¢, formant avee I, et I, un systéme distinct; on aura
W, ":.fl(,l“nan(bnq)zaq)»)’ w;r:/:n 0":1=,/':n wa::fn
et les équations

w, = (), w, = Uy, w, = (,, w, = (,
dounent, en éliminant @, @,, ®,, unc équation de la forme

H(F,F,, C,C,,C,e) =0,

ce (ui montre bicn que IY, est une fonction de I,.
On peut donner de cetle proposition une autre démonstration (ui
fait voir plus clairement le vésultat précédent.
Ramenons, comme dans le cas ot les équations (32 ) ont une solu-
tion commune, le systéme a la forme
ds,—3,ds, — 5,dz, = o,

evds, +c,ds, + 3,ds,—3,dz; <o,
Les cocfficients ¢, ¢, qui contiennent 3, seront lids par la velation

_ dF d¥ dr dl

3o — Sy — €y o - €y =0
v ds‘ “(I;, ! Cl:; 2 ll;; ’

Journ. de Math (5 série), tome [{I. — Fasc. I, 1803, 8
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I¥ étant la seconde solution commune des équations (32) et, par suite,
ne contenant pas 3.
On satisfera & 'équation

dsy—3,ds, -35,ds,. .0,
en prenant pour 3, une fonction quelconque de 3, et 3, et posant

ds, - I3,
S .
. . YT s, = dsy
[ ’¢quation
evds, +epds, + 3,ds, -~ 3,dz,== 0

donne alors

¢4z ds, %o
T s “Vds, '
ro4z d.-n. (I:;; Y
2 =3 d:z =4 ([:‘2 o !

T . . . _dF d\
multiplions la premicre de ces équations par -, -5 la seconde par - -
s, dz,

ct ajoutons; on aura

;A dY AV dsy _ds AV ds L ds
“ids, dz, " ds,\T%ds "‘d:,) ds; \ " ds, "‘(I:,)_' ’

ou bien
_ /dr d¥ ds,  dIFF ds, AV dz;
Slam tan & T ds ds T s d‘.)
. (1¥ dF ds, d¥ ds, d¥ dsz;
T ((7:; tdm de T s ds, T, d?.,)’

Cette équation montre que I est une fonction de z,.
Le systéme proposé pourra dés lors étre vemplacé par le suivant :

ds ds. ) o
3= o 3,= g K (5, 52y 50y 34, 53) = [(34)s
ds, 3 ) )

ct 'une des deux équations

¢ 4+ 3 ds, . dsg PN P ds, _ds 0
: ~G T T e - 'y wigs T ey, — W
! ! fl:‘ ‘(131 ) 2 do’ ! Ivg
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De l'une des deux derniéres on tivera s, ; on satisfera aux premiéres,
en précisant la fonction £ (3,), par des formules

d
dj =Y (“)

On peut done dans ce cas obtenir toutes les solutions du systéme (1)
par Fintégration d’équations différenticlles ordinaires.

(l)(:,, Sy Sy ?’) = ?({5)’

9. Revenons maintenant au cas général.
Il nous reste a former Péquation (46). On peut la mettre sous la
forme

A (A) == ad* (M) + DA(R) + cu + d,
n désignant Pune des quantités A,y Ay, ..., Ay et e, b, ¢, d des fone-
. . g dF . . , .
tions convenables. Multiplions-la par 7 Ct ajoutons les cing équations

ainsi oblenues, A ct I¥ ayant suecessivement les indices 1, 2, ..
On aura

VTR LR I | AL ~
ZA (W) == az.\ (A) 7= /ZA()\) o dz \-~,
on le signe X porte sur les quantités A, w et IY. On aura six équations

semblables en donnant successivement a la lettee .« les indices 1,
2, ..., 6 el Fon voit que 'on a & annuler tous les déterminants du

Tablean

>~ d“ Zf*m 2‘_\(1)(” }:ngl_ ¥ ),nA

(Il< ~ dF TS AR \ RN
(,.N Z b, 2V Z*‘W;zr 28N g By

...........................

~
. D

N, dF s  dF dF N, dF 3, oa . dF
z)\/l‘l'a p'dJ;, ZA()\)(II ZA)(A. dr, s-\‘(/\)—""'

(ui sc réduisent & une seule ¢quation,

On a
b < dF
2= Jege=h
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puis
A8 dF
E A(A)E =d @y +da,+. ..+ Dy,
ot
A|:: A,‘*"‘wB‘, ey A‘,7-'J i\"+ (!)Ba,

: Lo ) .
en se servant d’une des racines de I'équation (r1) en 5 Cby par suite,
on aura

(32) JAM) g =R+ wS,.
Remarquons ue 'on a identiquement
S(A+oB)(R+wS)=o0,
c’est-d-dire séparément

SAR = o, ¥ BS = 0, Y(AS + Bl{:) =z 0.,

<1 . . .
Remarquons cncore ue, dans le cas ofit I'équation en o A ses racines

distinctes, on aurait en multipliant I'équation (52) par C;+ w'D; et
ajoutant cn donnant a 1 les valeurs 1, 2, ..., 6, la formule

I(C+oD)(R+0S)=o.

Celle équation est une identité et ne donne aucune relation entre
melw,

in effet, désignons pour abréger C + o’l) par &' Soient &, et u,
les valeurs de A et w pourle systéme A = A + wB, et A, el w, les valeurs
de A ct w pour le systéme A'. Si 'on multiplie les équations (48) ot &
ot i sont remplacés par A, et @, par ), ..., As et que Fon ajoule, il
viendra

'A.Ea,-j(.\,fAj— .\;A,) -+ #'Zb,j(A; Aj - -\;-\,) = 0,

De méme si, dans ces équations (48), 'on remplace les A par A" et 2
ol w par A, et w,, puis qu'on les multiplic par A et qu’on ajoute, il
vient

MZai(A A — AA,) + w,Bb;(814; - Aj4) = o,
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On aura donc s¢parément
Sa;i(3;8;—3;0;) =0,  ITb;(;4;-—3;4;)=0;
la premicre de ces équations peut s’éerire
S(R+wS)(C+w'D)=o,
«ui a done bien licu quels que soient © et w’. On aura séparément
SRC = o, SRD=o, X8C =o, ISD =o.

On voil ue, si 'on fait tendre la seconde racine de I'équation (11)
vers la premiére, on a alors au licu de la relation

S(AS+ BR) =o,
séparément

ZAS =0, IBR = o.
Inversement, je dis que, si Pon a
IAS =0,

I'équation a une racine double. Supposons (u'il n'en soit pas ainsi. On
aurait les relations

SXR =0, EXS=o,

(ui seraient satisfaites pour les valeurs A, B, C, 1) données aux quan-
tités X, Les systemes A, B, G, D ne scraient done pas distinets et 'on
serait alors dans le cas ot I'équation est identique, auquel cas la con-
dition d’égalit® des racines est bien satisfaite.

Revenons maintenant i la suite de la détermination des coeflicients
de Péquation (51). Posons pour cela

R+wS=1r.
On aura

( 1.)2\) EA()\)Z—‘I; ==
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De méme que ces ¢quations ont é¢ Lirdes de

~ o dF
_ =2 0
on en Lirera
- N .oy dF
(20) ZAa(X);Z;“ :/','|A.+...+",'“A‘-, B )
puis, de ces équations
- Y a s~ (II:
( n{) ZA‘(A)(_L(:: =S,~.A, +...+s,'“A“ - Il"

ct I'équation (51) est un des déterminants du Tableau

a, b, r, s 1
. by, oy s,

N

|
|
- |
(a0) !
|

o "nt ry So

N

Remarquons que 'on a identiquement, ¢’est-a-dire quel que soit w,
SsAd=o, JOYZ W
les termes se détrnisant denx a deux dans ces ¢quations. Comme on
avait déji les relations
Yal=o, 2hA == o, 3rd = o,
on voit (ue les équations (53) se réduisent bien & une.

10. Remarquons d'abord que cette équation ne donne la solution
cherchée que dans le cas ot tous les déterminants du Tableau

A, A, A, ,

‘ hy Ay P s
CAY) AL AG) A A
LAT(h,) A(M) AR(N) AT(R) A(R,)

A,

A,
ko

|
|
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ne sont pas nuls, ¢’est-d-dire quand tous les déterminants du Tablean

a a a, a4y a; a
b, b, b, b, b, b,
ryor, or, o ryor, o rgl

os’ ‘ 09:‘ s:l 's‘ ‘ ‘s. .i ‘S' “ I

ne sonl pas nuls. Voyons ce ¢ui arrive dans ce cas. On peut alors
satisfaire aux ¢quations (37) et (38) en prenant arbitrairement 'une
des quantités X, X, X, X; comme solution de Péquation A(F) = o,
¢’est-a-dire que 'on peut prendre arbitrairement 'une des fonetions
®,, 0y, 0,, ®, comme solution de cette équation. Mais il est préférable
de présenter de Ja maniére suivante les solutions que 'on obtient dans
ce cas. En somme, les déterminants des deux Tableaux suivants sont
nuls

RV VD VS
A Ak A(K) Ak A

. ey Wy &, s

) A(m) A (g M)

A, A, A, A, A,
AL AL) A(K) AN )
o, thy ty we W
!

VATCN)  AT(A)  ARCN) AR(A,) ARy
On aura done les relations, A étant 'une des quantités A, ..., A,
A(w)==ah+Bp+vAD), QW) =ar+fu+vAR),

on cn lire

A*(N)=a"h + B"A(N) + y"A(R).
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Done, tous les déterminants du Tableau

i 7“ \Aa 1:: )w )‘5
il AN)  ACK) A(R)  ACA) A(R)
LAT(A) AT(M) AR(h,) A'(h) A*(Ry)

300 B0 ¥0n 00 800

sont nuls.
Prenons par exemple I'un de ces déterminants, On aura
My=mh, + nh, -+ ph,,
A(A) = mA(N) + A%, + pA(Ry),
A(N) = mA(N)) + nd2(h,) + pA*(Ay),
AT(N) = mA* (N) + nd*(A,) + pA* ().

On tire de ces ¢quations

A(mry=o0, Am)=o0, A(p)-:o0;

on pourra done, en géncéral, poser

)\‘ =z I)l,]\'. + ll.ll'g +[)|I":t7

---------------------------

N=mehy+ nghy, + pyk,,

les cquantités my, nyy pyy ooy M5y 05, pg Clant des fonctions seulement
de I¥,, F,, ..., I;. On a cnsuile

wy=mhy+nh,+phy,

o =mh = nhy -+ pohy.

On voit qu’alors le systéme (1) peut se mettre sous la forme

ky 2 mdl + k, 2 ndl’ + k, 2pdl<‘ =0,
1 1 1

h, zmdF -+ hy 2 adF +h, }:pdl’ = 0.
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Elles sont évidemment satisfaites avec deux variables indépendantes
en posant

im(ll? =0, 2 ndF = 0, Xp({F = 0,
1 1 '

(ui comportent une fonction arbitraire (voir Mémoire précité, Cha-
pitre V).

Cherchons maintenant & quelles conditions doivent satisfaive les
coeflicients des équations (1) pour que I'on se trouve dans ce cas par-
ticulier.

11 faul ct il suffit que I'on puissc déterminer w, puis des quantités
m, ny p, de fagon que 'on ait

si=mr;+ nb;+ pa,.

Supposons d’abord que P'équation (11) ait ses racines distinctes. On
danra
2Cs =o, IDs=o,

¢l inversement on voit aisément que ces conditions sont suffisantes.
On a

si= Ay Aol oo+ Agley

=A,d—'—L(li,~+ Siw) + ... +A°di%([{,.+ S; )
d ~ d .
__A.(,-—;[(li.%—b.w)— —A“(E(Ro.pb“w),
= l),"+' S,A(m)—ZASﬁ,
dr;

U, étant une fonction du second degré de w. On aura done

\' ¥Cs =3XCU — ZAS 2(:3_‘: —o,
(H0) « ’

| SDs=3¥DU — 3AS zD:’T‘j = 0.

Si ces deux ¢quations ont une solution commune, cette soiution

Journ. de Math. (5 séric), tome [Il. — Fasc. I, 18g-. )
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fournira une équation

S(A+ wB)% =0,

dont cinq solutions distinctes seront les fonctions I¥,, I, ..., I,
Le cas oti Péquation (11) a une racine double sera étudié plus tard.

11. Ecartons maintenant ce cas, ¢'est-a-dire supposons o dillérent
d’une solution commune des équations (36) et reprenons 'équation

(55). Calculons pour cela les quantités ¢
On a

A S'“ se +Aﬂsi0?

ds,

a

dr; Y dx;

ou bien, en posant

b
dr; dor, drgde;

ou bien

’ d N oA/ ' 2 (I
L=V, +1 c_z':,: + T;A(w) + 5,4*(w) — l;j;.:lA(“’”’

V;, I', T, éant des fonctions du troisicme, du second ct du premier

SAS =1,
(ll;‘,' llU,‘ dUl o ~ 2 . tle
| d.l‘—; -+ A“ _(I; -+ '(1(;‘ A((O) -+ A( b,‘).l(.(')) 4= h,A (w) —- A( l) { , —_ l.\(
dU, dU, dw (/5, d dl dw d*w
—4, I(z,, do dz T am @)+ S, .;:l-‘“”.’l ~ daar, ~ Varar | -
d U do IS l fo (e
0| Zt e M) S A | =

ds; ds; s ds,
'—-+ +A“_'~_A'd_l-—°"—A°;l:lTi’
(ll dU/ dw dS, dw ¥ ot
dl, ‘dw d.v1 dx A( >+S A(s.)) l (.-AS) r, \stll o | +
dU (Il, dw ,' . . d d 2% dw A
+ A, [(/.L'p -+ e tT—.I", + d;sA(w) -+ bi({_.l:.; (Aw) — dr (HAS)(/I \SI/T_([I—,‘ I
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degré en . L'¢quation (53 ) devient alors

a, by Ry+S,0 U +8, A(m)—-l dm V,+ [' dw +'l JA(L)+ 3, A‘(w)—l—[A(o>)| |

.............................................................................

J
o . < d\ , dw = d :
ty by Ra+Sy0 Up+-Sed(w) - 172 Vot T 25 + T8 (0) + 8,87 (w) = 1 7 [A(w) | |

Les ¢qualions

d I

y=SA(0) T =z (M)

montrent que 'on a, en posant comme il a été fait,

C+owD=4,
les relations
YA's =o, At = o,
cestl-a-dire

. ‘ AU - A (w)=o,
(27) , ‘

’ SNV 4+ A (0) + A(0) ETA — [A'A(w).

Les relations
YaN =o, XhN =0, rd’' =o, IsA'=o, YIA = o,
jointes a

Yald=o, YhA=no, Sri=o, IsA=o. Yti=o,
montrent que les équations (57) peuvent remplacer (35): ©'y entre au
premier degré; en I'éliminant, on en tire |'¢quation en w

\H_N;’“ *CV + ‘_’-+;((.,)\(1~1\(,__|.\(.,]
. dr 1
()8) — - —_— et

SDU— I\I)(—I'-'f_ \m+|'\|)_+m.>\m l\l)—[.\(m)]

Celle équation, qui peut remplacer les équations (55), est toujours
thu second ordre.
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Reprenons I'é¢quation
AU~ 14 (w)=o0.
On aurait de méme
ZAU — JA((»') = 0,

en posant .
R+ S0 =r,=4a,+ ...+ 8,a,,
U, +§; A’(w)—.]il"—"._s =A\r 4.+ AT,
J=XCS.

La premiére donne

SGU—15C 2
Ow=-——

-Du_l\l)‘f‘—"

en portant cette valeur dans la seconde, on a une équation du second
ordre qui ne peut étre autre que (58). Donc, les équations

. AU — IA’((») =o,
(19) .y s
AU — JA(w)=0

sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que les équations

o r
E(A + 0BT =,

EC+uD)T —q

forment un systéme complet. I et J, élant tous deux la condition pour
que I'équation (171) ait une racine double, ne peuvent différer que par
une conslante.

Je vais maintenant m’occuper de la construction des développements
en serie des intégrales du systéme (1), question qui peut offrir un cer-
tain intérét.

Soient

Fie,, &y o0y 2y) = 0

D(ryy Ly ooy y) =¢
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les variables indépendantes. On a les équations

Zadr =o,

Lbdx = o,

SR+ 0S)de = o,
(R +w'S)dz=o.

Ces quatre équations ont deux systémes de solutions qui sont

A+oB, .., Aj+ B,

C,+uwD,..., G+ oD,.
On aura donc
.r

7 =MA +0B) + u(C+w'D),

1. , ’ /
% =N(A+wB)+w(C+wD).
On en tire

1 = AM(F) + pd'(F), 0 =AA(D) + pA' (@),
o= NA(F) + waA'(I), 1=NA(D) + WA (D),

d'ou

s'(F) —A(®) o A(F)

== N=-or k= wETpe

avee

H=A")A(D)—A(D)AN(F).
On aura de méme pour les fonctions o et o’

lo» . du' , IR

dw ! 7 A? l(!)’ ’ , yae R
T =NA(0) + WA (0),  ZE=NA()+ WA (w),

d’ol
, s dw , dw
A(w)——)\;l‘:—)\w’
dw’ , dw’

—AW) =g g
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On remplacera dans ces équations A(w’) et &' (o) par les valeurs
fournies par les équations (59) ct Pon aura le svstéme suivant :

drx,

7{7 ::l/"(-”" ceny "l’.ﬂ’ (!), (!)',‘),

e et v D I R I A A A A S 3

dz,
du =,/.4|("'n seey iy W, ‘”/)~

((‘tl ’

v =?|('Ln veey Ly O, 0),

................... ces o

durg , ,

T = 7l gy 0,0 )s

dw . : ,
= = IN( Ly ey LgyW, W NEE g ooy gy )y ( -
du (e, y Lgy 0y ) + ( 1 g Ly Oy )'/‘.’
do' . . , _ ) ,\ e’
o =P(Lyy ey Loy @y 0 (g ooy, 0, ) e

Si Fon se donne pour les valeurs itiales de o et de v celles de
Lyyoeey Ly €0 qui N'en fait que quatre d'avbitraives, puis les fone-
tions @ et " de ¢ pour la valeur initiale de «, on peut construire les
développements en série (qui seront convergenls.

La solution comporte donc deux fonctions arbitraives d'une va-
riable (*).

12. Nous allons maintenant nous occuper du cas de la racine

double.
On a d'abord & voir si P'on peat annuler tous les déterminants du

Tableau
a, a, ... a,

by by ... by |

]
ryor, o /'.\i
'S.‘ 82 LY S“]

(') Les systémes d'équations aux dérivées partielles de ce genre ont ¢ étu-
diés dans le savant 7raité d’Analyse de M. Méray, . 1, Chap. \IL.
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¢'est-a-dire ici

! , a, o, a, a, a,
(‘.)(D) ‘
|

h, b, b, b, b, b, !
R+S60 R+S0 RKR+S0 Rk+Seo R+SSo Ri+So
P U +8,8(w) Up+8,8(0) Uy+S,4(0) Uj+5,3(0) 17, +5;5(w) lf,‘+.\'“A(w)i

Si tous ces déterminants sont nuls, on aura, a, 3, ¥ ¢tant conve-
nablement choisis,

U-Sd(w)=aa+ 3b+ v(R+wS).
On en Lire
(61) YAU =o, YBU =o;

Oon o
U=L+ Mo+ Nw?,
el 'on a les relations

AL =0, X(BL+AM)=0, X(AN+BM)=o0, XBN=-o.
Les équations (61) deviennent

wXAM + w*XAN = o,
IBL + o IBM:=o.

Elles fournissent pour @ une et une seule valeur. Les équations (o)
se reduisent alors & une qui est la condition cherehée.
Considérons maintenant le eas tout a fait général et voyvons si I'équa-
lion en o est du second ordre; e'est
' \ - S Ay . , dw . S - !
cay by Ri+8S0 U +8A(0) V,+1 e [ A(w)+ 3,4 w)
. l M

1
I
.

ag by Ry+S,0 U,4+8SA(w) Vi+ T

---------------------------------------------------------

dw

'([_,Th + '[‘(iA((") -+ S‘,AQ(‘(O.)
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Les termes en A2 (w ) sont les déterminants du Tableau

a a, a, a, a, a,

by, b, b, b, b, b
R, R, R, R, R, R, |

] S:c Sl h Sn
v, U, U, U, U, U,

v
.

Si tous ces déterminants étaient puls, on pourrait déterminer 2, 3.
h) .
~/y & tels que 'on ait

U=aa+3b+yR + 2.
On en tirerait
SAU=0, SBU =o.

de vais démontrer que dans ce cas I'équation (11) est identique.
Pour cela nous supposerons le systéme (1) ramend a la forme
dsy, — 5,ds,— 3,dz,= o,

evldsy+eydzy+eydsy+ e dz; == o,
On a trouve

A= ey, A= e, Ny=eos+ 03,
\i= ey, A==y, Ay=o0,
B,= o, B,= o, B, =ao.

B,= 0, B.= o, B,=1.

On a ensuite

e

e dey | dey, Coy (e dey - pdey degy
- ((_E:, - (_/.T-,)("“’-{_ d:,,(("“"-‘_("""") - (rls., ’ (/:,)(' (‘!/3;_ //:,)("’
— fll:‘
= ;7:.:1
de, dey\ dey, . (Il(fg Codeyy o fdey des
-(T "7;:)‘**75,,"'“*'*-'4"‘ Pl o LR el =0
ll('2

== ~—

sz,
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_ dey deg de, dey
—-—“"{:':;c‘ 2—3—'65+d' (J'+d 29
= o,
__ (de, de, de, dc,) de, . . dc, .
prmand (d.',' _— a;")c‘-i" (a—:—’ - d-—.‘h' C,+a—z’(c;a‘+cic5) (—i:.'"
_ ey
~ ds,’
__ [ dey de, dey de, des - dc;
=(z - @)+ (E-T)e+r Benran) - (T -2

dce,
—_— -—:-’

]
de, dey de, dey
’—d—:“c‘ d" 3+a“.—60|+2?"c~1,

Formons I'expression ZBU = o; elle se réduit & U,=o0.Ona
Ug=A e +...4+ 8750
On a, dans le cas &e la racine double,
R,=o;
comme S, est nul, on a en somme r', = o, et, par suite, I'équation

U,=o
devient

d’|
|d-

d', dl;

a 5 ds,

+A4 5= -+ A= =o0;

on a de plus, puisque /-, est nul,

Ary+Ar,+. .+ Ay =0,
il vient donce
dr, —

(s

Journ. de Math. (5* série), tome III. — Fasc. 1, 1897.

dA( dag
’d' + + ,5 d‘m

)

10

de,
ds,

dc;
ds,

e
)p
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et I'équation

U=o
devient finalement
llc‘ d05 - dc; - d05 dc| . ,‘_{C_’_ -
l{,;l—::+l{,£+l{, (‘“d—ig-*—‘,d—b'g —B.(—i?n l{;dzs——-().

On vérifie par un calcul facile que cette condition, jointe i R, = o,
se transforme dans la condition pour que I'équation (11) soit iden-
lique.

Ainsi, le cas ou I'équation (11) a ses racines égales w'offre rien de
particulier.

Il nous reste & construire les développements en série. Nous par-
tirons des équations

Zadre =o,
Lbdx = o,

(R + Sov)dx =o,
I[U + SA(w)]de =o,
Z|V+ TA(w) + SA*(w)]de -+ I'dw == o.

Posons
A(w) =w,

les équations précédentes deviennent

Zade=o,

2bdx =o,

Z(R+Sw)dr=o,

Z(U +Sw')dx = o,

I[V+To' + SA(w)|de + 1" do = o.

Le systéme A + Bo mis en place de dir satisfait & ces équations;
des quatre premicres on tire un autre systéme

M+ No/,



SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES, 75

qui satisfait aux quatre premiéres; M et N sont des fonctions de w du

troisiéme degré.
On aura alors

d: .,
T =A(A+Bw)+p M-+ Nw),

d / ’ !
% =X(A-+Bo)+w M+ No);

u, ¢ étant les variables indépendantes, soient
F(z,...,2y) =u,
@(x"...,xo)=‘)0

On aura, en posant
E(A +Bw )3 =4 (F),

E(M -+ No') 2% — 5, (F),

les équations
1 =AA(F)+p A (F),
0=NA(F)+ wA(F),
0=AA(®)+ 1 A(D),
1= NA(®) + WA (D),

qui déterminent A, @, ', w’. On aura ensuite

S(V+Te)(M+No') +A(0)ES(M + No') + I'A, (w) = o,

et enfin

dw , do' ' ‘
= =M’ +p i (), %:)\A(m)—*-y.A,(m),

u

dw 1 ’ dwl ' ' ' '
o =N+ WA (0), = =NAW)+pA ().
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On en tire, en posant

H = A(F)A,(®) — A(®)A,(F),

_A@ AP a@) s
A= N=—TF o k=-Sp WS

les équations

dw , dw
A‘((D)=)\ @ — A da’

S duw
W =K du W a0’
, , dw’ rdo’
Mo)=wg -5
d’ou finalement les équations

i do durf
o=k T M

-, (Im\

E(V+To)(M-+Nw)+ (w5 — w52 ) EMS+ T (A — W) =o.

du
On en tire
(_ig dw
dv = o« 4 p 70’
du’ , , dw ,dw
dv * +§ du Y du’

qui permettent la construction de développements en séries conver-
gentes ct montrent que 'on peut prendre arbitrairement les valeurs de
quatre des quantités z,, ..., , pour les valcurs initiales de u et v, ainsi
que les fonctions w et ' de « pour la valeur initiale de ¢ ('). -

13. On peut former des équations auxquelles doivent satisfaire les
fonctions w,, w,, w,, ,. Bien quc n’ayant pas servi, elles ont néan-

(') Voir la note de la page 7o.
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moins un certain intérét. Reprenons les équations des deux Tableaux :

du, . do duw, du,
d‘l" dmo dxl d{l’s
do, . doy doy do
dz, du, dz, '~ dz,
dz, dz, dz, '~ dz,
dw,  do, do,  do,
dr, = dz, dz, dx,
a, ... a, b, ... b,

On en tire les équations du Tableau suivant :

@ ar
dz, ' dx,
do | de

, dz, ' dr,

( 02 \) d_lp. dv
dr, = dz,
a, Q,
b, b,

Tous les déterminants de ce Tableau seront nuls quand on y rempla-
cera F, @, W par trois des fonctions @,, ©,, w,, 0,.

Développons tous ces déterminants cn négligeant d’abord la pre-
mié¢re colonne du Tableau, puis la seconde, etc., puis la derniére.
Dérivons la premiére équation par rapport a x,, la seconde par rapport
a .r,, cte., la derni¢re par rapport a x,, ct ajoutons; les dérivées
secondes des fonctions F, ®, ¥ disparaissent et si dans I'équation
obtenue on remplace

dv
dz
par
Xfl—F—» ﬂ+v +0b
dz T by TP

en vertu des équations du Tableau (62), les termes en A ct p dispa-
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raissent; le coefficient de v est alors

Fo Fo
. Lzuam‘; +.. Leus‘v‘t
cclui de p est
Fo
Mans;‘?‘ - Mooza ;1“

Or, pour les valeurs de F ct @ égales & w, ct w,, par exemple, on
peut remplacer ¥ par w, et @,; on en déduit que les coefficients de v
ct & doivent étre nuls. Ces coefficients s’écrivent [voir les équa-

tions (27)]

‘ (L,,,sjj +L"“d +L.md’ +l,5.,,(—ld£+l,,,,.;‘{%)%
(B3) ¢ o et e
) — (Lo 75, + Lasso T + Liwwr S + L T + L ) o =0
et
(Mases 5 + Maa 75+ Masia o+ Mysas -+ Mot 510 )
(B4) { - vneemee e e e
(M.m;{iF +M1m;’F +M,,°,§£+Mmz:r + \la.,,(‘;f):ﬁ =

Cela posé, je dis que, si ces équations en @ ont pour une valeur de IF
quatre solutions communes ©,, ®,, ®,, ©,, ces fonctions satisfont & la

(question. Pour cela, désignons par 4,, 4,, ..., A les coefficients de

‘b ‘b v . . 1 ’ ’ M
-(%— ) vees ‘—‘1—11—- dans équation (63); par A}, 4,, ..., 4, les coefficients de
1 6

dq) * . 'y ’_* . 4
' (—(;%, ey mdans I'équation (64). On vérific sans peine que l'on a,

quel que soit F,
a, A +...+a,A;=o0,

bA +...+bA; =0,
AR a,A, +...+aA,= o,
bA, +...+ bA,=o.
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Lies équations

X d(')‘ +...+K d(!). PN

tdr, S dr,
(lm, dw, _
! (1.1:, +Xoom dr,

\"(1—(‘% T x“%1 =

dx,

6

x (,(v)‘ T X (I(t" —0

Ydr,

(ld

X,ya, +...+X, ¢ =0

sont salisfaites pour les valeurs 4A,, ..., 4, A}, .

(quantitées X, ...,

.., 4, données aux

X, ; si ces valeurs sont distinctes, c’esl-a-dire si l'on

n’est pas dans des cas particuliers étudiés, les équations préeédentes se
réduisent & quatre ct tous les déterminants du Tableau

d("l
dr,

dw,
dx,

a,

dw,
dr,

d n,
dx,

Qa,

sont nuls, ce qui démontre la proposition.

Cela posé, considérons I'équation

F
AT+ wIBY —o.
On en lirera
,(&)—'+...+A6@ A.d-f—"j’+...+AGd£3
(65) dr, dry _ dx, dr
: B do, + B do, (_iuﬁ+ B dm,
'(E A cd—‘% ’d.l“ cee 6(’

Je dis que cette équation est une combinaison des équations (63)
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ct (64). En effet, écrivons les deux ¢quations

dF dF
A.‘—l—x-; +.”+A°E =0,
B 4. .+B &

. . . K . 743
Si 'on forme les combinaisons ol manquent successivement ——:

dr
dF dF '
T’ AL et ce sont
1 1

dF dF
(Achx - A“B')ZZ +...+ (A;,B“ — A“Bs)d—ws =0,
dF dF
(B'A:'_A'B“)?ix—. +.oo+ (BoAs—A,Bs)d__h =o0.
Or ces équations sont encore

dF
()‘Lzus "!-"Mn.‘s) Zi—x‘: “+...=o0,

...............................

D’ou il suit bien que les rapports

AB,— A, B,
ALyyis — 1 Mysys

auront tous la méme valeur et que par suite I’équation (65) est bien la

combinaison obtenue en multipliant (63) par A, (64) par w et
en retranchant.



