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SL'H LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. '7 

Mémoire s tir les équations différentielles ; 

PAR M. DEPORT 
Professeur a la Faculté tics Sciences de Dijon. 

Introduction. 

Le point de départ de mes recherches sur les équations différen-
tielles et aux dérivées partielles a été de trouver des expressions pour 
les fonctions y et ζ d'une variable χ satisfaisant à une équation de la 
forme 

(i) /<>»/»*>/»-)=°» 

renfermant une fonction arbitraire et ses dérivées. 
Ce problème est fort élégamment résolu dans le Mémoire devenu 

classique de M. Darboux : Sur les solutions singulières des équa-
tions aux dérivées partielles du premier ordre. La solution en est 
tirée de la Géométrie. Pour traiter la même question analytiquement, 
j'ai dû tourner la question et substituer par l'introduction d'une nou-
velle fonction un système linéaire à l'équation (i). En posant par 
exemple s'= u, l'équation (i) peut être remplacée par le système 

z' = u, 

/=?(*»/> s» «0. 
Journ. de Math. (5· série), tome III. — Fasc. I, 18*17. 3 
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qui est un cas particulier du système différentiel 

A dx + H dy + C cl ζ -t- Γ) du = ο, 

Λ' dx ·+■ Β' dy «+■ C dz -+- D'du = o, 

.e,y, s, u étant des fonctions d'une variable et Λ, B, C, D, A', II', 
C, D' des fonctions arbitraires de x, y, ζ, it. Ces fonctions χ, y, s, u 
peuvent s'exprimer au moyen d'une variable convenablement choisie, 
d'une fonction arbitraire de cette variable et de ses dérivées premières 
et secondes. Cette question a fait l'objet d'un Mémoire que j'ai publié 
dans la Revue bourguignonne de renseignement supérieur, t. Ill, 
IIW 3. 

J'ai été ainsi conduit à l'étude des systèmes formés de plusieurs 
équations de Pfaff, quel que soit le nombre des variables indépen-
dantes. Cette question n'a pas encore été traitée à ma connaissance. 
Le seul Mémoire qui s'en rapproche est celui de M. Darboux, publié 
dans le Bulletin des Sciences mathématiques, 2e série, t. VI, sur les 
formes réduites de l'équation de Pfaff. Dans la première Partie de ce 
Mémoire, l'étude de l'équation de Pfaff est faite à l'aide d'une identité 
remarquable de la manière la plus simple; dans la secoiu le, M. Dar-
boux considère plusieurs équations de Plalf et obtient des fonctions 
des coefficients de ces équations qui soul des invariants pour un chan-
gement quelconque de variables. 

Je me suis, au contraire, occupé de la recherche des solutions du 
système formé par plusieurs équations de Pfaff, quel que soit le 
nombre des variables arbitraires. Selon ce nombre, tantôt les équa-
tions obtenues ne possèdent de solutions que dans des cas particuliers, 
tantôt on a des systèmes de solutions renfermant des éléments arbi-
traires dépendant d'un nombre plus ou moins grand de variables; 
mais il y a toujours des liens très étroits entre les systèmes déduits des 
mêmes équations de Pfaff. J'ai mis ces résultais en lumière dans un 
second Mémoire publié dans la Revue bourguignonne de l'enseigne-
ment supérieur, t. V, n° 1, où j'ai étudié tous les systèmes de plusieurs 
équations de Pfaff lorsque le nombre total des variables dépendantes 
et indépendantes ne dépasse pas cinq. 

Dans le Mémoire actuel, je m'occupe de l'élude de deux équations 
tic Pfaff dans le cas ou le nombre total des variables est de six, c'est-
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à-dire du système 

1 a. dj.·: = ο ) 
(i = 1, 6) 

Σ/>,·//χ,· = ο ( 

Je donne une classification complète de tous les cas qui peuvent se 
présenter au point de vue de l'intégration des systèmes obtenus, quel 
que soit le nombre des variables arbitraires. J'y ai fait le plus grand 
usage du Mémoire précédemment cité de M. Darboux. 

Dans le cas où le nombre des variables indépendantes est de deux, 
on a alors quatre équations renfermant quatre fonctions incon-
nues. Ce cas est de beaucoup le plus intéressant. Il forme une transi-
tion entre les équations différentielles du premier ordre et celles du 
second ordre. Les solutions dépendent de deux fonctions arbitraires 
d'une variable. J'ai notamment trouvé deux cas où l'on peut obtenir, 
à l'aide de l'intégration d'équations différentielles à une seule variable 
indépendante, des solutions du système proposé renfermant une fonc-
tion arbitraire, sans que l'on puisse obtenir pour cela la solution géné-
rale du système. Ces cas me paraissent nouveaux et de nature à 
intéresser les géomètres. 

Je ne puis terminer ce résumé rapide sans dire que les transforma-
tions (pic je fais, les méthodes que je suis, se rapprochent beaucoup 
de celles qui ont été employées par M. Sophus Lie dans ses beaux tra-
vaux sur les équations aux dérivées partielles du premier ordre ( ' ). 

1. Je me propose d'étudier dans ce Mémoire les deux équations 
différentielles 

( a,dx
i -ι- a3 ·+■ a3djc3 -+- a^dx\ + a3dx3 -h atdxt = o, (0 

( bytixt-h b^dxt ·+■ btdx
3
 -t- b

s
dx

%
 -t- b

3
dx

:
, -h l^dxt = o, 

les quantités a et b étant des fonctions quelconques des quantités x. 

(1 ) Les résultats démontrés dans ce Mémoire ont été publiés, dès 189.5, dans 
une courte Note qui a paru dans la Revue bourguignonne de renseignement 
supérieur, t. V, n° 2. 
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Les solulions de ces équations, quel que soit le nombre des variables 
indépendantes, résulteront des différentes formes auxquelles on pent 
réduire ce système. 

Je vais énumérer ces formes. Les quantités yt,y.Jt ···>.)'« seront 
des fonctions des quantités ac qui peuvent être prises pour nouvelles 
variables; les quantités c désigneront des fonctions de y,, y.,, .. .,ya; 
11 et Κ deux fonctions dey,,..., yê. Ces formes sont les suivantes : 

I. dy, = o, dy,= o, 
II. dy, = o, dy,-y,dy,= n, 

III. dy,— y,dy, = o, dy,-y,dy, - <>, 

IV. dy,-y,dy, = o, dy,-y,dy, = o, 
V. dy,-y,dy, = o, dy,— Wdy, — Kdy, = o, 
VI. dy, = o, dy

t
—y,dy, -y,dy, = o, 

VII. dy,—y,dy, = o, dy,-y,dy, = «, 

VIII. dy,-y,dy, = o, r.,dy, + e,dy,+ c,dy,+ <\dv, = o. 

IV. dy, —y,dy, — y,dy, = o, r,dy, -h c,dy,+ r,dy, + e,dy, = o. 

Je désignerai par 

ffi' © a ♦ © * > ©o ©j> ©« 

des fonctions quelconques des quantités ar, et je poserai 

dgi dxi - dgi dxi= gij 

©<©y* ̂  ©7©*' ~ ©*©<j — ©o*» 
biQ>jhi·— bj aw ■+■ b

h
a

ti
j— b

t
a^ = L ,

yW
, 

aibjki— ajb/,n+ o>kbuj — Qibijk— M/;*/, 

les indices i, /, A, l ayant les valeurs de quatre des six premiers 
nombres. 

2. Je commencerai par ramener dans le cas général le système (i) 
à une forme plus simple. 
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Posons pour cela les équations 

(*) a = 1<d7 + X>7IZ-hl'dZ~hl<dJ + ll1ï' 

. ^ + iû' 

Soit maintenant 

A<dx
l

+A>dF,+A>d7,+A>'3ï
l
 + A'dT,+ A"d7,=" 

une équation aux dérivées partielles du premier ordre, admettant 
comme solutions F,, Fa, F3

, F
4
, F

5
. 

On aura les deux relations 

( \ ) -l· «2Δ2 -h Λ
3
Δ

3
 -t- α

4
Δ4 4- ΰ53Δ5 4- αβΔβ = ο, 

( ο) b
{
 Δ, 4- ^

3
Δ

2
 4- ^

3
Δ

3
 4- ^

4
Δ

4
 4- Δ

3
 η- &

β
Δ

β
= ο. 

De l'une des équations (2) l'on tire 

Aldï[ + A*dï, + A'dF, + +A'd^ +A'd7
t 

=Δ(λ,)§ +Λ(λ
2
)§ +Α(λ,)^

 +
Δ(λ,)§ +a(m£ 

+Λ< Δ (If)+λ»Δ (s)+ Λ,Δ (IF)+Λ·Δ (IF)+ λ=Δ (IF ) · 

On a 

ν idV\ _ A d*F ' \ d'F -i- A rflF . Λ d*V _ι_ Λ rf,F 1 d*Y\dx ) * dxdxt ^ *dxda?s *dxdx, KdxdxK * dx dx6 n dxTFr,, 

— ^ fûL _ ^ fiL ^ .ÎL __ dF 
î/j? iAr, dx dx 1 f/j? rfj7

3 dx dxk dx dx& <77 d.v^ ' 

On aura donc 

λ
·
Δ
(§) +

λ
»
Δ
(§) +Μ§)

 +
M§)A (dF3 x) 

= -a1 = A'È+ A>È A«É' a6 dA dx 

= A'È+ A>È A
«É' 
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en vertu de l'équation (4). Donc on aura finalement l'équation 

(6) I +Δ<λ»)^ + Δ^«)^ + Δίλ>)'^· 1Δ,(t[\ ■+■ Δ2β/2H- Δ,aia -+- A,*?,, -+- Δ^Λ/,τ 4-

où i prend les valeurs successives i, a. (>. 
On aura de même 

/ Δ, bit -+- Δ2ΰ(ί "+* Δ3+■ Δ4
 b, t 4- Δ5

bi:> 4- A„ bic 

,7) = A(^)g+A(m)g 

I +Δ<λ»)^ + Δ^«)^ + Δίλ>)'^· 1Δ,(t[\- A,*?,, -+- ΔΛ/, 4 

où ι prend également les valeurs successives i, a, ..., (>. 
Désignons par λ et p. deux nouvelles fonctions inconnues rl cher-

chons à déterminer les fonctions λ, μ, F
n
 F

a
, F

8
, F», F

5
, λ,, λ., λ

;1
, 

h1λ
5

, ρι,, ρ.
2
, ρ.3, ρ-4, ρ-5 façon à satisfaire aux équations (·>. >, ( 1 ) 

et à 
A(hh1 + uu1)= 0, 

Δ(λλ2 4- p.p.a ) = o, 

Δ(λλ34-(Χ{Α3) = 0, 

Δ(λλ
4
4-ρα4) = ο, 

Δ(λλ
5 4- p-p-s) = Ο. 

Ces équations s'écrivent 

λ,Δ(λ) 4- ρ,,Δ(μ) 4- λΔ(λ, ) 4- ρ»Δ(ρ., ) — ο, 

λ
2
Δ(λ) 4- [Α2Δ(ρ.) 4- λΔ(λ

2
) 4- {*Δ(|λ

2
) = «, 

λ
3
Δ(λ) 4- ρ.3Δ(ρ.) 4- λΔ(λ,) 4- ρ.Δ(ρ.

;ι
) = ο, 

λ
4
Δ(λ) 4- ρ.

4
Δ(ρ.) 4- λΔ(λ

4
) 4- ρ.Δ(ρ.

4
) — ο, 

λ,Δ(λ) 4- psA(p) 4- λΔ(λδ) 4- ρ.Δ(μ5) — °· 
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Multiplions la première par la seconde par ···> la cin-

quième cl ajoutons. On aura 

/ ί/,Λ(λ) -h Α,Δ(p.) -+- λ(Δ, a
ti
 -h Δ

2
α/

2
 -+- Δ

:
,«/

3 

' H- Δ» α/4 -+- Δ, αιβ Η- Δβ β,·, ) 
^ ι ·+· ρ.(Δ, A/, -h Δ2 Α/2 -h Δ,Α<;ι 

( -+- Δ4 ///4 + Α<β ■+- Δ0 Α/ο) = ο, 

οιι / prend les valeurs successives ι, 2,..., 6. Joignons-y les équations 
( \ ), (.■>) et écrivons-les toutes. On aura le système suivant 

^ (ttΔ(λ ) -η Α,Δ(ο.) -ι-Δ,(λ«Μ -h u. A,,) -+-.. .4-Δβ(λα,0·+· ρ.Αηι ) — ο, 

^„Δ(λ ) -f- Α„Δ(ρ) -η Δ,(λα„, ρΆ
0Ι

) -t-.. .Η- Δ0
(λα

οβ
 -+- {χΑ

00
) — ο, ( ιο ) < 

ΐ Δ,#, -4-... 4- Δ„#0 = ο, 

Δ, Λ, -h Δ
3
 A

 0
 = ο. 

(Considérons ces équations comme des équations homogènes dans 
les quantités Δ,, Δ2, Δβ, Δ(λ), Δ(jjl); on aura, par élimination, le 
déterminant suivant : 

ο Aft
rJ

-hu./>,2 ... λα,
β
Η-μΑ,

β
 a, A, 

λ<7,
(
 -h ul/a,, o ... la.

20
-h μΑ

2Λ
 a> A

2 

(M) a<7„, -h p.A„, λ<7β,-+-uAe2 ... ο a0 A„ = 0 

α, — a2 ... — «„ 00 

— A, — A2 ... — Αβ ο ο 

(jui est symétrique gauche d'ordre pair. 11 est donc carré parfait et il 
est aisé de voir qu'il est le carré parfait d'une fonction homogène et 

du second degré en λ et
 t
u. Soit ̂  une valeur du rapport satisfaisant 
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à l'équation (n), on en aura toujours au moins une. On aura 

λ — λ, Λ", Δ(λ) = λ, Δ(λ*)-H/ίΔ(λ,), 
( ί a) 

fx=|hk, Δ(|χ) = [Χ,Δ(/Γ)-Η£Δ([Χ,). 

Les équations (ίο) se réduisent à six distinctes au plus, car on sait 
que, quand un déterminant symétrique gauche d'ordre pair est nul, il 
en est de même de tous ses mineurs du premier ordre. On pourra donc-
toujours satisfaire aux équations (10) par des formules de la forme, 
α et β désignant deux arbitraires, 

Ι A, = A,a-f-B^, 

l Δ
2
 = Α

2
α + Β

2
β, 

(iS) M. = A.a-t-U.fi, 

^ = A« + B^ 

J = A' a +- lf {t. 

Posons 

Λιώ; + Αιζ + Ajs; +A>dF, +λ>α7. = Αι(|' ^ 

"· dF, + Bj3î; + B,ST, + Β'5ϊ; + B>55: + n"dF = Λ'(1'-κ 

et les deux dernières équations (12) deviennent 

[λ,4-Λ,(λ,) - α]α + [λ, Μίΐ + Α
2
(λ,)-!»]? =o 

|[Α. + A,(ji,)-Α']α+ +A
a
([t,)- U'| ji = o. 

On en tire, en multipliant la première par [X,, la seconde par λ,, el 
retranchant, 

[p., Δ, (λ,) - λιΔ,(|Α
ι
)Η-Λ'λ

ι
 - A (χ, J α 

Η" [^Δ
3
(λ,) -λ,Δ,ίιχ^ + Β'λ, - Β p., ] β = ο. 

qui donne toujours une valeur pour le rapport de α à β. 
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On a ensuite k par une équation de la forme 

{"d7
l

+L'7û
i

+^?7l + ̂ j7.. + L> 77 +
 ,77·; =

 <'/" 

< )n peut aussi diriger de la manière suivante la résolution des équa-
tions (ιο) maintenant que l'on sait que ce système est possible. 

Kn vertu de l'équation (.{) on a, u étant une fonction quelconque 

ί.(Α(*) + «μ, Ctj, 4- 4- Λ s#/;, 4- Δ, à/, 4~ Δ,;#/,·, -+- Λ,
;
 ft,

n
 | 

= Δ, (au)h 4- Δ2( au)i% -4... 4- Δβ(ακ)/«, 

el les équations (ιο) peuvent, en tenant compte de cette équation et 
de fia), s'écrire de la manière suivante : 

[A, ) -j- 4- Δ, (rtX, 4- //{A, 4-.. .4- Δ,ί(«λ, 4- ku.t j,,. — o, 

(14)' ι ( m w ^ ι "Ί~ k
ti
 u,, ) —j-- 4- Δ, (ct\

i
 4- b la, )

fl
, 4" · · · *t~ Δ

η
^ίϊΛ| i~ h u,, )

(ift
 = · >, 

Ι Δ,α, 4-...4-Δβ«„ —ο, 

Δ,Λ, -κ...4-Δ„=ο; 

ces équations en Δ,, Δ2, .seront compatibles et fourniront au 

inoins un système de valeurs proportionnelles, soit 

A, __ Aj A;{ _ _ Αι; ___ -U ~~c4 ~ <:, ci itc' 
d'où 

(15)(·'τ?; + '-77, + C»3SÏ^C·77; + L'XT, + C.7T. = <·*·· 

Kn prenant pour F,, F„ ..., F;i cinq solutions distinctes de l'équa-
tion 

-· ^+ ζζ + Ga + +■ c· ^ = ° 

Journ. de Math. (5* série), tome III. — Fasc. I, 1897 4 
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el pour k une solution de l'équation (»5), les six premières équa-
tions (10) fournissent les équations (8). Hn vertu des deux dernières 
équations (10), les équations (2) cl (3) fournissent des valeurs pour 
λ,, λ,, . . A

;i
, ρ,, p,, . . p

5
. 

Le système différentiel (i) peut donc toujours être mis sous la forme 

Λ | (1\λ ι -4- A, dY a
 H- A;| d\* ;| -H , d\' j -4- A.J ί/l· ,j —: o, 

(a, r/F, -h ii.jdi\-h jA;id\*\ -4- ρ,ί/F, -h ρ y/F, = o, 

ou l'une de ces équations peut être remplacée par la suivante : 

(λλ, [AU, ) if F, -h (λλ, -f- |AIA
a
 ) i/F2 H- (λλ

:
, -f- (Α|Α.

ί
) f/F, 

-+- (λλ, -h JAfA, ) i/l· , -h ( AA
5
 -h [A[A,j) i/14 .·, = o, 

dont les coefficients sont des fonctions de F,, F2, F.,, F,, F.. Kn 
somme, en désignant par y,,ya, y», y,, y5

 ces fonctions, le système 
proposé peut toujours être ramené à la forme 

( ^ « <?y* ^ t(h'\+ λ *'()'·» ■+■ ̂ > — °« ( l(> > 
( H, dy

{
 -4- IL dy

3
 -h 11, dy

3
 -f- 11., dy

%
 h- |i

5
f/y.= o, 

où Λ,, A,, A„ Aj,, A5 ne sont fonctions que dey,, y^y^y*, y,, et 
où contiennent en général une sixième variabley,,. 

5. Je vais maintenant étudier un cas particulier qui se relie immé-
diatement à la forme réduite que nous venons de trouver. 

C'est celui où le système (i) peut être ramené à la formule(16) 
dans laquelle les coefficients 11,, 11

4
, U

3
, 11.,, 115

 ne dépendent que des 
variables y,, y

2
, y„ yy

3
. Dans ce cas, on peut déterminer des fonc-

tions l·,, l·.,, l·,, l·,, bj, λ,, λ,, A,, A,, λ
5
, JA,, |Aa, |A

;)
, p.,, IA

;;
, A, A , 

ρ, p' satisfaisant aux équations (2), (3), par suite a (4L (y) et aux 
suivantes : 

Δ(λλ, +pp,) = o, ..., Δ(λλ, -t-pp, ) = o, 

Α(λ'λ, -h p'p,) —- ο, ..., Λ(λ'λ,-Η ρ'ρ») = o. 
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Les deux premières de ces équations développées sont 

λ Δ(λ,) -h ρΔ(ρ,) H-λ,Δ(λ) 4- jx, A(tx) =<>, 

λ'Α(λ, ) 4- ρ'Α(ρ,) 4- λ, Α(λ') 4- ρ, Λ(ρ') = ο ; 

coinme λρ'— ρλ' est différent de zero, on peut les résoudre par rapport 
à Α('λ,), Α(ρ,) et l'on en tire 

( Α^λ, ) — « λ, 4- β ρ,, 
(17) 

I A( ρ, ) = α'λ, 4- β'ρ,. 

Dans ces équations on peut remplacer λ, et p, par λ* et p3, ..λ., 
et p.. 

Inversement, supposons que les quantités λ,, ρ,, λ2, p
3
, ..λ

6
, p., 

des équations(2) et (H) satisfassent aux relations 

AU, ) = αλ, 4- βρ,, Δ(ρ,) = α'λ, 4- β'ρ,, 
(18) 

Α(λ5) = αλ,4- βρ-, Α(ρ3) = α'λ,,4- β'ρ.·„ 

α. β, α', β' étant convenablement choisis. Supposons λ,ρ.,—ρ,λ
2 

différent de zéro et évaluons l'expression 

A /λι!χ' ~ Υλ,μ,— μ, λ,/' 

c'est 

( λ » μ
4
 - ι*ι λ., )« 1<*1 f7*· ) -Α(λ, fx

;l

 ρ, λ, ) 

- (λ.Ρ:<- ρ, λ;,) Α( λ, iXo - ρ,λ,)|. 

Le numérateur de cette expression est 

(λ,ρ,- ρ,λ, ) I λ, A(p
;
, ) 4- p., Λ(λ, ) - pi A( Α., ) - λ

:ι Α( ρ, )| 
_(^·ι p:i pù:,) [λ, Α(ρ.>) 4- ρ,Λ(λ,) — ρ, Α(λ

2
) — λ

2
Α(ρ, )|, 
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Oil 
λ, J Δ( [A, ) (Aa

 ΙΑ., |i,
a Λ:

, ) 4- Δ( U.2) (^A;, |Λ| — [Χ:ι
 Α, ) 

-f- Α(ίΛ
;ϊ
)(λ

(
 rx

a
 — α,λ., )| 

l·*"' l^a^a) "t" [*< [Α
;)

Λ, ) 

4- Δ( A 3) (A, P-a [Aj^2)| 

λ, jx, Δ([λ,) λ, JA, Δ(λ, ) 

= λ, λ
2
 {Λ

2
 Δ( fJLy ) — tjl, λ,, |λ

2
 Δ( A.J) . 

Κ «α* Δ(>:,) i λ
;1
 «χ, Δ (λ., ) 

En tenant compte des équations (18), on voit que ce second membre 
est nul. Donc, le système (i) étant mis sous la forme 

λ, iil· | 4- Λ2 ί/1* ο + A.., (/l· y + A, f/l· | 4· Λ;j (.l\* ■ — ο, 

tx, ί/F, H- [Χ,//!'';, -h (XjdfF;, 4~ 4~ — Ο, 

si l'on résout ces équations par rapport à r/Fn f/F3, les coeflicienls de 
r/F

;)
, */F.,, </F

3
, dans les deux équations ainsi obtenues, seront des 

fonctions de Fn
 F

2
, F.,, F,, F

5
. Donc il suffît de satisfaire aux équa-

tions (2), (3) et (18). 
Four y satisfaire il suffit, d'autre part, de satisfaire à ( \ ), ( f> ) et au 

système suivant : 

' ai\ "+" Xian Xi ar.\ H" ai\ ~+~ X»ai* ■+" «V/Ao — α (l i 4~ ? b
iy (M)) 

Δ, bix h- Δ
2
 b,·., -4- Δ

;1
 bi3 -4- A4

 Λ,·
v
 -t- Δ,> -4- Δ„ bin = ζ a, 4- ff h,. 

Je vais faire voir que, pour que l'on puisse satisfaire aux équations 
( {), (5)ct(i()), il faut et il suffit que l'équation (11) soit une identité. 

D'abord, cela est nécessaire. 
En effet, multiplions la première équation (19) par λ, la seconde 

par ui et ajoutons, 011 aura 

Δ, (λa
it 4- u.b

it
 ) 4-.. .4- Δ„(λα

/0 4- \*-b
in

) 

= ( αλ 4- α' rx) at 4- ( βλ 4- ff (x) b(
. 

Joignons à ces équations ( \ ) et ( 5) et considérons-y comme inconnues 
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Δ,, Δ., ..Δ
η

, α A -h α'(χ, βλ H- β'|Α. Mlles seront satisfaites. Donc leur 
déterminant sera nul. Or, c'est précisément (ι i). Donc l'équation ( ι ι ) 
doit être satisfaite quelles que soient λ et [a; c'est bien une identité. 

Inversement, écrivons les équations 

Δ ι ( A u 11 -+- [A h, ι ^ ... -+- Δ„ ( A et |-t- [A b, (î ) — y u, -+- c> b ,, 

( 2θ_) ^ *^l I I ~^~· · · ΑΛ(Ι« ~t~ P-^tni) = "t- Ά., 

A, a, -h... -h A(//„ = o, 

A,//, +... + l(1^, =<>. 

Ces éijuations, quelles que soient λ et [A, se réduisent à six distinctes 
au plus, car on sait que quand un déterminant symétrique gauche 
d'ordre pair est nul, îl en est de même de tous ses mineurs du premier 
ordre. 

Klles admettront donc toujours au moins deux systèmes de solutions 
distincts pour les inconnues Δ,, ..., Δ„, γ, £ et l'on voit immédia-
tement que les deux systèmes de valeurs do Δ,, As, .... «ont 
distincts. Soient pour p. = ο, λ = ι 

Λn Λ2, ■. ·. A6 

un de ces systèmes. Posons 

Λ, bh -+- A2 b, * -l·... h- A,. bh. — 11,. 

Si l'on avait les relations 

Γ-π) R/= ωα,-Η-ω'^
4
·, 

les équations (19) seraient satisfaites avec les valeurs A, données au\ 
Δ,. Supposons donc qu'il n'en soit pas ainsi. 

Soient alors, pour un second système de valeurs de λ et «a, a' et jji', 

Δ, — ρ G,·p'D„ 

les valeurs des Δ satisfaisant aux équations (20). Soient enlin, pour un 
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troisième système de valeurs de λ et p., λ" et p." 

ΐ:=σ E,-t-<r'F/, 

les valeurs des Δ satisfaisant aux équations(20); ρ, ρ', σ, ι' sont quel-
conques. 

Prenons les équations(20) où l'on a tx = ο, λ = ι et Δ, — A, ; mul-
tiplions-les par Δ'(, ..Δ) et ajoutons il viendra 

la/j^Aj - o. 

Prenons les équations (20) où Ton a λ — λ', ιχ = jx\ Δ, - Λ) ; mul-
tiplions-les par A,, ..A„ et ajoutons ; il vient 

λ' Σ aijAjl'j 4- (χ'ΣΑ
/7
 A/A) -■·= ο. 

On aura donc 
—' A/j A / Δ j — o, 

c'est-à-dire 
lR/(pC/-t- p'D/) - o, 

c'est-à-dire séparément 

R, O, 4-... -t-11« 1o, 

11, D, 4- . . . 4- liol^ii — "I 
on aura de mémo 

Il, K, 4-... 4- ll
0
 L

(i
 - : o, 

R,K,-h... 4 11
β
F

i;
 = o. 

Si donc on considère les équations 

α,Χ, 4-... 4- = o. 

(22) < />,X, 4- ... +- b
(
,X» — o, 

H, X, 4- ... 4 R„ X11 -- o. 

elles sont satisfaites pour les valeurs 

C1, C2, C6 

D1, D2, D6 
(23) 

E1, E2, E6 

F1, F2, F6 
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données aux quantités X,, ..X
0

. Mais les équations (22) sont dis-
tinctes, puisque les équations (21) n'ont pas lieu. Donc les quatre 
systèmes de valeurs (23) rentrent dans trois d'entre eux. On peut 
donc déterminer des quantités ν, ν', ν", v"' telles que l'on ait 

v C, 4- v' D, = v" E/ 4- v'" F,·. 

Le système de valeurs desA, 

Δ, = v C/ -h v'D,= v"E,4- ν"'Κ
4
·, 

satisfait donc aux équations (19), (4) et (Γι), puisqu'il satisfait aux 
équations(20.) pour deux systèmes de valeurs différentes de λ et t/.. 

Donc, on peut toujours satisfaire aux équations (19), (4) et ( >), 
quand l'équation (11) est une identité. 

4. Je vais maintenant commencer l'examen des cas particuliers du 
système (1), en passant rapidement sur les premiers cas, dont l'étude 
résulte immédiatement de cas déjà traités dans un précédent Mémoire 
(Revue bourguignonne de Venseignement supérieur, t. V, nu l). 

Le premier cas est celui où l'on peut déterminer des quantités λ, α, 
λ', ι*', F,, V2 satisfaisant aux équations 

a= , -\,dF{ ,dFt dx dx 

, -\,dF{ ,dFt dx dx 

La condition pour qu'il en soit ainsi est que le système d'équations 
obtenues en prenant dans le Tableau suivant trois colonnes quel-
conques, forme un système complet à deux fonctions distinctes 

-ίϋ ÉL ï!L ^ dV dV 
dux tljci djCi dxK du's dôc6 

(ill) 
ax a% as a7t <70 

/>, h., />., bs h,, bn 



3 2 DUPORT. 

Los conditions développées sont que toutes les quantités 

Lijkl, Mijkl 

soient nulles ; i, y, /r, / étant quatre des nombres ι, ·ι,6. 
Le système (i) est alors réductible à la forme 

(!) dyt = o, dy
u
 = o. 

Le second cas est celui où l'on peut determiner des fonctions λ,, α,, 
l·', satisfaisant aux équations 

λ, et -t- m. Λ = -j— · 

Les conditions pour qu'il en soit ainsi sont que le système (24) 
forme un système complet à une solution. Il faut d'abord que tous les 
rapports 

Ι"·;/.·/ 

M,7,, 

soient égaux. Désignant par i leur valeur commune, posons 

c = oM -+- hL, 

il faudra de plus que les quantités 

Cijh 

soient toutes nulles, i, y, k étant trois des nombres i, ·>., ..(j. |{e-
inarquons maintenant que si Ton remplace l'une des équations <Ί ). 
par exemple la première, par la combinaison linéaire 

Σ(λ, a -+- ix, b)dx = dF
t

, 

l'équation du second degré en y a ses deux racines nulles. L'équation 

du second degré en y correspondant au système (i) aura donc ses 
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racines égales. La seconde équation (i) pourra toujours, du reste, être 
mise sous l'une des deux formes 

*/F4- F.tfF,- F,c/F
3
 = o, dh\-iv/F

2
=o; 

dans le second cas, l'équation en y sera une identité ; dans le premier, 

«die ne sera que carré parfait. On aura les deux formes 

(II) dy
{
 = o, dy

t
—y

h
dy

t
 = o, 

(VI) dy{ = o, dyx-~y%dyx-y%dy%-*. 

Le troisième cas est celui où l'on peut mettre le système différen-
tiel ( ι ) sous la forme 

r/Fa — F3c?F| = u, 

dF^— F4r/F, = o. 

On peut alors déterminer des fonctions F,, F
a

, F,, F4, λ, μι, λ', ικ' 
«le façon à satisfaire aux équations 

-^-F3^=la + v-b· 

-^-F^=la + v-b· 

On sait, d'après ce qui a été fait dans le Mémoire rappelé plus haut, 
«ju'il faut d'abord que tous les rapports 

^ijki 
M/y χ·/ 

soient égaux. Désignant la valeur commune par^> il faut de plus que 
l'équation 

E(aM-f— bL)dje — ο, 

soit réductible à la forme 

dF2 — Fjî/F, = o. 
Journ. de Math. (5· série), tome III. — Fasc. I, 1897. 5 
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Je vais démontrer que, si les rapports précédents sont égaux, cela a 
toujours lieu. 

Pour que l'équation 

ϊ(βΜ + Αψ/ = ο 

soil réductible à la forme 

//ιν-ιν/κ, = «, 

il faut et il suffit que le déterminant 

(«M-»-AL),, ... (tf\l -4- AL),„ a,M + A,L 

^ ^ (izM-f-AL)
e

, ... (Î/M-+-AL)
00

 tf
e
M-t-A„ L 

— («,M -+- A, L) ... —(fl,M + /i,L) <>* 

ail tous ses mineurs du premier ordre symétriques par rapport à la 
diagonale principale nuls. Or, d'après ce qu'on a vu dans le Mémoire 
précédemment rappelé, il en est ainsi de tous, excepté de celui qu'on 
obtient en supprimant la dernière ligne et la dernière colonne. 

Or, considérons des équations du premier degré ayant pour déter-
minant des inconnues le déterminant précédent. Soient A,, X,* ..., 
A„, α les inconnues. On voit que, si l'on fait par exemple A, — n, on 
peut satisfaire au système par des valeurs convenables de A.,, ..., Α

Λ
, α 

ear les six dernières se réduisent à quatre au plus. De même, ou aura 
un autre système de solutions pour lequel Aa

 est nul, etc., enfin un 
système pour lequel Ae

 est nul. Or, tous ces systèmes ne peuvent se 
réduire nu même, car on aurait alors 

a1M -+- A, L = ο, <7,, M ■+■ A,ιL = ο ; 

les quantités seraient proportionnelles à A,, ..., A„. On a 
donc deux systèmes de solutions distincts satisfaisant aux équations 
considérées et, par suite, tous les mineurs du premier ordre sont nuls. 
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Donc, dans le cas où tous les rapports 

L/;a·/ 
Μ/_μγ 

sont égaux, le système (i) est réductible à la forme 

(ill ) = <iy*—y4<iy* = 0' 

On peut remarquer que dans ce cas, l'équation (ι i) étant une identité, 

la valeur - = ^ y satisfait. Or, tous les mineurs du second ordre, 

obtenus en supprimant deux lignes ou deux colonnes se coupant sur 
la diagonale principale parmi les six premières ayant pour valeur 

(hLijkl - uMijkl)2, 

sont nuls pour la valeur ^ = ^i· 

D'après les formules connues qui donnent le développement d'un 
déterminant symétrique gauche d'ordre pair, on en conclura que tous 
les mineurs obtenus en supprimant deux lignes et deux colonnes symé-
triques par rapport à la diagonale principale, une des lignes étant la 
septième ou la huitième, sont aussi nuls. Enfin, d'après le raisonne-
ment fait tout à l'heure sur le déterminant (»5), il faudra que le mineur 
obtenu en supprimant les deux dernières lignes cl les deux dernières 
colonnes soit aussi nul et, par suite, tous les mineurs du second ordre 

de (ι i) seront nuls pour la valeur ρ donnée à h u 

Le quatrième cas est celui où l'on peut satisfaire aux équations 

α - λ' Ίΰ + λ* d? + λ» H ' 

b = * ̂  + V* S2 + P· rf? · 

F,, F
a

, F
3

, λ,, λ
2
, λ

3
, p.,, tx

a
, p

3
 étant des fonctions convenablement 

choisies. 
Les conditions pour qu'il en soit ainsi sont, d'après le Mémoire pré-
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cédeminenl rappelé, que les équations 

γ dV « dV τ dV » « dV _ Ι 3 ^ 4" ^5'33 + ' 57, - °* 

1 :η5β<Ατ, %"*da-t * 4Μ3ώτ4 + L°3,,i/^6 + L"»5rfre 

Ι γ //F γ dV T dV f d\: T dl·' _ I ,S0,iAr, 3β,ί»^Γ4 ·,:ηί/τδ Lm'</.re *u*dxx 

(26) Ι γ //F γ dV T dV f d\: T dl·' _ I ,S0,iAr, 3β,ί»^Γ4 ·,:ηί/τδ Lm'</.re *u*dxx 

f dV T dV | rlV . dV . dV __ *ri*dxt + 1335 d.r% 333β<Ατ, + u0' dxt ^ 30'3/Ars ~ U' 

f d¥ . d¥ | rfF f r/F . rfF _ \ Wnid.r6 + ^3'0^ ·"«* dït + ijstridx:i + lHtUd.r% -

et celles qu'on obtient en y changeant L en M, que nous désignerons 
par (a6 bis), forment un système complet à trois fonctions distinctes. 

Si nous considérons les équations (10), comme les rapports 

Lijkl 
M/y// 

ne sont pas égaux, on a pour les quantités Δ,, d
2

, ..., Δ» les systèmes 
suivants de valeurs se réduisant à deux distincts 

λ1-*33·ΐ5 7;L;H5, XL
lila

uM1312 

'^sia* "F'Msiim ^^ia:n {A^ia»t>0, 

1 O, XL
;n5e

 — U.M
3
,
5n

, XL
i5e4 Xl^seaauM4623 

1 U.lSlg.oiip Xhaajs P-^ajnj, 

hL3156—p-^atso? °r ^L,
5e

, [*Μ»5βη 'ν^5«ι:ιuM3613 

(27) / ALem (λΜβη(, AL,:nî [α\1,:Π5, h L2136Ρ·ΧΙ»ι,-,Λΐ 'vlJiîet (S ^ljs«ia ~~ ^Γ>ιιΐ3· 

^IJem F-^eian {Allais» 

7»i-»a3$e— fA> 2 3 0 0 ? ^iJ350i |*^;i50o ^^5« ia f-^sr.ia* ι>· 
^L«I23 — (*^0133» ^h|i:l3 (*M|a.13i 

^L
2;ne [/.Μ23,Ο» ^ΛΐΟΗ ^^Λ«Ι3 |Λ·Μν0Ι2* 

hL6123[aMCI2:P 'h ^^JI23 l I 33 » · 
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.le désignerai deux de ces systèmes par 

XL, — [a\I
u

 XL, — p.M
2

, aLj — ji.M
3

, 7\L, p. VI,, 

XL
#
 p.M

ti

, XL
0
 p.M

n
, 

λ/, — {Α/λί
(
, XI, — {A///,, ΧΛ, — Xf,—ρ,///,, 

λ/,—ja//?5, λ /„ — μ. /// ο. 

Les équations (^G) et (aG bis) devant former un système complet à 
trois fonctions distinctes doivent d'abord se réduire algébriquement 
à trois. Les conditions sont toujours remplies quand l'équation (u) 
est une identité. 11 faudra, de plus, que ces trois équations forment 
lin système complet. Dans ce cas, le système est réductible à la forme 

(lv) <ty*-y*dyi = °< dy
h
-y

s
dy

t
 = o. 

.le placerai maintenant ici le cas où l'équation (ι i) est une identité. 
Le système est alors réductible à la forme 

( V) dy
2
 - y

:i
dy

t
 = o, dy

3
 - Hdy

t
 - Κdy

s
 = o, 

Il et Κ étant deux fonctions de yn ...,^5
 d'après ce qui a été fait 

dans le Mémoire précédemment rappelé. 

si. Je vais maintenant m'occupcr du cas particulier où l'on peut 
trouver des fonctions F,, F

2
, F

a
, λ, p. satisfaisant aux équations 

(.8) a\+lv=%-h\%; 

une des équations du système (i) peut, dans ce cas, être remplacée 
par 

dV2 — FjflfF, = o. 

Occupons-nous du système (28). Soit 

Λ £ÎÎ1 , ν dV dV dV dV . dV ' ?<'·'·. + * + Λ> dZ> + Λ» rfTs + Λ« ~ " 
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une équation du premier ordre à laquelle satisfont les fonctions F,, 
Fa, F,, on aura 

λΣαΔ 4- ρ.Σ/νΔ = ο. 

Nous admettrons en plus que l'on a séparément 

(29) ΣαΔ = ο, Σ/>Δ = η; 

on voit qu'il reste encore deux coefficients Δ arbitraires. De même que 
du système (2) on a déduit les équations ((>), 011 tirera du système (28) 
les équations 

(3o) Δ,(λα 4- v-b)h 4- ... +VX« + A = o, 

ou, en développant et tenant compte de (*>9), 

α,Δ(λ)-μ M(jx) + Δ,(λα,, -h \xbh)-+-... 4-Δ0(λα/Γ( 4- jxA/e ) — ο, 

on retrouve les équations (10). L'équation (11) devra donc être satis-

faite et fournira deux valeurs pour le rapport-£· On prendra successi-

vement ces valeurs, et le système avant été mis sous la forme (i(>) 

A, dy
x
 4- A

2
dy

2
 h- A

2
dy

:i
 4- A,dy

s
 4- A ,dy- _· o, 

β| ^2^/* + Ri dy^-^ ll,<(^|4- I>5</)'
5
=0, 

où les A ne contiennent pas y
nj

 il sera nécessaire et suffisant que la 
première des équations se mette sous la forme 

î/F.-F.Î/F^O. 

On peut aisément obtenir les conditions pour qu'il en soit ainsi. 
Nous iivons, en eflct, déterminé les deux valeurs possibles du rap-

port -· Il sera donc nécessaire et suffisant que l'équation f· 

Σ(αλ 4- b\k)dx = ο 
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su réduise à la forme 

dF2- F
;
,dF, = o. 

Pour cela, il suffit que tous les mineurs du premier ordre, symé-
triques par rapporta la diagonale principale du déterminant 

ο + ... (βλ -h Λρ.),ο «,λ + ύ,p. 

(^f) (αλ + /ψ)β, («λ ■+. />jx)
e2
 ... ο <χ„ΛΗ-/',ΙΛ, ' 

— (β,λ Η- Λ, ρ) — -h^a(A) ... - (β,,λ -h ft, μ) ο I 

soient nuls. \ous avons vu qu'il suffit d'écrire ceux qui s'obtiennent en 
supprimant une ligne et une colonne se coupant sur la diagonale prin-
cipale parmi les six premiers. Les conditions sont suffisantes et même 
renferment l'équation (11 ). 

Nous avons vu que les équations- (10) fournissent pour les Δ deux 
systèmes distincts explicités dans les formules (27) que nous avons 
représentés par 

XL,- μ.M,, ···) ^L, JAM„ 

Χ/,-JA/W,, ..., λ/
β

— α///
β

; 

par conséquent les équations 

v(XL_,VI)£=,. 
(32) 

I Σ(λ/ - = Ο 

devront avoir trois solutions communes distinctes. Je dis qu'inverse-
ment, quand ces équations ont trois solutions communes distinctes, on 
peut former une combinaison des équations (r) se réduisant à la forme 

dF2- l\db\ = n. 
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Pour le faire voir, considérons les équations (20) : 

Δ,(λα
4

, 4- |χδ,,)4-...4-Δβ(λΛ
1β

4- = γα, 4-δύ,, 

Δ,(λα
β

, 4- (*&β, ) 4-...4-Δ
β
(λα

00
 4- (Χ^οβ) = γα0 4- $ύβ, 

Δ, α, 4-...4-Δ0 α„ = ο, 

Λ, 4-... + Δ, =0. 

Supposons que nous substituions aux variables χ d'autres variablesx' 
et supposons que les équations 

Σαάχ = ο, Zbflx — ο 
deviennent 

2α' = ο, Σ // î/îc' = ο. 

Les équations (20) ont des solutions en Δ,, . ..,Δ„,γ,ο quand l'équa-
tion (11) est satisfaite, et soit F(#

n
 ...x

0
) une fonction satisfaisant à 

l'équation 
δ,;ε; -<); 

par le changement de variables, F deviendra une fonction 

O(x1, x2 , x6). 

Klle satisfera alors îi l'équation 

A, ΆΦ ., <7Φ dx1 dx6 

où les Δ,, ..., Δ'
β
 satisfont aux équations 

Λ; (λα,, + |Λ6; , )+...+ Α',(λα\, + ) = γ«, + ού'„ 

Δ',(λα;, 4- (Αδ
Μ

) 4-.. .4- Δ'
β
(λα'

ϋ0
 4- μ//

οβ
) = γα, 4- δ//„ 

Α, α, 4-...4-Δ
0
 α„ = ο, 

Δ', b\ 4-...4-Δ'
β
 b

G
 =0, 

γ et δ ayant les mêmes valeurs que précédemment. 



SUR LES EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 4ï 
Ce théorème résulte immédiatement de la propriété d'invariance de 

la quantité ΣaikdoCilx
k
 que M. Darboux a prise pour point de départ de 

la méthode si simple qu'il a suivie pour obtenir les formes réduites 
d'une équation de Ρ faff (voir Bulletin des Sciences mathématiques, 
2e série, t. VI). Si donc les équations (32) ont trois solutions com-
munes distinctes, il en sera de mcme des équations correspondantes 
après un changement quelconque de variables. De plus, il est aisé do 
voir que, si dans le système (i) on change α en α a, b en β 6, les quan-
tités L sont multipliées par α2 β, les quantités M par α β2, la valeur de 

- par donc XL — JJLM est multipliée par α2β2; donc le système (3a) 

ne change pas. Si, enfin, on change a en a H- M ne change pas ; L se 

change en L — M, ^ en £ — ι ; donc XL — p. M devient 

X(L - M) - M(P. - X) = XL - [AM, 

c'est-à-dire ne change pas. 
Si donc on fait un changement quelconque de variables et si l'on 

remplace les équations (i) par un système équivalent, les équations (3a) 
se changent en un système équivalent. 

Cela posé, supposons qu'elles aient trois racines communes et rame-
nons le système à la forme (16), et supposons que la première des 
équations (iG) soit réductible à la forme 

dz, — ^ ^ dtj j — 3 3 dz ̂  — o, 

la seconde étant devenue 

c, dz, c%dζ2 + c^dz^ -H c-dz$ = o, 

les équations (20) sont 
— Δ, = — yzA-htcn 

-A
5
 = -YJ

3
-h§c

a
, 

ο = γ, 
Δ, = Sc.,, 
Δ2 = Scj, 

— «4^1 — ^5^8 Aj == Ο, 
c, Δ ι 4* β,Δ, -f- c^h} -f- C|^5 ο. 

Journ. de Math. (5* série), tome III. — Faso. I, 18^7. 6 
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On en tire 

γ = ο, A, = Sc
4

, A
a
=oc

5
, A,= -oc

(
, 

Α.-, = — ôc
3

, Δ
3
 = o(c.,w, H- t'

3
C,). 

On a donc les deux systèmes distincts 

Λ,— c
4
, A

3
—c

5
, A,— c, ζ-t- e

5
 w -, 

A.» = c,, Aj = c
a
, A„ = ο ; 

A, = Aa = Δ, = A» = A, = ο, A0 = ι, 

et les équations (32) deviennent 

e'Hr,+Ctds, +(c»=' + c';5)3JJ ~c,7h
i
 ~Cl7hl ="' Jï. ="· 

Supposons qu'elles aient trois solutions communes. On aura, les 
fonctions F,, Fa, Fs

 ne contenant pas z
c

, les équations 

, (dl± , - +.c (Hi + - ίϋ\ _c Φ _, _() 4 \dzx ' dz3 ) + 5 + dz3 ) 1 dz, C'J dzs " ' 

, (dl± , - +.c (Hi + - ίϋ\ _c , _() 4 \dzx ' dz3 ) + 5 + dz3 ) 1 dz, C'J dzs " ' 

/riT, rfF,\ /rfF. . rf£\ _ rfK, _ fir, _ t'lS7 + -<rf^j + Cs\S7 + -'^r/ c'rf3l '-"rfsT -"· 

On voit que l'on en tirerait, pour les valeurs des rapports de trois 
des quantités c,, c„ c.,, c

5
, des valeurs indépendantes de r

e
, auquel 

cas la proposition que Ton a en vue est démontrée, à moins que tous 
les déterminants du Tableau suivant soient nuls : 

_ - i5L' ^ d ζ j ci ζ | dz | 

- z3 rfF, rfF, rfF, dzt cizt dz ^ 

1 rfF, rfF, rfF, rf«j rf«3 dz3 

0 1 rfF, rfF, rfF, rf«j rf«3 dz3 

0 1 rfF, rfF, rfF, rf«j rf«3 dz5 
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Dans ce cas, on peut, par un changement de variables effectué sur 
les variables z

n za, ζs
, z

k
, ζ

Λ1
 mettre l'équation 

d ζ, ' ζ ι (lz j (Ι** 2 — ο 
sous la forme 

dF, - F4rfF, - FarfFt = ο 
et l'équation 

C| tlzι 4" Cjuïj -4~ Ckazk 4" C5&Z5 — ο 

duvicnl 
e

t e/F, 4- eai/Fa 4- c<dF
%
 4- CjdF; = o. 

Le système (32) devient 

dV dF , π r v d F dF dF +r>jr, +·(''> γ< + ,>'1'«)(7Ρ; _e'3p; -

(IV 
— °-(lz 6 

Il admet comme solutions 

F = F,, F = F
2

, F = Fj. 

On aura donc 
(-\ — o, C j — o, 

et la seconde des équations du système devient 

/*, c/F, 4- <v/F
a
 = o, 

ce (jui démontre la proposition que l'on avait en vue. Ainsi, quand les 
équations (32) ont trois solutions communes, il existe toujours une 
combinaison des équations du système (1) réductible à la forme 

dF 2 — F,</F, = o. 

C'est le cas particulier (VIII). Le système est réductible à la forme 

(VIII) dy
%
 - yzdyx = o, c, dy

s 4- c3<//3 4- c,dys 4- c,dy^ = o. 

Mais il se peut que cette réduction soit possible pour les deux racines 
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de l'équation en -· Alors on a le cas particulier (VII) 

(VII) dy%~y)dyt = a, dya —y,dy, = ο. 

Enfin, il reste alors le cas général où le système est réductible à la 
forme (IX) 

(IX) dy'~ y'dy' ~ yidy'= °' I cidyl + cidyi + ckdyt + cidyl=a. 

6. Je vais maintenant m'occuper des solutions du système (i) dans 
ces différents cas. 

Dans le cas (I) les formules 

y1= y2=e', 

c et c' désignant des constantes arbitraires, donnent la solution du 
système, quel que soit le nombre des variables indépendantes qui 
peut aller jusqu'à quatre. 

Dans le cas (II) les formules 

y. = c, y»=«. y»=/(«). y>=f(*) 

donnent la solution du système, c étant une constante arbitraire, α une 
variable indépendante,/(a) une fonction arbitraire de cette variable, 
/'(«) sa dérivée première. Le nombre des variables arbitraires peut 
aller jusqu'à trois. 

Dans le cas (111) les formules 

r. = œ> r.=/(«). y. =/'(«! y» =/"(*) 

donnent la solution du système, α étant une variable arbitraire, /(a) 
une fonction arbitraire de cette variable,/'(a) sa dérivée première, 
/"(a) sa dérivée seconde. Le nombre des variables indépendantes peut 
encore être de trois. 

Dans le cas (IV) les formules 

y, = «> y» =/(«), y, =/'(«), y. = ?(«)> y.=?'(«) 
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donnent la solution du problème, α étant une variable arbitraire, 
/(a) et 9(a) deux fonctions arbitraires de celte variable, /'(a) et 
9'(a) leurs dérivées dans le cas d'une ou deux variables indépendantes. 
Dans le cas de trois, les formules 

y. = c, r3 = c', =c" 

donnent la solution de la question, c, c', c" étant trois constantes arbi-
traires. 

Dans le cas (V) les formules 

y, = «, y.=/(«). 7»=/'(«)> 
y> =?(«)» /"(«)-A- Βφ'(α) = ο 

donnent la solution du problème, α étant une variable arbitraire, /(a) 
et 9(a) deux fonctions arbitraires de cette variable, /'(α), /"(a), 
9'(a) les dérivées première et seconde de /(a) et la dérivée première 
de 9(a), le nombre des variables indépendantes étant d'une ou deux. 
11 ne peut plus y avoir que des solutions singulières dans le cas de trois 
variables indépendantes. 

Dans le cas (VI) les formules 

y, = c, y, = a, y,=/(x), 
/.=?(«)» ?'(«)-/·-y>f'(*) = ° 

donnent la solution du système dans le cas d'une variable indépen-
dante, α étant une variable arbitraire, /(a) et 9(a) deux fonctions 
arbitraires de cette variable, /'(α), 9'(a) leurs dérivées, c une con-
stante arbitraire. 

Dans le cas de deux variables indépendantes, les formules 

y, = c, y, = a, y, = $, y,=/(<*, j3), 

v =àf v = à£ dx dB 

donnent la solution du système,/(α, β) étant une fonction arbitraire 
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des deux variables indépendantes α cl β, ^ ses dérivées partielles 
par rapport à α et à β. 

Dans le cas (VII) les formules 

/, = «. 7«=/(«), 7> =/(")> 7. = ?(«). 
7» = ·}(*)> Ψ'(»)-/.?'(«) = <> 

donnent la solution du système dans le cas d'une variable indépen-
dante, α étant une variable «arbitraire,/(■*), 9(a), Ψ(α) ti'ois fonctions 
arbitraires de cette variable, /(α), ?'(a), ψ'(α) leurs dérivées. 

Dans le cas de deux variables indépendantes, les formules 

y1 =a,7, =/(«), v,=/(a), 7.= ?, 

7» = ?(?)> 7« = ?'(?) 

donnent la solution du problème, α et β étant les deux variables indé-
pendantes,/(a) et ^(β) deux fonctions arbitraires, la première de a, 
la seconde de β,/'(a) et 9'(β) leurs dérivées. 

Dans le cas (VIII) les formules 

y
% = a, yt=f( a), y3 = /'(a), 7, = 9(a),y5 = y(x). 

c. + c
3
/"(a) H- e.,9'(a) 4- tyf(a) ^ ο 

donnent la solution du système dans le cas d'une variable indépendante, 
/(oc), 9(a), ψ(α) étant trois fonctions arbitraires de cette variable, 
/'(α),/"(α), φ'(α), ψ'(α) les dérivées première et seconde de/(a) el 
les dérivées premières dc^(a)el'^(a). 

Dans le cas de deux variables indépendantes on ne peut plus com-
prendre dans un même système de formules toutes les solutions; mais 
reprenons les formules 

7, = «, y,=/(a), y,=f{»), 
e,dx + Cj/"(a)rfa -+- c

t
dy

t-t- c5i/y;
 = o; 

si l'on précise la fonction /(a), on est ramené à une équation de la 
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forme 

A ι dz ι -f AjmJj + Ajiivj -f- A ι dz
s
 — o, 

les variables z
n

 z.„ z
a
, z

s
 étant α,/

4
,^

5
,/

β
; le terme A

3
 manquerait. 

On sait que l'on peut comprendre toutes les solutions de cette équation 

dans des formules de la forme 

f1(a, y1, y3, y6)= r, = $(?), F, = ?'(?). 

On en tirerait trois des quantités a, y,, y
3

, y
a
 en fonction de (S et de 

l'une d'entre elles, φ(β) étant une fonction arbitraire de β, ?'(β) «ι 
dérivée. 

Dans le cas général (IX) les formules 

y1 = a,.r» = /(*)l /5=ψ(α)ΐ 

y1= p'(a) - u(a)f(a), 

'·. h- <·./'(*) ·+· <·<1ί"0) - Ψ'(«)/'(«) - +(«)/'(«)! + «>ψ'(β) = ° 

donnent la solution de la question dans le cas d'une variable indépen-
dante, α désignant une variable arbitraire, /(α), 9(a)> ψ(α) trois 
fonctions arbitraires de cette variable, /'(*)»/"(2), ?'(*), 9"(a)> 
ψ'(α) étant les dérivées première et seconde de ,/*(a), 9(a) et la 
dérivée première de ψ(α). 

Presque toutes les propositions précédentes sont immédiates. Il n'y 
a qu'à faire voir que seulement dans le cas (I) le système (1) a des 
solutions en prenant quatre variables indépendantes et seulement dans 
les cas (1), (II), (III), (IV), le système (1) a des solutions en prenant 
trois variables indépendantes. 

Nous considérons pour cela qu'un système de solutions des équa-
tions (1) forme une intégrale singulière quand on ne peut prendre 
arbitrairement les valeurs initiales des six quantités ..., x0 et nous 
écarterons ce cas. 

Dès lors, 1111 système de solutions des équations ( 1 ) à quatre variables 
indépendantes devra renfermer deux constantes arbitraires. Soient 

^1 (®n ·'·} *^0) —c, 

1^2 (*^0? · · · ) «^e) ~~ G' 
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les equations définissant ce système résolues par rapport aux con-
stantes c, c\ Les équations 

Σ§ώ=ο, dSrdx=0' 

devront donc être satisfaites en môme temps que (i), quelles que soient 
jc, , ..., x% ; donc elles rentreront dans ( ι ) et l'on est bien dans le cas ( l ). 

De môme un système de solutions à trois variables indépendantes 
devra renfermer trois constantes arbitraires. Soient 

FK(#<, ..#„) = c, 

F2(xi,· · ·} #«)
 =

 ^ > 

^ 3 > · * · » Xt) = C" 

ces équations. Les équations 

Σ§ώ=ο> 2Srfx=0'dF3 dx dx = 0 

devront renfermer le système (i) et par suite on se trouve dans le 
cas (IV) renfermant comme cas particuliers (I), (II), (III). 

7. Il nous reste maintenant à nous occuper de la recherche des solu-
tions du système (i) dans le cas général, lorsque le nombre des 
variables indépendantes est de deux. C'est la question dont nous allons 
parler. 

Reprenons les équations (2), (3); (4), (5) qui en sont la consé-
quence et cherchons à satisfaire en outre aux équations 

A, — a,rfF, 3</Fj ^"V/F,' 

(33) 

λ· — *<dF,
 +a

'W,
 +a

'W.
+at

Wt' 

U1 = A, — a,rfF, 3</Fj ^"V/F,' 

(34) 

U5 = A, — a,rfF, 3</Fj ^"V/F5' 
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to,, coa, ω;ι, ω, étant des fondions do F,, Fa, F,, F4, F, seulement. On 
voil qui», si l'on pout satisfaire à ces équations, les équations (2), et (3) 
deviennent 

« = «'35 +*'7à+x*7û+*<-SI·' 

/, ft I ft I ft ^W» I ft ^(0V ^ ' ί/j? dx ^:l dx ^ </.«.· 

H le système dilFércnticl (1) est mis sous la forme 

α,^/ω, -+- 0L.J(ko.i 4- αH- 0LAtlwk = o, 

b1dw14- β3ί/ω34- β3ί/ω
:1 H- β4ί/ω, = ο. 

Il est satisfait en posant 

(O | — fJij Wo — Ijj j 10., — (ij| w, — i , 

(],, C3, C3, C4 étant des constantes. Les équations précédentes four-
nissent quatre des quantités./; comme fonctions des deux autres cl de 
quatre constantes arbitraires. On a un système d'intégrales des équa-
tions différentielles proposées dans le cas de deux variables indépen-
dantes renfermant quatre constantes arbitraires. Je vais chercher à 
former de tels systèmes ('). 

Four que les équations (33) et (3.'|) soient satisfaites, il faut en 
somme satisfaire à des équations de la forme 

<:r>) λ, H, 4- λ3ιι3+λ, h, 4- λ, il, 4- λ5π„ = ο, 

( 30) α,II, 4- p.,II,4- ρ,11., Η- + {asH3 = ο, 

ιι,,ιι,,ιι,,π,,ιι, étant proportionnelles à des fonctions de F,, F
3

, 
F

a
, F,, F., seulement. Les fonctions ω,, ω3, ω.,, ω, sont alors quatre 

solutions distinctes de l'équation 

u< + ll» w,+ "· w,+ n> w, + " · ûf. = °i 

(') On peut consulter sur celle manière de transformer en général un système 
d'équations de Pfall'le savant Mémoire de Kiermann : Ueber η simultané diffe-
rential Gleichungen der Form 2 Χ μ dx^ ~ ο (Seldom. Zeilschri/t. t. \\\, 
1885, p. 234-a/O. 
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supposons, par exemple, II, φ ο et posons 

|]l γ "s Y llv γ II» γ , h, ~~ A:m h, h, ~~Λ" π; ~ x·' 

les équations (3;>) et (3G) deviennent 

(3;) X, 4 X
a
X

a
 -κ λ,Χ, 4 Χ. X. 4 λ, = ο, 

(:™) μ. -+- μ* \ ■+■ μ3
 Χ, 4- μ, X

4
 4- }A, X, = O. 

( >n en tire 

1 -λ (λ|) 4- A (X
a
)X

3
4A (λ

3
)Χ

:
, 4-Λ (Χ,)Χ,4Λ (λ.·

(

)\.; = ο, 

(3c,) < A2(X,)4-Aa(Xa)Xa + A»(XjXs4-A2(X,)X,4-Aa(>,
1
)\..

i
n,o, 

ι A (u,)+A (tA
a
)X

a
4-A (μ

Λ
)Χ,4Α (μ,)Χ,4Α (μ,)\, = η, 

(Η ; Av(a,) 4-A2( |x
a
)X

a
4-Aa(|x

;
,)X

3
 4Α*(μ

4
)Χ, 4Α8(μ

3
) V-, ~o. 

Cela posé, adjoignons aux équations (2) et (3) les suivanles : 

, ΧΑ(Χ,) 4- μΔ(μ,) 4- aX, 4 βμ, — o, 

(41) XA(Xa)4-IAA({A2)4-αλ24-fliAa= o, 

' XA(X
;i
) 4- (AA((A

5
) 4- aX,i 4- fljA

r
, = o. 

Alors, si par exemple [Acst différent de zéro, le système (/jo) rentre 
dans (37), (38) et (3c,). Déterminons alors X

2
, \

:t
, Χ,, X, par les 

équations (3^), (38) et les deux premières de (3<)). De la première 
de (3q) et de ( I7) on tire 

(\ί) X
a
A(X

a
) 4- X3

A(X
3
) 4- Χ,Δ(Χ,) 4 X

;i
A(X.·,) — o; 

de ( 38) et de la première de (/40) on tire 

(33) p
a
A(X

a
) 4 μ,Α(Χ,) 4 μ,Α(Χ,) 4 μ,Α(Χ,) - ο; 
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des deux premières de(3p)on lire 

(11) Δ(λ
2
)Δ(Χ

3
) 4- Α(λ;,)Δ(Χ,) -h Δ(λ,)Δ(Χ,) 4- Δ(λ

Λ
)Δ(Χ..,) — ο, 

et l'on voit que, si X
a
 ,\

n
, Χ

π
 X , satisfaisaient à la troisième des équa-

tions ( 3(> ), on aurait 

( V») Δ3(λ
2
)Δ(Χ

3
) -t- Δ3(λ.,)Δ(Χ

:ι
) 4- Δ3(λ,)Δ(Χ\) 4- Δ3(λ,)Δ(Χ,.) - », 

<4 les équations (42), (13), (41)* (f>) montreraient que l'on a 

Δ(Χ
3
) = », i(X

;
,) = o, Δ(Χ,) = ο, Δ(Χ.)=ο, 

si le déterminant 

A j À;j À , * 

[*2 {*"» 

Δ(Α,) A(X,) Α(Λ,) Δ(λ,) 

Λ'(λ,) Α'(λ,) Α'(λ,) Α'(λ,,) 

est dillérenl de zéro. Or, pour que la troisième des équations (ty) 
rentre dans ( 3^ ), (38) et les deux premières de (3q), il faut et il suffit 
que l'on ait l'équation suivante 

Χ, Λ., X
;
, X, X

;
j 

u1(*2 (·*» {*» 

Γί«ί) Α(λ,) Α(λ,) Α(λ,) Α(λ,) Α(λ.,) ==„. 

Δ'(λ,) Α'(λ,) Α2(λ.,) Λ»(λ.) Α'(λ,) 

Α'(λ,) Α'(λ,) Α:ι(λ.,) Α=·(λ,) Α'(λ,) 

On voit en somme que, si tous les déterminants obtenus en pre-
nant quatre colonnes dans les quatre premières lignes du détermi-
nant de l'équation (4(>) ne sont pas nuls, celte équation (_1(i) sera la 
condition pour que l'on puisse déterminer des quantités H,, IL, H.,, 
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II,, II , dont les rapports à l'une d'entre elles soient fonctions seulement 
de F,, Fa, F.,, F,, V, satisfaisant aux equations (3*>) et (.'M). 

Ces quantités sont alors déterminées par les équations 

λ, H, h- λ3ΙΙ3 + λ
;1
ΙΙ

:
, + λ,11, 4- λ,ΙΙ, = Ο, 

p., II, 4- ajll^-t- α,Η, 4- α, II, -η ρ.;ίΙΙ3 = ο, 

(47) Λ (λ,)ΙΙ, 4-Α (λ,)Η, + Δ (λ:,)ΙΙ,4-Δ (λ,)ΙΙ,4-Δ (λ,)114=ο, ( Δ1 (λ, ) 11, + Δ5 (Xa) 1 [, -t- Λ1 (λ., ) 11-η Λ1 ( λ, ) 11,+Α1 (λ,) 11 , 11. 

Nous avons en somme à résoudre le système des équations (a), (.1 ) 
(Ton résultent (ri), (.>), puis (r|i) et ( {(>). On a connue inconnues 

λ,, λ J, λ;,, λ,, "X-
t

y 

[*!» J*:I1 (*n {*.ii 

Ρ" ρ ρ \i ΙΓ F4, 

λ, μ, α, β; 

les quatre dernières inconnues se réduisant à trois, on a en tout dix-
huit fonctions inconnues et pour les déterminer douze équations (2 ) 
et (3), cinq équations (.< 1) et une équation (46). 

Cherchons à résoudre ce système. 

Multiplions la première des équations (fi) par la seconde 

par —·» · ··> la cinquième par — et ajoutons; il viendra, en vertu de 

<<>>ot(7), 

( ί«) Δ,(λα„ -+- μ Λ,, )-h... + SJla,,, -h u/ι,,, ) + xa, + $/>, = <>, 

équation qui en contient six. Joignons-y les équations ( {) cl ( >>. Ou 
a le système 

Δ,(λ<7Μ 4- {/./>,, ) 4-. · .4- A„( -h 4- au/, 4- fibt = o, 

Λ,(λ^
(
,, 4- uA, ) 4-.. .-h A

rt
(Xrt

nn
 4- α) -h atfl,, 4- = ο, 

—· ti\ A, rt,5 Ad —- o, 

— /3, A, — //„A
(l
 = o; 
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on a huil équations homogènes à huit inconnues qui ne sont autres 
que les équations (20) où — γ et — δ sont remplacés par α et JL 

On aura donc l'équation (11) qui donnera deux valeurs pour le rap-

port -· Les équations se réduisent alors à six distinctes et Ton a les 

formules (27) pour deux systèmes de valeurs de Δ,, ..., Δ„. 

Pour la première racine en £ on aura le système 

A1 + wb1,Aj+ wllj, ···? An-H co11,,· 

ω étant arbitraire, cl pour la seconde racine le système 

(i, + w'Dn Cj -j-co'Dj, + w'|)(l1 

ω' étant arbitraire. Remarquons que Ton a les identités 

, <ft A, -\-ct.2 Aa-h...-hcz„ A„ — o, axC, -4-czaC2-+-...-t- c/„L„ = o» 

^»A,H-^aAs,-h... + i'nA(,^=o, biCt-\-biC.2-+-... + o, 
( {q) · 

a, 11, -t-czaBj -f-...-hcz„II,, = o, df O,-he2l)a-f-.·. —t—os(tl)„ = o, 

13, -+-b2112 H-...-hball„ = o, ^|1}| H-^aDaH-...-f- Λ„ 1)„ = o. 

Il est aisé de voir que si Ton pouvait déterminer ω et ω' de fac;on que 
les équations 

Σ.(Λ+ωΒ)^=ο> 

2(C +»'D)Î =0, 

aient quatre solutions communes, la question serait résolue, car les 
équations 

Χ'^+··· + Χ«^=<'' 

\,_+...+ \ιΐ(ίι
-

=Π) 

\,_+...+ \ιΐ(ίι-=Π) X6 dw3 dx6 = 0 

\,_+...+ \ιΐ(ίι-=Π) X6 dw4 dx6 = 0 

x1Cl\ =o, 
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où ω,, ω,, oj.,, ω, désignent ces quatre solutions communes et X,, .. 
\„ des inconnues, sont satisfaites pour les valeurs Α, + ωΗ,» 
A„ 4- ωll„ d'une part et C, + w'ÎJ

M ..C„ 4- ωΌ„ d'autre part. Os 
deux systèmes sont distincts : sans cela on serait dans le eus particulier 
où l'équation (11) est identique. Donc dans le Tableau 

dw1(fil) I 
d.ifdw6 

fhot (fd)i 
(Jj'i fl.ra 

dw4</<<)., 
<Lix (U\, 

do·,dw4 
iLl\ (fj\-

a, ... «„ 

Ions les déterminants obtenus en supprimant une colonne soul nuls. Il 
en esl de même si l'on remplace lésa par les h. On voit donc que l'on 
retombe sur les équations qui définiraient les fonctions ω,, ω

3
, ω.,, ω,. 

S. .Nous verrons plus lard les équations qui lient les quantités o> 
el to'; pour le moment nous allons faire voir que l'on obtient de nou-
veaux cas d'intégration lorsque les équations 

A dF dx = 0. Κ — 

qui ne sont autres que les équations (3'i), ont une ou deux solutions 
eouiiiiunes. 

Soit, en cll'et, F, une solution commune des équations précédentes. 
Le système (i) étant supposé ramené à la forme (i(i) 

A, (//, -+- A.///, -+- A,dy
:i
 4- A

s
dy, 4- A-jly, = o, 

IL dy
t 4- IL dy

a 4- IL, dy
a
 4- H, dy

A
 4- H,, dy, = o, 

où les A sont seulement fonctions de/,, . ..,/
5

; la fonction F
s
 sera 

une fonction de/,, ..y
r>

. 
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Ou peut toujours ramener la première de ces équations à la forme 

cfF, — F4 e/F, — F
s
 r/F

a
 = o. 

On aurait à satisfaire aux équations 

hA = dF3 - F1 dF1 - F3 dF3 dy dy * dy 

Or nous avons vu (voir Revue bourguignonne de VEnseignement 
supérieur, t. V, Mémoire sur les équations différentielles, Chap. IV) 
que l'on peut résoudre ces équations en prenant arbitrairement λ el 
qu'alors F., est une solution qui peut être quelconque d une équation 

A1 dF dy1 + a3 dF dy5 = H 

où les quantités A! contiennent λ et ses dérivées premières. Il suffira 
donc de déterminer λ de façon à satisfaire à l'équation précédente. 
F avant la valeur F,. Le système (i(>) se ramènera à la forme 

dz3 — zsdzt — t. dz., — o, 
foo) 

c | dz | + c., dz + e ,
t
 dz j + c -

t
 dz ·,= o. 

en désignant Fn
 F

2
, F.,, F,, F,; par z

n
 z.^, ζ.

Λ
, ζ

λ
, ζ·. Nous avons vu 

<|ue dans ce cas les équations (3*2 ) deviennent 

r>ZT,+ ''··ST, + (c>+ c*"·') 1T,-C<ïh> - e» Th, - °' 
r/ï 
-7- = O. 

Ces équations doivent admettre la solution commune 

F=s,. 
On dev ra donc avoir 

C,w , -t- 0ΛΖΛ — o. 
On peut prendre 

C4— Z J, C5 —z4, 
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et les équations (5o) deviennent 

iiwj 5 I il Ζ ι V J t/v 2 O, 

Cj ί/î | -H Cj cl ζ 2 + Ζ j clz
A
 — z

t
 cl Ζ, = Ο, 

I^IU's sont évidemment satisfaites en posant 

ΖΛ— "i f iZi )î Τ — f (Zl b 

Cl f'if (-. ) ~~ ζί f'(zs ) — °· 

On tire de la dernière zA
 et l'on a bien un système de solutions à deux 

variables indépendantes dont l'une est z
n
 renfermant une eonslanle 

et une fonction arbitraire. 
Dans la pratique, les équations (!ta) ayant une solution coiunuiiie 

l·'.,, on posera 
F„ = C; 

on tirera de cette équation la valeur de l'une des quantités .#·. Le sys-
tème (i) se transformera alors en un système de deux équations de 
même forme à cinq variables arbitraires. Se rapportant au Mémoire 
précité (Revue bourguignonne de Γ Enseignement .supérieur, t. \ , 
η" I, Chap. V), on sera dans le cas où ce système admet un système 
de solutions renfermant une fonction arbitraire, quel que soil C. Ce 
cas d'intégration parait être nouveau. 

Cela posé, éludions le cas où les équations (ibj) ont deux solutions 
communes distinctes. Dans ce cas, on voit que, si l'on désigne par F, 
et Fa ces deux solutions, on peut trouver un système renfermant une 
fonction arbitraire en posant 

1·', =/(!·,). 

/étant une fonction arbitraire. Dosons alors 

F, = a, F3 = /(a). 

De ces équations nous tirerons deux des quantités χ en fonction des 
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autres et de a. Nous préciserons la fonction /(oc) et le syslème (i) se 
transformera en un système de deux équations à cinq variables (Mé-
moire précité, Chap. V), qui aura un système de solutions renfermant 
une fonction arbitraire. 

Je dis que ce procédé donne toutes les solutions du système (i). 
Mil eiï'et, nous avons vu que si les éejuations 

CO | - C λ|, CO·> — CO|j — \ — b, 

représentent un système de solutions renfermant quatre constantes 
arbitraires, les fonctions ω,, ω

2
, ω.„ ω, sont des solutions de l'équation 

A dF dx + x Eβ£ = ·. 

coûtant convenablement choisie. Soient alors trois solutions Φ,, Φ#, 
Ψ, formai!I avec F, et Fa un système distinct; on aura 

co, - - /, ( l· ,, b, Φ |, φ
2

, Φ., ), co j — /a, ω, — J, co4 — f κ, 

et les équations 

to, —- C,, co2 = Co, ω;ι = C;,, ω, = C, 

donnent, en éliminant Φ,, Φ2, Φ.,, une équation de la forme 

H(F,,Fa, C,, C2, C,, ty) = o, 

ce <[iii montre bien que Fa est une fonction de F,. 
Ou peut donner de cette proposition une autre démonstration qui 

fait voir plus clairement le résultat précédent. 
Ramenons, comme dans le cas où les éejuations (82) ont une solu-

tion commune, le syslème à la forme 

(/ν ι, ° ν j (/ ν , ν ί/%1 ο — Ο , 

c, cl ζ, + Co elz 2
 t

 cl ζ, — ΐ j c.lz 5 —- o. 

Les coefficients c,, c2 qui contiennent ztà seront liés par la relation 

_ <iV _ Zidzl Z'dzi ciz, ' iiz, ~~ °> 

Journ. de Λ/ath (.V série), tome III. — Fasc. I, 1897. 8 
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V étant la seconde solution commune des équations (32) et, par suite 
ne contenant pas 3,,. 

On satisfera à l'équation 

dz3, | W - - Ci, 

en prenant pour ζ.Λ une fonction quelconque de 3, et z.2 et posant 

z4 = dz3 z4 dz3 ï/7,' Z'> ' ~<(z7 
L équation 

c1clz ι --H- c$ cl ζ > z
t
 clz j - - ο 

donne alors 

(/zl clz· t + :'rh, °' 

ilz, <1;, Λ· + 5·®; -««as;"05 

multiplions la première de ces équations par '-J- » la seconde pardF dz5 

et ajoutons; on aura 

ίν ill x_ ttV (- ^ dV ( . ds> _ "■"» </;, " 5·' dz\ + (iz\\Z:>dzl ~ Z'dzJ + dz, \Z:,dzt "" Z'dzJ" 

ou bien 

/i!i ^!: ^ ^ ^îî "'Ι: " ^ fjk, ί/5, ί/ν4 </s, dZy) 

z1 = /dV^ r/F dz:] r/F r/çv <7F r/sA \r/c2 ok;i dz<i dz^ dz.2 dz:> dz.,) 

Cette équation montre que F est une fonction de 3.,. 

Le système proposé pourra dès lors être remplacé par le suivant : 

3, -τ-3 > 3.; — ï j » l· ( 3,, 3.,, 3;l, 3,, 3Γι ) — / ( 3., ), 

et Pune des deux équations 

ci ζ ι ci ζ κ d+f^ + ®» dz, ~ ®> s; - °' ''1+ Z'dT, ~ -1 </;. - "· 
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De l'une des deux dernières on tirera s,,; on satisfera aux premières, 
en précisant la fonction/(*.,), par des formules 

<!>(*,, 3
a

, β) — β), 2/jj " ? (?)· 

On peut donc dans ce cas obtenir toutes les solutions du système éi) 
par l'intégration d'équations diiïérenticllcs ordinaires. 

0. Revenons maintenant au cas général. 
Il nous reste à former l'équation (id). On peut la mettre sous la 

forme 
Λ*(λ) =.- «A*(X) 4- />Δ(λ) -f- c\ul 4- ί/λ, 

λ désignant l'une des quantités λ,, λ
2

, ..λ
5
 et α, c, des fonc-

tions convenables. Multiplions-la par ̂  et ajoutons les cinq équations 

ainsi obtenues, λ et F ayant successivement les indices i, 2, ..., 5. 
( )n aura 

2*£ 2.S 2«w& 2»<< 2«»>S dx dF 

où le signe A porte sur les quantités λ, u. et F. On aura six équations 
semblables en donnant successivement à la lettre ./· les indices 1, 
2, ...,() et l'on voit que l'on a à annuler tous les déterminants du 
Tableau 

S 2»& 2'£ 2«*>& îwijA3(h) dF dx1 

,J 2»£ Σ.& 2*»>& 2«<' 

2*£ 2.S 2«w& 2»<< 2«»>S 
cpii se réduisent à une seule équation. 

On a 

Ihj, Σν-ϊιν, =; h» 
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puis 

a(h) dF dxi = A1 + A2a12 + A6 a16 

Oil 

A| —■ Λ| Η- coB,, ..., Δ„ ·"-- Λβ Η- wBj) 

en se servant d'une des racines de l'équation (f i) en - cl, par suite, 

on aura 

(32) A(h) dF dxi = Ri + wsi. 

Remarquons que l'on a identiquement 

Σ(Α + ω13)( R ω S) — ο, 

c'est-à-dire séparément 

Σ Alt = o, IBS = o, 1( AS 4- BR) --- <>. 

Remarquons encore que, dans le cas où l'équation en ^ a ses racines 

distinctes, on aurait en multipliant l'équation (52) par C,-r- ω'Π, et 
ajoutant en donnant à 1 les valeurs 1, 2, ..b, la formule 

S(C-»-(o#D)(R-hûiS) = o. 

Cette équation est une identité et ne donne aucune relation entre 
co et ω'. 

En clïet, désignons pour abréger C -+- ω'ί) par A'. Soient λ, el α, 
les valeurs de λ el ιχ pour le système A = Λ H- ω 13, et λο el jx

3
 les valeurs 

de λ et tx pour le système A'. Si l'on mulliplic les équations (.(8 ) où λ 
et ρ, sont remplacés par λ, et [x, par A',, ..., A;, et que l'on ajoute, il 
viendra 

λ 1 - « /y ( A,· A
y

· — Ij A,· ) H- ιχ,ΣΜΔ,'Α,-Αμ,,) - ο. 

De même si, dans ces équations (48), l'on remplace les A par A et λ 
et (xparX2 et [x2, puis qu'on les multiplie par A et qu'on ajoute, il 
vient 

λ.Σ«<Χ4Δ; - Δ]Δ,·) + μ,Σύ,ΜΪ àj - Δμ,·) - ... 
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On aura donc séparément 

2iau(l·, - Δ}Δ/) = o, 26,7(A; Ay-- A} A,) υ; 

la première de ces équations peut s'écrire 

S(R-+-«S)(C + «u'D) = o, 

(|iii a donc bien lieu quels que soient ω et ω'. On aura séparément 

ERC= SRD = o, 2SC = ο, Σ SI) — o. 

On voit que, si Ton fait tendre la seconde racine de l'équation (ι i) 
vers la première, on a alors au lieu de la relation 

Σ( AS + BR) = o, 
séparément 

2AS = o, Σ1Μ = ο. 

Inversement, je dis que, si l'on a 

SAS — o, 

l'équalion a une racine double. Supposons qu'il n'en soit pas ainsi. On 
aurait les relations 

ΣΧ11 = ο, ΣΧ8 = o, 

qui seraient satisfaites pour les valeurs A, B, C, l) données aux quan-
tités X. Les systèmes Λ, 11, C, Γ) ne seraient donc pas distincts et l'on 
serait alors dans le cas où l'équation est identique, auquel cas la con-
dition d'égalité des racines est bien satisfaite. 

Revenons maintenant à la suite de la détermination des coefficients 
de l'équation (Ôi). Posons pour cela 

Il -t— (o b —■ /*. 
On aura 

(52) EA(h) dFdx = r. 
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De même que ces équations ont été tirées de 

a^lA7l, 
on en tirera 

( .)·> ) ^ Δ2 (λ ) ~ Δ, 4-... 4- f'inXx - .V/, 

puis, de ecs équations 

( 5 \ ) ^ A-' (λ) j ~ — .ç,·, A, 4-...4- s
in

A
((
 - - //, 

et l'équation ( 51 ) est un des déterminants du Tableau 

j c/i A, .v, /, j 

(55) . * . i a., Aa /·.. s.t l2 ! 
i 

«<i h. '*« ·?« Λ, j 

Remarquons que Ton a identiquement, c'est-à-dire quel (pie soil co, 

H,çA — ο, i/A — o, 

les termes se détruisant deux à deux dans ces équations. Comme on 
avait déjà les relations 

ϋαΑ = ο, ΣΑ Λ — ο, Α/ Λ--ο, 

on voit <pie les équations (55) se réduisent bien à une. 

10. Remarquons d'abord que celte équation ne donne la solution 
cherchée que dans le cas où tous les déterminants du Tableau 

/v | Α·> λ;, λ j J 

| (A* f*4 (C 

Δ(λ,) A(X) A (λ.,) Α(λ,) Α(λ
5
) : 

Δ'(λ,) Δ»(λ,) Δ'(λ,) Δ'(λ,) Δ!(λ
;
.) ! 
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ne soul pas nuls, c'est-à-dire quand tous les déterminants du Tableau 

as «j αΛ aK «3 an 

b, b.j Λ, b
s
 h. b

n 

i\ r., /·, /v, r « 

.v, .?2 .v, .V, .s, .v„ 

ne sont pas nuls. Voyons ce qui arrive dans ce cas. On peut a lois 
satisfaire aux équations (3^) et (38) en prenant arbitrairement l'une 
des quantités X

a
, X

;1
, X,, X

3
 connue solution de l'équalion A(F) = <>, 

c'est-à-dire que l'on peut prendre arbitrairement l'une des fonctions 
ω,, ω

2
, ω.,, ω, comme solution de cette équation. .Mais il est préférable 

de présenter de la manière suivante les solutions que l'on obtient dans 
ce cas. En somme, les déterminants des deux Tableaux suivants sont 
nuls 

j λ. Ajjh4 h4 

I M ι Δ(λ, ) Λ(λ,) Δ(λ, > Λ(λ,) ; 

! !*» μ* !*η Ι*.» Ι*» 
; Δ(α,) Α(α2) Α({*3) Α(>,) Α<*

3
) ; 

Λ, λ>2 ~Κ.
Λ
 λ

4
 λ,; 

Δ(λ,) Α(λο) Α(λ
:
,) Α(λν) Α(λ

3
) 

1*. 1*2 1*2 1*» 1*5 

Δ9(λ,) Δ2(λ
2
) Δ2 (λ.,) Δ2 (λ.,) Α2(λ

3
) 

On aura done les relations, λ étant l'une des quantités λ
η
 ..., λ

3 

Δ( {A) αλ + βμ-f-γΔ(λ), Α2(λ) = α'λ-h β'υ. 4-γ'Α(λ), 

on en tire 
Δ3(λ) = α"λ + β"Δ(λ) -t-γ"Α2(λ). 
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Donc, lous les déterminants du Tableau 

| A| Α.» λ., λ, /5 

j Δ(λ,) Δ(λ2) Δ(λ,) Δ(λ,) Δ(λ,) 

Δ» (λ,) Δ'(λ,) Δ3(λ
3

) Δ-(λ,) Δ3(λ
ΰ

) 

Δ» (λ,) Δ:,(λ
5
) Δ'(λ

;
,) Δ'(λ,) Δ'(λ

5
) 

sont nuls. 
Prenons par exemple Tun de ces déterminants. On aura 

h1= //«Λ, 4- /iAa -+- pXt, 

Δ(λ,) = //?Δ(λ,) -h /*Δ(λ
3
) 4- /;Δ('λ

:
, ), 

Δ*(λ.,) = //>Δ2(λ, ) +- //Δ2(Α
3
) 4- ρΔ*(λ·

Λ
 ), 

Δ3(λ
Λ
) = ιιιΔ'ίλ,) -Η /<Δ:,(λ

3
) 4- />ΔΛ(λ, ). 

On tire de ces équations 

Δ(//ό = ο, Δ(/ί) —· ο, Δ(//) -- ο ; 

on pourra donc, en général, poser 

λ, = .= m, A , 4- nt h, 4- ρ, /».,, 

λ., = m
3
k

t
 4- nji., 4- ρ5 Λ κ» 

les quantités m,, λ,, />,, .///5, //5, />
5
 étant des fonctions seulement 

de F,, F3, ..F5. On a ensuite 

μι, = m, Λ, 4- η, /i
a 4- /i,h3 

ρ,
5
 = ws//, 4- fp3h3 

On voit qu'alors le système (ι) peut se mettre sous la forme 
5 5 5 

/.·, 2 mdF + k, 2ndF + k2 E pdF = 0 
1 I I 
Κ Β S 

h1 E mdF + h2 E«</F + h, = o. 
I I 1 
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Klles sont évidemment satisfaites avec deux variables indépendantes 
en posant 

;» .» β 

^ m (IV — ο, ^ n == °» EpdF = 0, 
1 I 1 

<jni comportent une fonction arbitraire (voir Mémoire précité, Cha-
pitre VI). 

Cherchons maintenant à quelles conditions doivent satisfaire les 
coefficients des équations (i) pour que l'on se trouve dans ce cas par-
ticulier. 

Il faut et il suffit que l'on puisse déterminer ω, puis des quantités 
m, ιi, ρ, de façon que l'on ait 

•ν,· = m f't -h η bi -t- ρ Οι. 

Supposons d'abord que l'équation (il) ait ses racines distinctes. On 
aura 

2 Car = O, EDô' = o, 

•Ι inversement on voit aisément que ces conditions sont suffisantes. 
On a 

•V/ — A, -h Aj/'/a H- ... -h ΑβΓ
ίβ

, 

==^,dxS "·" ···"♦" (R/Siw) 

— ÏÏF,^' + δ·ω)- ··· — A.J^R. + S.ID), 

= L,+ S,A(»Ï-ÏAS£
(

, 

li, étant une fonction du second degré de ω. On aura donc 

I £Cs = £CIJ -£AS£C^=o, 
( Ô() ) 

I £D« = £Dl:-£AS£D^ = o. 

Si ces deux équations ont une solution commune, cette solution 
Jour», de Math. ( V série), lome III. — Faso. I, 1897. i) 
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fournira une equation 

ϊ(Λ + «Β)£ = η, 

dont cinq solutions distinctes seront les fonctions F,, F
a

, ..., F.,. 
Le cas où l'cqualion (ι i) a une racine double sera étudié plus lard. 

11. F cartons maintenant ce cas, c'est-à-dire supposons ω diliérenl 
d'une solution commune des équations (Γ>6) et reprenons l'équation 
(5:>). Calculons pour cela les quantités /. 

On a 

/#· — Λ| .V/, H- ... -h Δ,,ί/Β, 

— \ ds' _i_ I \ dsi \ d*\ Λ 1 Hjcx ' ' ' 41 d.r6 ' dxi ' " β d.i'j ' 

= A• U.7-; + W s, + as; Δ<ω>+s<as;1 Λω > - a>, ̂ AS> Tu, ^ as^r.j + · · ■· 

+ + "35. S7. + ̂ Δ^ω) + (Λω> - 3.,"<1ASV, - j 

\ , ! ds6 d.r,· A*~dxY 

ou bien, en posant 

SAS = l, 

'<=A| È; + · · · + Λ« ici+ Αίω>+ Af S'>A<W '+ S'A'«"»-·*<') £· -1 Λ ) 

-A· las;+ ΛΓ + ;^ω) + s·ΙΑ(ω>Ι -^ ax; -1- · · · 

. Γί/Ur r/Ufl //ω r/Sfi . . ^ d . . , ν ι r/ω . r/-<·> A d2w dx6 

ou bien 

'/= l1 r-^(ω) + — I -£—| Α(ω)|, 

V,·, 1 , Τ/ étant des fonctions du troisième, du second et du premier 
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degré en ω. L'équation (5o ) devient alors 

a1h, U, + S,to r,+S,A(to)-l^ V. + l'g+T.AH + S.A^-l^lAé»)! 

>U h. ll„+S„<o l-.+S,A(<»)-l^ V.+1'^ Η-Τ,Α(ω) + S.A'(»)-·35-Ι
Α

<
ω

>Ι 

Les équations 

« = SA«(X)£, / = ΪΑ'(λ)£ 

niontrent (|ue l'on a, en posant comme il a été fait, 

C H- ω'Ι) = Δ', 
les relations 

ΣΔ'.ν = ο, ΣΔ'/ = ο, 
c'est-à-dire 

I ΣΑ'Γ — IΑ'(ω) = ο, ( ΣΛΎ + ΓΑ'(ω) + Δ(ω)ΣΤΔ'— ΙΛ'Λ(ω). 

Les relations 

ΣαΑ'=<>, Σ/>Α'=ο, Σ/Α'=ο, Σ·ΐΑ'=ο, Σ/Δ' = ο, 

jointes à 

Σ«Α = ο, Σ/>Α = ο, Σ/·Α = ο, Σ$Α = ο. Σ/Α = ο, 

montrent (jue les équations (57) peuvent remplacer (5J j; ω'γ entre au 
premier degré; en l'éliminant, on en tire Γ équation en ω 

(58) I ΣΑ'Γ — IΑ'(ω) = ο, ( ΣΛΎ + ΓΑ'(ω) + Δ(ω)ΣΤΔ'— ΙΛ'Λ(ω). S I) U — I SI) Sl>\ + I'll) l~ +i(i«)vDÏ- IXh-^-| A((.,)l 

(.elle équation, qui peut remplacer les équations (5r> >, est toujours 
du second ordre. 
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Reprenons l'équation 

ΣΔΙΪ - ΐΔ'(ω) = ο. 
On aurait de même 

ΣΔ1)' — ) = o, 
en posant 

H,· 4- S,· ω' — r( — Δ', ah ■+■... -h Δ'
Λ
α

ι0
, 

Υ; + s;λ-(ω·) - J ̂ - = = λ',/·;, Λ0 r16 

J = SCS'. 
Lu première donne 

ω = sCU-lsCÎ^ , rt.r IDU-1ÏDÎ.' 

eu portant cette valeur dans la seconde, on a une équation du second 
ordre qui ne peut être autre que (58). Donc, les équations 

j ΣΔ'ϋ - ΙΔ'(ω) = ο, 
( 10 ) 

( ΣΔΙΐ'-ΙΔ(ω')=ο 

sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que les équations 

Σ(Α + «Β)£=Ο, 

Σ(0 + ωΌ)^=ο 

forment un système complet. 1 et J, étant tous deux la condition pour 
que l'équation (ι i) ait une racine double, ne peuvent différer que par 
une constante. 

.le vais maintenant rn'occuper de la construction des développements 
en série des intégrales du système (i), question qui peut offrir un cer-
tain intérêt. 

Soient 
l·1 (x ( , Χ ο ) · · · 1 ^ ο ) — u 

Φ(χ·,,χ·2, ..., x'0) = e 
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les variables indépendantes. On a les équations 

Σαάχ = ο, 

Σ\)άχ~ ο, 

Σ(Κ Η- ω$)ίίχ = ο, 

Σ( IV 4- ω' S')dx = ο. 

Os quatre équations ont deux systèmes de solutions qui sont 

Λ, -h ωΒ,, ..., Α,+ ωββ, 

C, + (i)'D,, Cd+w'D,. 
On aura donc 

^ = λ(Λ + (oB) 4- [A(C 4- CD'D), 

dx dv= λ'(Α + ω») + |A'(C H- M'D). 

( )n en tire 

ι = λΔ(Ι7) -h txA(F), Ο = λΔ(Φ) 4- (χΔ'(Φ), 

ο = λ'Δ(Κ) 4- UL'A'CF), Ι = λ'Δ(Φ) 4- ίχ'Δ'(Φ), 
d'où 

ι _*'<*) ν_ V(F) .. _-Μφ) M F) λ_ π , Λ— Η , (χ_ || » Μ· — —ΪΤ-' 

avec 
Ι1=Δ(10Δ'(Φ)-Δ(Φ)Δ'(Κ). 

On aura de même pour les fonctions ω et ω' 

~dit~ ^Δ(ω) 4- (χΔ'(ω), -j- _ λΔ(ω') 4- μ.Δ'(ω'), 

^ = λ'4(ω)+ μι'Δ'(ω), = λ'Α(ω') Η- (i'A(w), 

d'où 

Δ'(ω) — Χ-Τ- — λ'^> 

Δ'(ω) — Χ-Τ- — λ'^> 
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On remplacera dans cos equationsA(ω') cl i'(oj) par les valeurs 

fournies par les équations (5ç>) et l'on aura le système suivant : 

ffu ,/ I(*£«>···» ,Χ'θ1 ω) ω b 

ffu ,/ I(*£«>···» ,Χ'θ1 ω) ω b 

ffu ,/ I(*£«>···» ,Χ'θ1 ω) ω b w ,w' 

ffu ,/ I(*T?n{J'\y · · ·» ,x«> ^ )* 

</t« y , ·. / . //M = m ( χω, ω J + /i(xt, ..., ω, (ο ) » 

</t« y , ·. / . //M = m ( χω, ω J + /i(xt, ..., ω, (ο ) » dw dv 

Si I on se donne pour les valeurs initiales de tt et de ι celles de 
.c„, ce qui n'en fait que quatre d'arbitraires, puis les Id ne-

lions ω et to tie r pour la valeur initiale de u, on peut construire les 
développements en série qui seront convergents. 

La solution comporte donc deux fonctions arbitraires d'une \a-
riable ('). 

12. Nous allons maintenant nous occuper du cas de la racine 
double. 

On a d'abord à voir si l'on peut annuler tous les déterminants du 
Tableau 

at a., ... ah 

b1/>, ... />,, 
/·, /·, ... /·,. | 

•V, .V
2
 ... s» j 

(1 ) l.es systèmes d équations au\ dérivées partielles de re genre ont été «'In-
itiés dans le savant Traite (VAnalyse de M. Mcray, I. I, (]|ia|). \II. 
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eVsl-à-dirc ici 

a y a.x α.Λ ax d, nr. 

h
 {
 Aa ΰ

Λ
 A, h, Ι», 

(60)^ Il 1 H- S,ω IL, 4-S.,ω Iti4-S,co 11.,4-S.jCo H«4-S
ri

co 

j U
2
4-S

a
A((j)) U.,4-S

:
,A((o) L,4-S.,Aio>) Ιλ4-$

β
Α(ω) l'

(l
4-S„A(co) 

Si Ions ces déterminants sont nuls, on aura, α, β, γ étant conve-
nablement choisis, 

I 4- SA(<u) = αα 4- $l> 4- γ( Il 4- ω S). 

< )n en lire 

((ii) IAL = o, 2BL=o; 

on a 
L — L + M ω Η- Λ ίο*', 

et l'on a les relations 

IAL = ο, I( BL -+- AM) = ο, S( ΑΛ 4- ΒΜ) = ο, ΙΒΝ = ο. 

Les équations ( (il ) deviennenl 

ωΙΑΜ Η- (o^AN = ο, 

2BL Η- ω ΣΒΜ == ο. 

lilies fournissent pour ω une et une seule valeur. Les équations (ho) 
se réduisent alors à une qui est la condition cherchée. 

Considérons maintenant le cas tout à fait général cl voyons si l'équa-
lion en ω est du second ordre; c'est 

ι (t 1 by II, 4- S, co L , 4- b, Α(ω ) \ , 4- l — 4- Γt A( co ) 4- b( A
a( co ) 

(ify h, ll„ 4- S„co l „ 4- S„A(co) \
0 4- l'

 co^ "+~ S0Aa( ω) 
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Les ternies en Δ*(ω) sont les déterminants du Tableau 

aK a.t aa «, a, an 

b1éj b.
t
 Λ, h

t
 /;„ 

It, lia H, It, It, lt„ 

S, s, s, s, s. 
1', 1

3
 r

:
, ι;, r, u„ 

Si tous ees déterminants étaient nuls, on pourrait déienuiner α,B. 
7, ο telscjue Ton ait 

Γ = an -ι- 3Λ 4- γ It 4- oS. 
( )n en tirerait 

ΣΜΪ = «., i\M = o. 

.le vais démontrer que dans ce cas l'équation (ιι) est identique, 

l'our cela nous supposerons le système ( ι ) ramené à la l'orme 

ί/wj, V , f/v | V i/vij Ο, 

c, ί/ν, -I- 4" '·, ί/ν, 4* ί/r
 ;

 - ~ o. 
On a trouvé 

Λ, — A.J —: Α.,—: C,«f,4-c4z5 

Α., — - c,, A
5 — c

2
, A„ = o, 

It, = o, 11.., = o, It, = o. 

It, = o, li- = <», lt,.
(
 — ι. 

( )n a ensuite 

11 - = ( Si ~ 7h,) '■'· + ̂ <' >». + *'.>-(,77; ~ ̂ )'' " (~ )"«' 

S1 = dc1 dz6 

«·- U -- U, - ιζ)'·'--(π. ~Ïï7
t
)r>-

S2 = dv2 dz1, 



SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 73 

K» ~ — 3FCt dz, C> dz, ' dz, >' 

Sj = o, 

»· = (ai - si)c<+ (sr, " ai)c»+3z,(Ct
 *

+e·'·> ~ (sf, - 37)c" 

&· = 5F,' dz4 

R3 = (ai - 57!)c' + (si - si) C3 + 5F/c-'<+ - 57) c" 

S3 = dc3 dz4 

Udct de· . de, de* " <&„ 4 i/se 3 dzt, ' dz6 " 

S. = o. 

Formons l'expression Σ BU = ο; elle se réduit à U„ = o. On a 

Ue — Δ|/*β, . .-f- Δλ
Γ

60
. 

On a, dans le cas de la racine double, 

Re = o; 

comme S„ est nul, on a en somme = 0, et, par suite, l'équation 

U.= o 
devient 

Δ,^τ +··· + Δ
37

γ =o; 

on a de plus, puisque /·„ est nul, 

Δ, r, H- Δ2γ2 -κ .. -h Δβ/·8 = o ; 
il vient donc 

A1 dr1 dz3 r1 dA1 dz6 r5 dA5 dz6) 

Journ. de Math. (5* série), tome III. — Fasc. I, 1897. IO 
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et l'équation 
Ue = o 

devient finalement 

». t + n

· is'è + s
· ë) -

 R

'ë -
 K
'ë =0. 

On vérifie par un calcul facile que cette condition, jointe à R
0
 = o, 

se transforme dans la condition pour que l'équation (π) soit iden-
tique. 

Ainsi, le cas où l'équation (ι i) a ses racines égales n'offre rien de 
particulier. 

il nous reste à construire les développements en série. Nous par-
tirons des équations 

Σα dx = o, 

Σΰάχ = ο, 

Σ(11 4- 8ω)ώ = ο, 

Σ [U 4- SA(to)] dx — o, 

Σ| V 4- ΤΔ(ω) 4- SA9(o>)] dx -f- \'d(a - o. 
Posons 

Δ(ω) = ω', 

les équations précédentes deviennent 

Ladx == o, 

ibdx — o, 

Σ(ΙΙ 4- Seû)dx= o, 

Σ(ϋ 4- Sto')dx — o, 

Σ [V + Τω'+ 5Δ(ω')] dx 4- Γ d<a = o. 

Le système A 4- Βω mis en place de dx satisfait à ces équations; 
des quatre premières on tire un autre système 

M 4- Νω', 
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qui satisfait aux quatre premières; M et Ν sont des fonctions de ω du 
troisième degré. 

On aura alors 

dx du= λ (A + Βω) -h (A (M -h Ν ω'), 

^ = λ'(Α + Βω) + μ'(Μ + Νω'); 

Μ, ν étant les variables indépendantes, soient 

F(ar„...,a?,) = ii
f 

Φ(χ
η
 ...,®

0
) = Î\ 

On aura, en posant 

Σ(Α "+"Βω = Δ (F), 

I(M + N«'>3C=A,(F), 

les équations 
ι = λ A(F) H- μ i,(F), 

ο = X'A(F) -+- ̂ Δ,(F), 

ο = λ Δ(Φ) -h (A Δ, (Φ), 

ι =Χ'Δ(Φ)+-μ'Δ,(Φ), 

qui déterminent Χ, μ, Χ', μ'. On aura ensuite 

Σ(Υ -l· Τω') (Μ -ι- Νω) + A(o')2S(M +- Ν ω') -h ΓΔ, (ω) = ο, 

et enfin 

g·· = λ ω'η-μ Δ,(ω), gg = λ Δ(ω') -+■ μ Δ,(ω'), 

^ = λ'ω'+ μ'Δ, (ω), ^ = λ'Δ(ω') + μ'Δ, (ω'). 
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On en tire, en posant 

H = A(F)A,(®)-A(0;A
l
(F), 

λ- H »
 λ

 — H ' II ' ^ *" Il ' 

les équations 

Α,(.)=:λ£-λ'£, 

, . dta </co ω=(ι Tu-VT»' 

A(w) = *(<■>) = !* Tu dv 

d'où finalement les équations 

ω=ν·17,-^' dw dw 

Σ(ν+Το>')(Μ+Νω')4- (μ'£ - ^')IMS + I'(X^ - V dw du) = 0 

On en tire 

a? =β + β^' 

d<o' m dta' .dtaΛ=α+β 

qui permettent la construction de développements en séries conver-
gentes et montrent que l'on peut prendre arbitrairement les valeurs de 
quatre des quantités x

n
...,x

0
 pour les valeurs initiales de u et e, ainsi 

que les fonctions ω et ω' de u pour la valeur initiale de e {*). 

15. On peut former des équations auxquelles doivent satisfaire les 
fonctions ω,, ω

3
, ω,, ω

ν
 Bien que n'ayant pas servi, elles ont néan-

(') Voir la note de la page 70. 
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moins un certain intérêt. Reprenons les équations des deux Tableaux : 

dtυ, dim dtt)\ diD| 
dx | dx g dx | dx 4 

diot dtat ί/ω, dtat 

dx | dx ^ dx | dx g 
d(ot di»i ί/ω> drt)% 
doc^ doc% doc ι doc ι 
doit rfo>4 dtùK d<û± 
doc ι doc g doc^ doc ^ 

a, ... a0 6, ... h 

On en tire les équations du Tableau suivant : 

dF dF 
dx j dxt 

dΦ dΦ 
dx{ dxt 

((>-) çW rfV ' 
dx1dx6 

at ... αβ 

b1· · · Κ 

Tous les déterminants de ce Tableau seront nuls quand on y rempla-
cera F, Φ, Ψ par trois des fonctions ω

4
, ω

2
, α>

5
, ω

ν 

Développons tous ces déterminants en négligeant d'abord la pre-
mière colonne du Tableau, puis la seconde, etc., puis la dernière. 
Dérivons la première équation par rapport à a?,, la seconde par rapport 
à .i\„ etc., la dernière par rapport à #

0
, et ajoutons; les dérivées 

secondes des fonctions F, Φ, Ψ disparaissent et si dans l'équation 
obtenue on remplace 

dw 
dx 

par 

-, dF dΦ » dx + V-di + Va+?b> 

en vertu des équations du Tableau (6a), les termes en λ et p. dispa-
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raissent; le coefficient de ν est alors 

ι F4> j F«i> x1 x6 L6123 FQ x4 x5 
celui de ρ est 

a#·3 ~X~X -*-···"" Mem —-

Or, pour les valeurs de F cl Φ égales à ω, et ω
2
, par exemple, on 

peut remplacer Ψ par ω
3
 et ω

4
 ; on en déduit que les coefficients de ν 

et ρ doivent être nuls. Ces coefficients s'écrivent [voit- les équa-
tions (27)] 

l il dF _l_ τ rfF , τ rfF , ι dF , dF\ ΗΦ l V >m dFt 9m d7t 4î,,^r» + 

(63) 

I il dF _L 1 rfF I dF l dF I rfF \ __ ' Vf1·2" Ar. "=0 

et 

^ Μ'4ίΗ dït M45,a ^ + 15,25 dx, + M,23 J dxj ~dxn 

(64) 

(M«234 ^ + ΜϋΐΜβ^ "+■ M3*6. ^ + M»0.2^3 + M».23 ~ 0* 

Cela posé, je dis que, si ces équations en Φ ont pour une valeur de F 
quatre solutions communes ω,, ω

2
, ω

3
, ω,, ces fonctions satisfont à la 

question. Pour cela, désignons par Δ,, A
2

, ..., A„ les coefficients de 

τ~' · ··> dans l'équation (03); par A,, A2,..., A'0 les coefficients de 

Êl·' ^"^ans Equation (64). On vérifie sans peine que Ton a, 

quel que soit F, 
α, A, -K .. -f- aflAe == o, 

bt A, H-...-h b6àa = o, 

α,Δ', + ...+ α
β

Δ'
β
=ο, 

b
h A, -l·... -+- Δβ = o. 
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Les équations 

X>zr
l

+-+x*ir,s*0 

χ,'Ρ +...+x,p = o 

χ,'Ρ +...+x,p = o 

■εί+···4·χ»ε; = 0 

Χ, α, +...+ Xt o0 — ο 

sont satisfaites pour les valeurs Δ,, ..., Δ„, Δ',, .Δ0 données aux 
quantités X,, ..X

0
; si ces valeurs sont distinctes, c'est-à-dire si l on 

n'est pas dans des cas particuliers étudiés, les équations précédentes se 
réduisent à quatre et tous les déterminants du Tableau 

do>x ί/ω, 
dx | dx || 

rf(i)v r/(0. 
dxx dx6 

G, ... G0 

sont nuls, ce qui démontre la proposition. 
Cela posé, considérons l'équation 

Σ λ-}—h (Dili-.- = ο. 

On en tirera 

. d(f>x . dti)x . dtà J . <■/(.), / ^ ν 1 dxt 6 dx6 1 dxt 1 · · + 8 R ί/ω, r» dtot ί/ω, 

Je dis que cette équation est une combinaison des équations (63) 
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et (64). En effet, écrivons les deux équations 

A)s; +···","α«3Ϊ; = 0> 

Β,κ;+···+Β·3ί = °· 

Si l'on forme les combinaisons où manquent successivement dF dx6 

dF dF CtJC | «iTj, ce sont 

(A, B„ - A,B,)g +...+ (AjB„ - A,B
5
) g = o, 

(B, A* - A,B
S
)|L+...+(B.A, - A.B

5
)|L = o. 

Or ces équations sont encore 

(XL
3345

 p.M
23

,
5
)^ o, 

D'où il suit bien que les rapports 

At B6 — An B| 
^^«45 — P-Mjjis 

auront tous la même valeur et que par suite l'équation (65) est bien la 
combinaison obtenue en multipliant (63) par λ, (64) par u. et 
en retranchant. 


