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STABILITE DE L'EQUILIBRE D'UNE MASSE FLUIDE, 101

Sur la stabilité de 'équilibre d’une masse fluide
dont les éléments sont soumis a leurs actions mutuelles ;

Par M. P. DUHEM.

§ 1. — Bur les équations générales de I'équilibre des fluides.

Nous avons ¢tabli, dans un précédent Travail ('), les conditions
nécessaires ct suffisantes pour (u'une masse fluide soit en équilibre
stable; mais, dans celte étude, nous avons admis que toutes les forces
exercées sur les divers ¢léments du fluide étaient des forees exti-
rieures; nous avons suppos¢, en outre, que ces forces dérivaient d'unce
fonction potenticlle dépendant des coordonnées du point our se trouve
I'élément fluide considéré, mais point des propri¢tés de cet élément.

C’est vun cas infiniment particulier de 'Hydrostatique. Nous avons
¢tudié ailleurs (*) un cas beaucoup plus général : C’est celui ol deux
¢léments fluides, de masses dm ct dm’, exercent 'un sur 'antre des
actions dont le potentiel est de la forme

W (p, ¢y rydmdm,

1 étant la distance des deux masses élémentaires et g, ¢ leurs densités,

(') Sur la stabilité de Véquilibre des corps flottants, Chap. 1. (Journal de
Mathématiques, 5° série, t. I, p. 108.)

(*) Le potentiel thermodynamique et la pression hydrostatique. (Annales
de 'Ecole Normale supérieure, 3¢ série, t. X, p. 183.)

Journ. de Math. (5* séric), tome III. — Fasc. 11, 18g5. 20



152 P. DUNEM,

Dans ce cas, les actions mutuclles des deux masses ¢lémentaires com-
prennent non seulement une force répulsive réciproque, dont la gran-
deur est

SRUALCTRI dm’
Jar ’

mais encore une influencey cette influence, qui tend & accroitre la

densité de I'élément dm sans tendre i déplacer le centre de gravité de
cet ¢lément, a pour grandeur

a¥(p,p',r .

- ———(f)’f—’-) dm dn'.

La massc dm’ est soumise 4 unc influence analogue.

Ce type d’actions mutuclles est trés étendu. II comprend, en parti-
culier, les actions newtoniennes; dans ce cas, la fonction ¥” ne dépend
(que de r, ct point de p ct de p'; les actions mutuelles de deux parti-
cules se réduisent a des forces réciproques et les influences sont sup-
prim¢es; il comprend aussi 'action répulsive, insensible entre corps
denses, mais sensible lorsqu’un des corps agissants est trés ravéfic, par
laquelle M. Faye explique les diverses apparences de la quene des
comeétes; les actions moléeulaires qu'invoque la théorie de la capilla-
rit¢ apparticnnent vraisemblablement aussi a la catégorie d’actions
pour lesquelles la fonction W dépend véritablement de g et de ¢

Moyecnnant certaines hypothéses indispensables sur la maniére dont
la fonction W (g, o, 7) ct ses dérivées particlles se comportent pour
les valeurs infiniment petites de 7, hypothéses que nous ne voulons
pas rappeler ici, il est possible de donner les conditions d'¢quilibre
d’un fluide soumis & de semblables actions. Rappelons bri¢vement
(uelles sont ccs conditions.

Le systéme, dont la température est supposée uniforme ct constante,
admet un potenticl thermodynamique interne qui est de la forme sui-
vante :

. . 'y 1 e . ,
() F= /pC(_‘:)cl‘--i-;jf‘s‘c Yz, e r)dedy,

chacune des intégrales s'étendant au volume enticr du systéme. la
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fonction {(p) n'est déterminée qu’a une constante prés; au contraire,
la fonction W'(p, ¢’y ) est entiérement déterminée si on lui impose la
condition de s'annuler pour les valeurs infinics de 7.

Posons
(2) V= [Wened,
(3) == 3)@ (e, ¢, r)pde,
Xi=— [ 2 ¥, ¢, 1) o8 dv,
(2) { Yf=-f%.‘1’(9» p’w);’—;?’dv’,
Z= “f;;);‘p'(f" ? ")3—'3' gdv.

Ces cinq intégrales sont des fonctions finies de z, y, 3; clles sont
continues si les propriétés de la matiére varient d'une maniére con-
tinue au voisinage du point (z, y, 3).

Les ¢égalités (2), (3) et (4) donnent

oV 0
3:5 -—-—'X,'——J»d—l-"
. vV _ dp
() a; =-Y; daa;a

Quant aux forces extérieures, nous supposerons que la masse élémen-
taire dm cst soumise & une force extérieure dont les composantes sont

N.dm, Y.dm, Z.dm,

avec

. __ouU __dU __dU
(()) X,_.————‘E’ Ye‘—_;’j," Ze—‘""’_:’,"

la fonction U dépendant des coordonnées x, y, 5 d’un point de I'élé-
ment dm, mais ne dépendant pas de la densité p de cet élément; au
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cas ot 'action exercée par un corps extéricur ne vérificrait pas cetle
condition, on impliquerait ce corps & l'intéricur du systéme considéré :
c’est d'ailleurs la un artifice dont le scul but est de simplifier les éeri-
lures; il serait ais¢ de s’cn passer.

Les conditions d’¢quilibres du fluide sont les suivantes :

Il existe unc fonction II(xz, y, z), positive en tous les points de la
masse fluide et variant d’une maniére continue d’un point a lautre,
telle que I'on ait

(7)) elXi+X)de+ (Y;+ Y, )dy + (Z;+Z,)ds] = dIl.

En chaque point de la surface qui termine le fluide est appliquée une
pression normale, dirigée vers l'intéricur du fluide, et égale en grandeur
a la valeur de II en ce point.

En tout point pris a I'intérieur du fluide, on a I'dgalité
. d%(p)

(8) i =T+ ¢g*a.

“<

De ces conditions nécessaires et suffisantes pour 1'équilibre de la
masse fluide, déduisons immeédiatement quelques conséquences.

L’¢galit¢ (8) nous montre que, dans le cas général que nous étu-
dions, la densité en un point w’est plus fonction de la seule pression
ai méme point; unc proposition, admisc cn général comme évidente
par les auteurs qui sc sont occupés d’'IHydrostatique, s¢ Lrouve ainsi
restreinte au cas ou la fonction ¥ ne dépend ni de g, ni de g/, cas que
nous nommerons cas des aclions newloniennes.

Posons

(9) Q=V+L,

Q sera la fonclion potenticlle totale tant des aclions extéricures que
des actions intérieures. En vertu des égalités (5) et (6), nous aurons

(Xi+X)de +(Yi+ Y )dy + (Zi+ 2)ds + adp + dQ =0
ou bhien

(10) sdQ+ Apds + dll =o.
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Cette égaliteé (10), vérifiée en tous les points du fluide, nous montre
(que les surfaces d'égale pression sont définics par I'équation

(11) dQ + L dp=o.
lies surfaces d’égale pression ne sont pas surfaces d’égal niseau
potentiel.
Posons
A3(z)
(12) 0(p) =8(p) + 5~

(Comme la fonction {(g), la fonction O(p) scra définic seulement & unc
constante prés. Les ¢quations (8) et (10) nous montrent que I'on a,
alintéricur du fluide,

(13) Q — g + O(p) = const.
Les surfaces d’égale densité vérifient donce I'égalité
(1) Q — g = const,

Elles ne coincident pas avec les surfaces d’égal niveau polentiel.
I.'égalité (8) nous montre d’ailleurs que les surfaces d’égale den-
sité ne coincident pas avec les surfaces d’égale pression.
Ainsi, les trois familles de surfaces

Q = const,, IT == const., ¢ = const.

ne coincident pas en général; elles ne se réduisent & une méme famille
de surfaces que dans le cas des actions newtonicnnes, cas ot 'on a
I'identité

§ 2. — Généralisation des résultats précédents.

Bien que les résultats précédents aient été établis dans des hypo-
theses trés générales, il y a licu de les étendre encore, afin de pouvoir
traiter complétement certains des problémes qui vont suivre.
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“n premier licu, nous avons supposé qu'au scin d’un fluide continu,
de température uniforme, les ¢léments ne pouvaient différer les uns
des autres que par leur densité ; mais il est des cas ot celte supposition
n'est pas vérifiée; par exemple, au scin d’une dissolution saline ou
{’'un mélange gazcux, les éléments peuvent différer les uns des autres,
non seulement par leur densité, mais encore par leur concentration ou
leur composition; s'il s'agit d’unc dissolution d'un scul sel dans un
scul menstrue, ou du mélange de deux gaz, cette concentration ou
celte composition s’exprime au moyen d’une scule variable; il en faut
un plus grand nombre dans le cas ofi 'on considére un mélange de
plus de deux corps; pour ne pas introduire d’interminables équations,
nous supposerons simplement que I'état de chaque élément fluide peut
étre défini par sa densité ct par une scule autre variable s.

“n second licu, nous avons étudi¢ une masse fluide continue; mais
on peut avoir affaire & unc masse fluide dont la nature change hrus-
(uement au passage d'unc surface de discontinuité.

Traitons d'abord lc cas ol le sysléme se compose d'un sen! fluide
continu ; ce fluide continu, nous le supposerons formé de deux corps «,
3; la masse ¢lémentaire dm se composera d'unc masse dm, du corps 2
et d’'unc masse dmg du corps 3; nous poscrons

. dmg
(15) S = i,

et nous dirons que s est la concentration en un point de la masse din.
L’¢tat de la masse dme dépend non sculement de sa densité ¢, mais

encore de sa concentration s. Le systéme admet un potentiel thermo-
dynamique interne de la forme

(16) :ﬁ:fp{(p, s)dv + iffp‘o"}"(p, ¢y 5,8, r)dede.

Les diverses masses élémentaires du systéme sont soumises & des
forces extérieures qui admettent pour potenticl la quantité

(17) g.—:prdv,
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ot U désigne une fonction de z, y, 3, finic, uniforme et continue dans
tout l'espace occupé par le fluide.

Enfin, chaque ¢lément dS de la surface déformable du fluide est
soumis & unc force dont les composantes sont

P,.ds, P,ds, DP.dS.

Posons
(18) V=j;;’1lf(;, ¢ys, 8, r)dv,
, 0% (>, 4,9,\,1)()/ .
\ ‘( = f or ¢
(19) Y,= j '“(”"H ')z'dc",
/= __f , % (3 ,,u,s, ,/)drd
==
(20) J,——j o ”g’ LLELIP
(21) y=— [pliesnng, "
: . Ju ou JUu
(22) '\":_}Ti" Y,=— Tk Z”——})—:'

Lmaginons unce modification infiniment petite du systéme; un point
maltériel ayant pour coordonnées z, y, 5, au commencement de la
modification, a pour coordonnées, & la fin de la modification,

£+ Dy, y+ Dy, 3+Ds.

Sa densité, (ui était g, est devenue (g + Dp); sa concentration, (ui
¢tait s, est devenue (s + Ds).

On en conclut sans peine qu'au point fixe de Uespace (&, y, 3), la
densité ct la concentration, qui avaient pour valeurs p ct s avant la
modification, ont pour valeur, aprés la modification, (¢ + ) et



158 P. DUHEM,

(s + 8s), 8p et ds étant donnés par les égalités
(23) 8 =Dp— $Dx — £Dy - %1z,

ds P ds -
Ds-;); Dy—-—- 3.

d

(24) ¢s

Soient M,, Mg les masses des corps &, §, que renferme le systéme;
ces masses ont respectivement pour valeurs, en vertu de I'égalité (15)
(ui définit la concentration s,

(25) Mo= [seds,
(26) M= f - pds.

Ces masses doivent demeurer invariables par Ueffet de la modifica-
tion que le systéme éprouve, ce qu'expriment les deux égalités

51'[‘:_5:39— T ),os']d‘

( + b | cos(ne, ) Dz + cos(ne, y) Dy + cos(ney 5)Ds|dS = o,

$ D _ ¢ N .
f[n+s°" F(u+s>*°‘9J“h

-+ S [cos(ne, x)Da + cos(ng, y YDy + cos(n,, 5 Ds]|dS =0,

n, étant la normale & I'élément dS vers extéricur du fluide.

Ces relations lient les variations g, 2s, de la densite et de la con-
centration en chaque point de I'espace occupé par le fluide et les com-
posantes Dz, Dy, Dz du déplacement aux limites du fluide; ce sont
les scules conditions auxquelles ces variations soient assujellics.

Dans la modification considérée, les forces appliquées & la surface
déformable S effectuent un travail

(20)) de = S(Pwa + P, Dy + P.D3)dS,



STABILITE DE L'EQUILIBRE I'UNE MASSE FLUIDE. !

't
S

Le potenticl G des forces exléricures éprouve une variation

3{,’ = Ua.@d()
(30) s f
' + SpU [cos(ng, ) Dt -+ cos(n,, y)Dy + cos(n,, 3)Ds|dS.

I.e potentiel thermodynamique interne § éprouve une variation

‘ Sfi=f[ (FH+V-—- ]o..dv+fp(———s)osdv

+ S o (V+0)[cos(n,y .£)Dx +cos(n,, y)Dy + cos(n.,s)Ds|dS.

Les conditions d’équilibre du systéme s’obtiendront en exprimant
que 'on a

(32) 8% + &8¢ — de = o.

Cette ¢galité¢ doit avoir licu non pas quels que soient &g, ¢s, D,
Dy, Dz, mais sculement lorsque ces quantités sont liées par les équa-
tions (27) et (28). Si donc on désigne par A el g deux constantes con-

venablement choisies, 1'égalité suivante aura licu, quels que soient &z,
ss. Do, Dy, Ds:

- /ld(utpp\ +U—¢ -\,+"T“:_J§f Sedv

+fp[$;—‘ '—‘;];stlv

33 +§e | (V + U7 4 A 2L cos(the ) P | Dards
+§le(v+ Ut . : 2 eos( e, y) = Py | Dy
\ +Sip<V+U + L+ )‘|

+ 1S ]
l >cos(n,., )= P, |DzdS =o.
+5
Ce résultat peut encore s’énoncer de la manicre suivante :
° On a, en tout point de la surface déformable qui limite I
Journ. de Math. (5* série), tome I, — Fasc. U,18q7. 21
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Sluide,
S P,= g(V +U+C+ xl-:_'is)cos(n,, x),
(34) P, = p(V +U+3+ xl'_:_*;s)cos(n,,,y),
( P,= p(V +U+({+ )'l1':’¢>cos(n,, 3).

2° On a, en tout point de la masse fluide,

~ ‘) l-f"lls
(33) %(Pt)'*'v'*‘U-Pv\v"' —l—-i:T = 0,
: «_ o A—p

Ce sont les conditions nécessaires et suffisantes pour l'équilibre
de la masse fluide.

Les conditions (34) peuvent encore s’énoncer ainsi :

La surface déformable du fluide est soumise & une pression nor-
male, dirigée vers l'intérieur du fluide, dont la grandeur est donnée
par la valeur que prend, & cette surface, la quantité

. _ A+ ps
(37) D=—p(V+U+{+ 220,

Cette quantité prend le nom de pression a Uintérieur du fluide.
Moyennant I'introduction de cette pression, I'égalité¢ (35) peut encore
s'écrire
A
o=

A

0,

(38) 11+ p?a — g

+)

égalité dans laquelle on reconnait 'égalité (8), qui avait été établic
pour un cas plus particulier.

Les égalités (35), (36), (37), (38) conduisent aisément a la pro-
position suivante:

Les surfaces équipotentielles, les surfaces d’égale pression, les
) 4
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surfaces d’égale densité et les surfaces d’égale concentration for-
ment, en génédral, quatre familles de surfaces distinctes; ces

quatre fumilles r’en forment plus qu’une dans le cas od l'on a
identiquement

(39) A == 0, 8 =o,

cest-a-dire dans le cas ot la fonction W est une simple fonction
de 1 (cas des actions newloniennes).

Occupons-nous maintenant du cas ol le fluide considéré est formé
de deux masses continues 1 ct 2 séparées par unc surface de disconti-
nuité Z. Le fluide 1 est formé par le mélange de deux corps a,, B, le
fluide 2 par le mélange de deux autres corps a,, 8,; les concentrations
s, 8, scront définies par des égalités analogues a I'égalité (15)..

Les corps a,, B,, #,, B, ont des masses M, , Mg, M,,, M3 qui doi-

vent demcurer invariables en toute modification du systéme, ce qu’ex-
priment les conditions

[ T N oy .
.”,7473709' B (H—sl)’as']d'
( f0) + S g :—l_s.lcos(”"’ £)Da + cos(n,, y)Dy + cos(n., 5)Dz|dS,

— S-l—_—i'—‘—‘ [cos(n,,x)Dx + cos(n,,y)Dy + cos(n,,5)Ds]dE = o,

$ N ¢ .
f[‘l-i-—'fl OP; -+ (’}Tl;l—)g 88,]((& '
(A1) + S A'P-:_";, [cos(n,y 2)Da + cos(u,, y)Dy + cos(a,, 5)Ds]dS,
— S .P_fl- [cos(n,,x)Da + cos(a,, y)Dy + cos(n,, 3)D3|dE = o

et deux autres égalités qui différent des précédentes en ce que I'indice 2
y remplace l'indice 1; nous les nommerons (4o bis) et (41 bis). En
un point de la surface Z, », désigne la normale dirigée vers I'intérieur
du fluide 1 et n, la normale dirigéc vers I'intéricur du fluide 2.

Le travail des forces appliquées i la surface déformable se compose
de deux termes semblables au second membre de 'égalité (29); I'un
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sc rapporte & la surface S, I'autre & la surface S,. Nous en désigne-
rons I'expression par (29 bis).

La variation ¢éprouvée par le potenticl des actions qui s'exercent
sur les divers ¢léments de masse du fluide est donnée non plus par
I'¢galité (30), mais par I'égalité

o“g = fU Sp,dv, +fU8,':,dv,
+ § 21 Ufcos (e, ) D + cos(n,, y ) Dy + cos(npy 3) D3| dS,
-+ San[cos(nc, 2)Du + cos(n,, y)Dy + cos(n,, 3)Dz|dS,
— Sp. Ul cos(n,,z)Dx + cos(n,,y)Dy + cos(n,,3)Dz|dX

— Sp,U[cos(n._,,w) D + cos(n,.y)Dy + cos(n,,3) Dz |d=.

La transformation qui, de I'égalité (30), serti déduire I'égalité (42),
permettra, de I'¢galité (31), de déduire Pexpression de 83 applicable
au cas qui nous occupe; il suffira d’éerire successivement deux Lermes
scmblables au sccond membre de I'égalité (31), enles affectant, I'un de
I'indice 1, I'autre de I'indice 2, et d’y ajouter

— Sp.(V. + L)[cos(ny, 2)Dr + cos(n,, y)Dy -+ cos(n,, 3) Dz |dX

- S e2(V.+ §,)|cos(ny, 2) Dz + cos(n,, ) ) Dy + cos(n,, 5)Dz|dX.

Nous désignerons par (31 his) I'égalité ainsi obtenue.
Les conditions d’équilibre s’obliendront en éerivant que 'on

03 + 04y — d = o,

pour toule variation du {luide compatible avec les conditions (40),
(40 bis) et (41 bis). Ces conditions seront les suivantes :

1" Il existe deux constantes convenablement chotsies \,, ., , telles
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que Uon ait, en tout point du fluide 1,

(B) (L) + Vi Um g+ 25 =
» )l P’l J—
(4h) Js_:—s‘ i

En tout point de la surface S, est appliquée une force normale,
dirigée vers Uintérieur du fluide, et dont la grandeur égale lu
valeur prise au point considéré par la fonction

(45) n.:~;.(\f.+l.1+t.+i“i“—‘fl)-

I -+ §

2* Il existe deux constantes convenablement choisies 'hy, .y, telles
que on ait, en tout point du fluide 2,

e .. l) . 7 1 - }1+ "8 _
(43 bis) g‘f,';(Petz) + Vot U— gyt + s O
WA N f)___":t__ . de— 1y _

Ch bu) 1IN (s T 0.

En tout point de la surface S, est appliquée une force normale,
dirigée vers Uintéricur du fluide, et dont la grandeur égale la
valeur prise au point considéré par la fonction

(45 bis) 1.

[y ) IR W
:—-.5;-(\’-:+U+‘:2+ ’_lf._)
I+ 8,

3° En tout point de la surface de discontinuité T qui sépare les
Sluides v et 2, on a

(46)  pi(Vir U g BRI g (VU Y, o ),

P+ 14 Sy

Eu vertu des égalités (45) et (45 bis), I'égalité (46) peut encore
s'écrire

(47) I, =11,
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Les pressions II,, I1, sont deux fonctions analytiques différentes,
définies, I'une & I'intérieur du fluide 1, 'autre 4 I'intéricur du fluide 2.
Mais ces fonctions se soudent I'une a I'autre sans discontinuité au
passage de la surface I.

On verrait sans peine qu’on se tromperait, en général, en énoncant
unc des propositions suivantes :

Le long de la surface Z, la pression garde unc valcur constante;

Les densités p,, p, gardent des valeurs constantes;

Les concentrations s,, s, gardent des valeurs constantes;

Les fonctions potentielles (V, + U), (V,+ U) gardent des valeurs
constantes.

Toutes ces propositions, fausscs en général, deviennent vraies a la
fois, lorsque I'on a les identités

V'=Vav

tb‘ = 0’ S‘ = 0, e‘n-‘ = 0, 52 = (),

c’est-a-dire dans le cas des actions newtoniennes.

§ 3. — Stabilité de Péquilibre d’un fluide dont les éléments sont
soumis 4 leurs actions mutuelles. Variation seconde du potentiel
thermodynamique.

Supposons que les surfaces déformables des fluides 1 et 2 soient
soumises & une méme pression normale et uniforme P. Le travail de
cette pression deviendra, cn vertu de I'égalité (29 bis),

P’ S | cos(n,, £)Dx + cos(n,.,y)Dy + cos(n,, 3)Ds|dS,

+ S[cos(n,, l)D.c + cos(n,, y)Dy + cos(n,, 3)Ds|dS, %

ou bien
— PDW,

en désignant par W le volume total du systéme, par DW l'accroisse-
ment que subit ce volume durant la modification du systéme.
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Si la pression P est maintenue constante, ce travail dépend d'un
potentiel

(/08) 5= PW,
et le systéme admet un potentiel thermodynamique total
(49) =F+G+5.

Nous admettrons la proposition suivante, qui n'est qu'en partic
démontreée :

Pour que l: systéme soit en équilibre stable, il faut et il suffit que
le potenticl thermodynamique lotal soit un minimum.

On exprimera donc que le systéme est en équilibre stable en écrivant
que P'on a, i la fois,

(H0) 0P = o,

(51) 8@ > o,

pour toutc modification du systéme compatible avec les liaisons.
Bornons-nous, pour le moment, & étudier le cas d’un fluide continu.
Dans ce cas, l'expression de é® peut se mettre sous la forme sui-
vante :

ELES f[(%(pt) +V+U- pe\,] Sody

LN E
(52) + f[Po_s — ,a.] os dh
+ S[p(\" +U+0)+P]
X [cos(ng, ) Da + cos(n,, y)Dy + cos(a,, 3)Ds|dS.

Il est tres facile de voir que les équations d’équilibre, jointes aux
conditions (27) et (28), rendent égal & o le second membre de cette
égalité (52).
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Soient, en un point (z, y, 5) de l'espace, V la valeur au début de la
modification de la fonction que désigne cette lettre, et (V +8V)la
valeur de cette fonction au méme point & la fin de la modification.

En vertu des égalités (18), (20) et (21), nous pourrons éerire

s av = e‘oap"“‘sss
¥ » ’ dq. ’ ’ 'A, l)‘l-’ N, v
(33) +j(‘l +pd—‘=-,>39dv+j,a5;,osd¢
? + Sp"lf[cos(n',, 2)Da’ + cos(n,,y Dy’ + cos(n,, 3)Ds'|dS,
a, étant la normale & I’¢élément dS’ de la surface S vers extéricur du
fluide; o’ la densité du fluide au voisinage de cct élément; D', Dy,

Dz’ les composantes du déplacement d’un point de cet élément.
Nous aurons, de méme,

d:bL\ A Jels §
S(Pg\o)= (o\o—i-pT)'ap-Fp‘ -GS
. Jv 1750 2N U 2 S
~7 . g Al A RN ' ’ K
(54) o J(5 +¢ a3l — ¢ [ ¢ 5o

—p S ¢ %‘; [cos(n,, 2) D'+ cos(n.,y)Dy + cos(a,, 3) D3’ |dS

R A()S S, ()8.\.
3(p8)= (a-i—‘ab—-?)or%—p(—);a-s
WL PN\ T
(-)J) _ pf(*(-)-; -+ < :)-.;—()_pi> O‘u o — P P .()_87)?6.9 ([9

—p S ¢ %‘; [cos(n., ).’ + cos(n., y) Dy + cos(n,,3)Ds'|dS".

Les égalités (53), (54) et (55) donnent une interprétation simple
de la quantité

f13Y = 8(pa )3 — [3(¢3)dsde

+ SpaV[cos(n,, 2)Du + cos(n,, y)Dy + cos(n,, 3)D z]dS.

Considérons trois fluides fictifs a, b, ¢ ayant tous trois, comme l¢
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classique fluide électrique, la propriété de pouvoir offrir, tantdt une
densité positive, tantdt une densité négative.

Le fluide @ est distribué¢ dans tout 'espace occupé par le fluide récl
et sa densité en chaque point est 8p.

Le fluide b cst distribué en chaque point de I'espace occupé par le
fluide réel avee la densité 33s.

Le fluide ¢ est distribué sculement & la surface qui limite le fluide
réel, et sa densité superficiclle est

glcos(n,, )Dx + cos(n,, y)Dy + cos(n., s)Ds].

A une modification déterminée du fluide réel correspond une distri-
bution bicn déterminée des trois fluides fictifs.

Soient deux points M, M', pris dans l¢ fluide réel ou & sa surface;
soit 7~ la distance MM'; soient ¢, 2/, s, s’ les densités et les concentra-
tions du fluide réel aux points M et M'.

Supposons que deux quantités ¢,, ¢, du fluide a soient concentrées
aux points M, M’; nous imagincrons que ces deux quantités exercent
des actions mutuelles ayant pour potentiel

. l)‘l' ,l)q' an! d!‘r ’
(‘P R PR A Ra e 7y 09'> 9aGu
Supposons que deux quantités ¢,, ¢, du fluide b soient concentrées

aux points M, M’; nous imaginerons que ces deux quantités exercent
des actions mutuelles ayant pour potentiel

avw ,
dsos 107+

Concentrons au point M unc quantité ¢, du fluide a, au point M’
une quantité¢ ¢, du fluide b; nous imaginerons que ces deux quantités
exercent des actions mutuclles ayant pour potenticel

w9V ,
(«W + PW> 9a9s-

Aux deux points M, M’, concentrons deux quantités ¢,, ¢, du
Journ, de Math. (3 série), tome IIl. — Fasc. II, 18g7. 22
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fluide c; nous imaginerons que ces deux quantités exercent des actions
mutuclles ayant pour potenticl

¥q.q..

Au point M, concentrons unc quantité ¢, du fluide ¢ ct au point M’
unc quantité ¢, du fluide @; nous admettrons que ces deux (uantités
exercent des actions mutuelles ayant pour potentiel

. ’ 4}". ’
(‘}' + 8 ;7;) e

Aupoint M, concentrons unc quantité g, du fluide ¢, et au point M
une quantit¢ g, du fluide b; nous admettrons que ces deux quantiteés
exercent des actions mutuclles ayant pour potentiel

Jv '
pra s
Supposons que les rapports

1 0 4 ! ’ o ! () A A V .
T 0 W(pre'ys s, 1), T 9 U(ey o'y 80 8,1),
10 1 J .
v oo T@ehssir) g oo W)
1 J? 1

. ’ ()i ’
A G SULILO I & rA A CTERRREOR

L g /m o ow o
;,:W‘I(V,P,'S,Sa’)

ne croissent pas au dela de toutes limites lorsque 7 tend vers o3 nous
pourrons appliquer aux actions mutuelles que nous venons d'énumérer
les théorémes généraux que nous avons démontrés dans notre Mémoire
Sur le potentiel thermodynamique et la pression hydrostatique.
Soit Y le potentiel de toutes ces actions mutuelles. Tl est trés facile
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de voir que I'on a

!

J13V = éev)l3edo — [3(e3)28d

M0 AN \ o3 o-L )3
(36) ::—f[(z,\. + ;T)—;/)(B.c)‘+(s +i g +;—J;)f3933+ g

+2Y.
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+ S 2V [cos(ne, z)Dx + cos(n,, y)Dy + cos(n,3) D3z ]ds

Nous pouvons, désormais, former 1'expression générale de 22
b 4

remarcuons que

I)(;\'+;lf+p’§)=;8\’+(\'+l +Z+;'—;>89+9;)}3s
[ /- 9% 3 J% )\ Os - -
+ (\ +b+’;+9(—);—pml,>d‘t+(9a—¢—p»)tﬁ—;(\i+.\,)
i - % q, d: o: ’ =~
-+ (\+lJ+Z+,:‘7;—-9-L);)§+(p‘7‘-—px)‘—))—°,—.c(\z+h)
ree - v A(): - ()? Al): . s v ’
+'(\\+l1 +wg+‘v"7.;_‘v-‘ﬂ)—z+(‘u"')—s:"—.«-5>z'—‘v(14‘+/4,.)

ct nous aurons, ¢n tenant compte des égalités (23) et (24)

{.')7) 22 = j(\‘—i-lt-*—:-{-‘&!)—-—;A:)’:g‘:l(s‘

+ | s S 5) s
&\ Us

+S[<\'+L’+’;+993 -—‘:..1..)8;—1—;(‘)——‘ — s)r).s-

g %t

O

dp s

D.r
Dy

D:

< [eos(nn2)Du+cos(n., y)Dy +cos(n,z)Ds|ds

+S[(\f_,_l,' +Z+pg—; —.cgl.)Dp+p<z—; —s)l‘)sl

X [cos(n,x)Du+cos(n,, y)Dy + cos(n,,3)Dz|dS

+S[9(V+U+’£)+P]

x D[ cos(n,, ) D + 05110,y ) Dy + cos(n,, 3) Dz|ds:

- S (.33 4+ 835) [cos(n,, ) Dt + cos(ny y) Dy +cos(n,, s)Ds |3
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(B

[1J4 'y 0% 0L\ & o
+<23;+29m—28—9‘)—?'—p~()—)6“.‘:08
0%y g3 .
+ (P58 — 05 ) (3] o (6)

=S¢ [(Xi+ X)) Dz + (Y, + Y.) Dy + (Z;+ Z,) D3]
X [cos(n.,x)Dx + cos(n,, y)Dy +cos(n,3)D:]dS  (7)
+1Y. (R)

Cette expression générale de 8?® sc simplific beaucoup lorsqu’on
suppose que I'état initial du systéme est un état d’¢quilibre. Dans ce
cas, en vertu des égalites (34), (35), (36), les termes (1), (2), (3),
(4), (5), au second membre de I'égalité (57), peuvent s’¢erire

! —7\( f__nars‘(fj-,:)*j de

+ S [ _% pis T [cos(n.,x) D +cos(n,, y)Dy + cos(n.,s)Ds|d3

|14+~ (14+9)1

[ D ¢Ds ] :
+ S _TPS-— (—l"_*_—s)_ [cos(n.,z) D +cos(n,, y)Dy +cos(n,,:)Ds|dS

+ S - _":_SD | [cos(neyx)Dis + cos(ne, y )Dy + cos(n,,z)Ds|dS {] ,

[ se?p pols ]
-‘%‘( f_x+s+(l+s)’_dv

(58)/

+ S j-s:_-""; +5 f:‘:)J [cos(n.,x)Dx + cos(n., y)Dy +cos(n,,s)Ds|dS

+ S -%—k (—l%— [cos(n,, ) Dx +cos(n,, y )Dy + cos(n,,3)D3]dS

+ S LD {[cos(n.,z)Dx +cos(n,, y)Dy + cos(n,, 3)Dz|dS {] .

14 S

Mais, les égalités (27) et (28) devant étre constamment vérifices,
les variations de leurs premiers membres doivent &tre égales & o, co
qui donne
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! f(H_s),[ 0c O — ———(83)’-] de
[ e pis
f 1+ ('-H)']dv

(Bg){ + S ]_aﬁs + ] [cos(n.,z) Dz + cos(n.,y) Dy + cos(n,,3)Ds|ds

(l+9)‘

D D .
+ S H_—Ps — “‘:_i_),] [cos(n,,x) Dz + cos(n,, ) Dy + cos(n,,3)Ds|ds

+§ —— D [cos(ny &) D& + €08(ne ¥) Dy + c08(1py 3) D3 | dS | = 02

fﬁ-iﬂr‘_)’ [op § — l_‘_s((é‘s)’] dv
+f[:-iv (IP-:-’S)’_ do

(Go) ¢ + S [ IS:-PS T f:‘s)ﬂ [cos(n,, ©) Du + cos(n,, y) Dy + cos(n,,3) Dz | dS

+ S [ :?_’s (l:l_)‘;),j [cos(n., ) D + cos(n,, y) Dy + cos(n.,3) D3| dS

+ S 1 + -D}[cos(n., ) Dz + cos(n., y) Dy + cos(n,,3) D3| d3 | = 0.
Moyennant ces égalités (39) ct (6o), expression (38) peut s'éerire

. ( -y )s—g N\
(61) f[z(,x:_s)a)bﬁ"s‘l' 2?(7_'—_—;‘7;(08)‘] de.

Si dans I'¢égalité (57), nous remplagons les cinq premiers termes
du second membre par ’expression (61 ), nous aurons I'égalité

$0= [|(25 +o58 -2 — 0% ()

114 9% 3 O:\s 2(A—1)] a Do
[03+2P0=ds IS TR ar i (1-+-9)’Jw"s
. /i I B A —
(62)¢ + P['&F - 5% ;((l_*_s;':)](os)‘;([& (1)

— S [(Xi+ Xo) Dz + (Yi+ Y.)Dy + (Z;+ Z,) D3|
X [cos(n,.,2)Dx + cos(n,, y)Dy + cos(n,3)Ds]dS (2)
\ +2Y, (3)
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qui représenle la variation seconde du potenticl thermodynamique du
systtme dans le cas ot I'état initial du systéme est un élat d'éeuilibre.
Le terme (2) peut se mettre sous unc forme un peu différente.
I.’équation (7), appliquée a la surface S, le long de laquelle la
pression garde une valeur constante, nous apprend que le segment
dont les composantes sont

(xi"i‘ Xr)’ (Y'+ Yc,)v (Zl+ Zc)

est normal & la surface S. Soit N cc vecteur, compté positivement dans
le sens qui pénétre vers l'intéricur du fluide. On aura

X;+ X.=— Ncos(n,, ),
Y, + Y.=— Ncos(n,y),
2;+Z,=— Ncos(n,,z),

el le terme (2), au second membre de I'égalité (62), pourra s'éerive
+ S s N[cos(n,x)De+cos(n,y)Dy +cos(n,3)DsPdS. (2 bis)

Dans le cas ot nous avons aflaire non plus i un fluide continu, mais
A deux fluides 1 et 2, séparés par une surface de discontinuité 3, Pex-
pression de €2® prend unc forme plus compliqude.

Il nous faut tout d’abord, dans ce cas, écrire les termes (1) el (2)
en affectant de U'indice 1 les quantites quiy figurent, puis deux termes
semblables ot I'indice 2 remplace Pindice 15 ensuite, nous devons in-
troduire un nouveau lerme, (ui va nous arréter un instant,

Soient M,, M, decux points infiniment voisins situés I'un au sein
«du fluide 1, Pautre au scin du fluide 2. Désignons par Ny, Y, Z, les
valeurs de (X;+ X.), (Y;+ Y,), (Z;+ Z.) au point M,; désignons
par X,, Y,, Z, les valeurs des mémes quantités au point M,; le terme
en question pourra s'¢erire

+S[(9,X, —2.X)De+(p, Y, — 2. Y) Dy + (8,4, — £.2,) D3]
X [eos(n,,x) D + cos(n,,y)Dy + cos(n,,3)D3}dS. (%)
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Enfin le terme Y subira des modifications analogues & celles que nous
venons d'indiquer; il est inutile de les étudier en détail.

Le terme (4) peut se transformer.

Le long de la surface E, on a

=1,
el, par conséquent, pour tout déplacement effectué sur la surface X,
dil, —dll,= o
ou bien, en vertu de I'égalité (5),
(g Xi=2.X0)de+(5,Y, = . Yo)dy + (804 — 2124) dz = 0.
Cette dgalité nous apprend que le segment qui a pour composantes

& Xl — P X:lv
& Y, — &2 Y::v
°1 /41 - /‘2'
est normal a la surface X.
Soit N, la projection, sur la normale #,, du segment dont les com-
posantes sont X,, Y,, Z, ; soit N, la projection, sur la normale #,, du

segment dont les composantes sont X,, Y,, Z,; la projection dn méme
segment sur la normale n, sera — N,. Nous aurons donc

e Xy = Xo=( N, +£.Ny)cos(ny, 1),
¢ Y, —2,Y,=( N+ ¢ N,)cos(n,,y),
poly— g, =(p N, + p.N,)cos(n,, )

ct le terme (4) pourra s'éerire

+ S(p, N, +paNy) [cos(n,, &) D + cos(n,, y) Dy
+cos(n, 5)Ds]PdS. (4 bisH
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§ 4. — Stabilité de I'équilibre d’un finide dont les 1éments sont soumis
4 leurs actions mutuelles. — Conditions nécessaires.

Pour que I'équilibre du systéme soit stable, il faut et il suffit que
I’on ait

(51) 3®>o,

¢*® étant donné par I'égalité (6a), pour toute modification du fluide
qui satisfait aux conditions (40) et (47).

Nous nous contenterons d’indiquer certaines conditions qui doivent
étre néeessairement remplies pour qu'il en soit ainsij quant & 'énumd-
ration de toutes les conditions nécessaires ct suffisantes pour qu'il en
soit ainsi, clle se heurte & d’extrémes difficultés ; c’est sculement dans
certains cas particuliers que ces difficultés peuvent étre surmontées;
nous rencontrerons plus loin un de ces cas.

PREMIERE CONDITION NECESSAIRE. — La forme quadratique

(a0 24\ As
T_(209+pd?, 2.&—-;:@)1\

. -0 % B e a(—w)
(63) ( +[2d—s+29m—23—r;)—9—y-——-——- ]AB

s 1+5)?
9% d8 | a(h—yp)
“[«’h“""d“s <n+s)*]B’

ne dott, en aucun point M du volume occupé par le fluide et pour
aucun systéme de valeurs des variables A et B, prendre une valeur
négative.

Supposons, cn eflet, qu'au point M, pour un certain systéme de
valeurs A, B des variables A et B, la forme (63) prenne une valeur
' . 9 o o » Do
négative et montrons (u’il scra possible alors de faire prendre a c*®

une valeur négative.

Entourons le point M d’une surface fermée o entourant le volume w.
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Il est clair que I'on peut, d'une infinité de maniéres, déterminer une
fonction « qui satisfasse aux conditions suivantes :

1° La fonction u cst uniforme, finic et continue & l'intéricur du
domaine w;

2° Elle est égale & o en tout point de la surface 7;

3 Elle vérific les égalités

(6") f.[l——*:_—; — (_l_-:_s);l U(I(V-"‘—"(),

(63) f e udw = o
wl U8 (1+s)? ’

4° Lorsque la surface 5 s contracte autour du point M par une
suite déterminée de formes, le rapport

(66) R= & f; Tu? dv

tend vers une limite finie différente de o.

A ct B demcurant constants, T varie d’'une maniére continue d'un
point & 'autre du fluide continu; T étant négatif au point M, par
hypothése, on peut prendre le volume w assez petit pour ue T sout
négatif en tout point de ce volume; Rt sera alors assurément négatif.

A lintéricur de I'espace w, distribuons deux fluides fictifs, 7 ct 7, le
premier, 7, de densité Aw, le second, j, de densité Bu.

Iimaginons ue les actions mutuelles de deux masses ¢;, ¢;, du
fluide ¢, admettent pour potenticl

NOPCL IR, S i | .
B AP Sy L L I

({ue les actions mutuelles de deux masses ¢;, ¢, du fluide 7, admettent
pour potentiel

o 2T .
5 ovov 1i55

(u'une masse g; du fluide / et une masse ¢, du fluide j, exercent I'unc

Journ. de Math. (5 série), tome IL. — Fasc. I, 18g3. 23
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sur I'autre des actions mutuclles admettant pour potentiel

OV ,
P oyt gnas )1

Soit ¥ le potentiel de toutes ces actions fictives.
En vertu des hypothéses faites sur la fonction W et ses dérivées par-
ticlles, lorsque la surface 7 se contracte autour du point M, le rapport

¥ . - !
=5 nc croit pas au deli de toute limite, en sorte que le rapport % tend

vers z€ro.
Cela posé, considérons la quantité

67) o= j Turdw + 25,

qui peut s’écrire, en vertu de I'égalité (66),
2.5
y=w (R + —
W
Lorsque le volume ¢ tend vers zéro par une suite de formes hien
déterminées, It tend vers unc limile finie et négative, tandis que = tend
e

vers zéro. Nous pouvons donc assurément prendre le volume o assez
petit pour (ue ¢ soit négatif,

Cela posé¢, considérons une modification du fluide définic de la
maniéere suivante :

1° En tout point de 'espace extéricur & la surface 5 ou de cette
surface méme, on a

Do = o. Dy =0, Ds = o, Ds=o, De=o

et, par cons¢quent,

\ N
sg=0, os=uo.
2 En tout point du domaine w, on a
~ ) N N
o = ual, 08 = U ol,

N

o étant une quantité infiniment petite indépendante de z, y, =.
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In vertu des conditions (64) et (65), cette modification vérifie les
¢galités (27) et (28); c'est donc une modification virtuelle acceptable.
Dans une telle modification, on a évidemment

30 =4 (L),

en sorte que ¢*® est négatif. Par la, la proposition énoncée cst dé-
montreée.

DEUXIEME coNpiTioN NECEsSAIRE. — La quantité N n’est négatioe
en aucun point de la surface S qui limite le fluide.

Supposons, cn effct, que la quantité N prennce une valeur négative
en un point M de la surface déformable S du fluide; nous allons voir
«que I'on pourrait imposer au fluide une modification qui ferait prendre
A 2*® unc valeur négative.

Autour du point M, tracons sur la surface S unc aire 5 ; déterminons
nue fonction w, variable d’un point & 'autre de l'aire 3, et satisfaisant
aux conditions suivantes :

1* Elle est uniforme, finie ¢t continue en tout point de Paire 5;

2 Elle s'annule tout le long du contour de Paire 5;

3 Elle vérifie les conditions

. ]
(68) S " wds=o,
1+
e}
" L
( il / = 0.
(69) boH_sudc 0

‘o

1* Lorsque le contour de Uaire ¢ s contracte pour venir s'évanouir
au point M par une suite bien déterminée de formes, le rapport

(=0) R= ;:-Sc pNutds

tend vers une limite finie différente de zéro.

[.a quantité N est, par hypothése, négative au point M. Si la sur-
face S a une courbure finic au voisinage du point M, la quantité N
varic d’'unc mani¢re continuc au voisinage de ce point; on peut donc
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prendre Iaire ¢ asscz petite pour que N soit négatif en tout point de
celte aire ; R sera alors assurément négatif.

Sur I'aire 5, distribuons un fluide fictif ayant pour densité super fi-
cielle, en chaque point de l'aire, la valeur correspondante de «; ima-
ginons que deux quantités ¢, ¢’ de ce fluide fictif exercent des actions
mutuelles admettant pour potenticl

Ygq'.

Formons le potenticl 5 des actions mutuelles de la distribution fictive
répandue sur l'aire 5.

En vertu des hypothéses faites sur la fonction ¥", lorsque la surface 5

\ . . . :,v J

tend 4 s’¢vanouir au point M, le rapport % ne croit pas au dela de
J
T
Cela pos¢, considérons la quantite-

toute limite, en sorte que le rapport < tend vers zéro.

(71) ?—_:S eNutds + a3y,
G

que I'on peut éerire, en vertu de I'égalite (70),

>

9= o‘(l{ + g%)

Lorsque Iaire o tend vers zéro par une suite de formes bien détermi-
, e o o : 5
nées, R tend vers une limite finie ct négaltive, tandis que = tend vers

zéro; on peut donc prendre aire ¢ assez petile pour que % soit assurc-
ment négatif.

Prenons une telle aire ¢ et imposons au fluide la modification sui-
vante :

1° En tout point intérieur & la masse fluide, ona

IN
8o = o, $s =o0;

2° En tout point de la surface S extérieur & g ou situé sur le contour
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de l'aire o, on a

Dz =o, Dy = o, D3z = o;

3 D, Dy, Dz varient d’'unc maniére continue & I'intéricur de
Paire ¢, ct 'on a
)

cos(ngy @)Dz + cos(ng, y)Dy + cos(n,, 3)Ds = usl,

¢ étant une quantité infiniment petite qui a la méme valeur en tous
les points de I'aire o.

Nous aurons ainsi défini unc medification virtuelle acceptable du
fluide, car, en vertu des égalités (68) et (Gg), les conditions (23) ct
(28) scront remplies. Or, dans cette modification, on aura

8@ = (8¢)3,
en sorle que ¢ ® sera négatif, ce qui démontre la proposition énoncée.

TroistizME coxpiTioN NECEssAE.— Si la masse fluide est formée
de dewr fluides distincts 1 et 2, séparés par une surface de discon-
tinuité X, la quantité (g, N, + p,N,) ne doit étre négative en aucun
point de la surfacc.

Cette proposition se démontre comnie la précédente.

§ 5. — Conséquence de la premiére condition nécessaire.
Nous avons, en vertu des égalités (22),
dU == — (Nde + Yody + L,.d3).
Les ¢galités (18), (19), (20), (21) nous donnent
d\V = — (Nyde + Yidy + Zyds + vdp + sds ).

1.’égalité (20) nous donne

8 ’()'.‘ll" ' . o!‘l'.
o, = — d3 /p ——;zlr dsfc 59: v

o ) )
—de [ 00 oJ[ ‘l)f)oo "f o,:)."“
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ou hien, en vertu des égalités (19), (20), (21),
do = 'M’d; + — ‘”‘ ds + ‘)\'d: + 5= ‘)Y’ l) + 9—"—' ds.
On trouverait de méme

a3 Jds Y,

dL,
(18-—-(’—9- ‘.+mds+ /lc+

'l)—i- —Lds.

Considérons I'égalité (35), vérifiée en toul point du fluide, et diffe-
rentions-la en tenant comple des égalités précédentes et des identités

A A
do T ! dw d

\ous trouvons

-\
\ (.zag “+ P_d?: — 24 —p——;)(lp

4 Je} d-b L—
+(()s+"() Js —8=2 Js (|+s)’>ds

' — 1o (Ni+ Xo))der
J J . , :
"‘ “-J;[F(Y,"f- Ye)d)’l"— J‘SLG(IJ,—F L,)(l:]:().

Multiplions par ¢ les deux membres de Pégalité (36), vérifice en
tous les points du fluide, ct différentions-la, en tenant comple des éga-
lités précédentes et des identités

N N M,
g T g s
Nous trouvons
J% %% Js A—
(()s + Pds:)' “b‘; Rt +.\')’) d
. PL 05 23(h—p) D0 v LN
-3y ¢+ [ O —p + T'W] ds — 2 a(X;+ Xo)|d

J dJd . .
- JEIP(Y"+ Y.)dy| - m];(L‘--f- Lyds|=o.
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Multiplions les dcux membres de I'égalité (72) par dg, les deux
membres de 'égalite (73) par ds, ct ajoutons membre & membre les
résultats oblenus; nous trouverons une ¢galité que nous pourrons
¢erire

% 1) 14 ’Oa\»‘ .

il b~ ’)J'_""d‘?)(‘lr 2
d% . 0% . - d:L -\ 2a(h — ) X
0s T 200 T A=Yy TS T iy | e
9%

S
-
"

0s 2(A —w) )
(7h) o Rk (C0)
5“)9(9(“("* Xods + 2 (6 (Xi+ X,))(ls] dr

B tlier_:/_\\
v

d (Y J .
“+ _,7;(9(\ i+ Ye)ds + 5 (s (Y + \,))ds] dy

-+

d . v . . . .
| 5 (e (L + L)z + 5 (e (L + L.))(ls] ds.

La premiére condition nécessaire, démontrée au paragraphe préce-

dent, nous montre alors que 'on aura, pour tout segment infiniment
b) ’ al
petit trace a U'intérieur du fluide,

[,%(F(xi'*‘ No)dy + %(;(Xﬁ}- X,))(l.e; dr

N J . v VN e
(75) + + [_’0,‘5“’(\Y"+ Yo)dp + 5 (s(Yi+ L))ds- dy

0, . p) ‘
( + [W(P(L,.‘i. Z,))dy + (—)}(p(Z,-—i— Z,))ds_ dsZo.

Cette conséquence de notre premiére condition permettrait, on le
voit sans peine, de retrouver la troisitme condition en regardant les
fluides 1 et 2, non plus comme séparés par une surface géométrique,
mais comme reliés I'un a I'autre par une couche de passage continue et
extrémement mince.
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§ 6. — Cas des actions newtoniennes.

Nous avons donné, dans notre Mémoire Sur le potenticl thermody-
namique etla pression Lydrostatique, le nom d’actions newtoniennes
aux actions pour lesquelles la fonction W dépend de la seule variable .

Pour dc telles actions, on a

! b= o, 8§ = 0,
d_\f — 0 oN;
» - " O
(76) CaY, W,
7 I
()_Zi _ ()Z,' -0
L = B =0

Voyons ce que deviennent, pour de telles aclions, nos diverses
conditions nécessaires pour la stabilité de I'¢équilibre.

Ladeuxi¢me condition, par laquelle nous commencerons, ne change
pas de forme; en aucun des points de la surface qui limite le fluide.
la force, tant intéricure qi’extéricure, appliquée a un élément de
masse du fluide, ne peut étre dirigée vers Uextérieur du fluide.

La troisime condition sc simplific si ['on observe que, dans le cas
des actions newtoniennes, les quantites (X; + \,), (Y, + Y,),
(Z; + Z,) varient d’'une maniére continue lorsque I'on traverse la sur-
face de contact de deux fluides différents 1 ct 2. On aura, dés lors,

N,—i—Ngzo,

ct la troisitme condition exigera que I'on ait, en toul point de la sur-
face X,

(91— p2)N20.

A la surface de contact de deux fluides différents, la force, tant
intéricure qu'extericure, ne peut jamais étre dirigée du fluide le
plus dense vers le fluide le moins dense.
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La premiére condition prendra simplement, en vertu des éga-
lités (76), la forme suivante :

L.a forme quadratique en A, B
_10 (R 0 0%
sT_pdp(")d,:)A'a-F [ +P()(4()S (l-i-s)']AB
(77) '

. J%g 2(A—p)
+r[w + m_—s‘]‘"

ne peut jamais éire négative en aucun point du fluide, et pour aucun
systéme de valeurs de A, B.
De cette condition on peut déduire une série de conséquences.
L’unc de ces conséquences est la forme particuliére prise, dans ce
cas, par la condition (75) qui devient, cn vertu des égalités (70),

(78) [(X;+ X)de + (Y, + Y.)dy +(Z;+ Z,)ds]dz 20.

Cette inégalité (78), on le voit sans pcinc, peut s’énoncer ainsi : Si
la direction qui va du pointM au point voisin M’ fau un angle aigu
avec la direction de la force, tant exiéricure qu’intérieure, la dou-
sité ne peut étre moindre au point M’ gu’au point M; elle ne peut
étre plus grande au point M’ qu’au point M, si la direction MM’ fait
un angle obtus avec la direction de la force. On sait d’ailleurs
(u'clic est la méme au point M ct au point M, si la direction MM’ fait
nn angle droit avec la direction de la force.

On peut appliquer cet énoncé méme au cas ot les points M, M’ sont
separcs par une surface de discontinuité ; il renferme alors la deuxi¢me
condition ct la troisitme condition, nécessaires pour la stabilit¢.

Pour que la forme (77) ne puisse devenir négative pour aucun sys-
téme de valeurs de A et de B, il faut que I'on ait les inégalités

(79) ,,3( 3,)

, d’: 2(1'—'}1)>
(80) R

8 8= |5 R) |5+ TF - [ e - av] e

Journ. de Math. (5° sécie), tome IIT. — Kasc. II, 1897, 24

o,
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Ces diverses inégalités conduisent & des propositions intéressantes.
On a, en effet, en tout point de la masse fluide, en vertu des égalités

(38) et (76),
(82) pE=I

Cette égalité détermine la densité p en un point du fluide lorsqu’on
connait en ce point la pression II et la concentration s. Supposons (uc

la concentration s demeurant constante, la pression II augmente
de dII; I'égalité (82), différentiée, donne

Jointe & la condition (79), cette égalilé nous apprend que, lorsque lu
pression crolt en un point du fluide sans que la concentration en
ce point éprouve aucun changement, la densité en ce point ne peut
diminuer.

Supposons maintenant que, Il étant maintenu constant, s varie de o/s:
I'égalité (82) nous donne

(, ()\ )
0:; ‘.4 ())(l‘a+ —_ ~—(l§-—()

Lorsque la pression cn un point d’un fluide est maintcnue cou-

stante, un accroissement de la concentration en ce point produit
. e . . . a9y

une variation de la densité dont le signe est celui de — 5—-.

En tout point d’un fluide, on a les ¢galités
p ’ 4

e [ ‘()'t N 1 I3 4 [Ls__
(35) ,+,DP+\ + U+ — =
cap 114 h—uw

(. ib) (—);_—'(—:;.)—,-——().

Ces égalités, différentiées, donnent

( ‘)r_{_F')z ) dz + [dt —‘}-‘.,m;¢ ()l:u;,]d?—\(/: + Ydy+ZLds.

0%y AL ah—=w)]
ds dp e + [53; T _I s = o,
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en posant, pour abréger,
X=X+ X, Y=Y,+Y, Z=17,+1.

Résolvons ces équations par rapport & dg, ds, cn tenant compte de
I'égalité (36); nous trouvons sans peine

1)_’_’;. (A — )
(83) dp=2" " (Xdo + Y dy + Lds),
o
8/ ds =— 9% (X 4y + Y dy + Zds
(8%) s =— —— (Xdr+Ydy +Zds).

‘n tenant compte de la condition (80), I'égalité (83) nous redonne
cetle proposition, ue nous avons déji trouvée autrement :

Le long d’un chemin élémentaire faisant un angle aigu avec lu
direction de la force, la densité ne peut éire décroissante.

a3 RN et s o . -
L'égaliLé (8%), jointe & la proposition que nous avions précédemment
obtenue, conduit 4 une nouvelle proposition :

St, sous pression constante, un accroissement de concentration
du fluide entraine une augmentation de densité, la concentration
ne peut étre que croissanie le long d’un chemin élémentaire fai-
sant un angle aigu avec la direction de la force; Uinverse a lieu
s{, sous pression constante, un accroissement de concentration du
fluide est accompagné d’une diminution de densité.

§ 7. — Fluides dontles divers éléments se repoussent ou s’attirent
en raison inverse du carré de leur distance mutuelle.

Considérons maintenant un fluide dont les divers éléments se re-
poussent en raison inverse du carré de leur mutuelle distance; nous
aurons alors

(85) ¥t
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¢ ¢tant unc constantc positive. Cette détermination de la fonction W
cntraine, en vertu de théorémes connus, la conséquence suivante :
Dans 'expression de 82®, donnée par I'égalité (62), la quantité que
nous avons désignée parY est essenticllement positice. Ve li, on
déduit sans peine cette proposition :

Les conditions que nous avons indiquées comme nécessaires pour
la stabilité de Uéquilibre d’un fluide deciennent en méme temps
suffisantes dans le cas ot les actions mutuelles de deux éléments
quelconques du fluide se réduisent a une force répulsice incer-
sement proportionnelle au carré de la distance des éléments.

Il n’en est plus de méme lorsque P'action inverse au carré de la dis-
tance mutuelle qui s’exerce entre deux éléments fluides est une aclion
attractive. On a, dans ce cas,

v R 4
(86) W=—1

f étant une constante positive, Un théoréme connu nous apprend (ue,
dans ce cas, la quantité que nous acons désignie par Y ¢st vssen-
tiellement négatice.

Ce caractere de la quantité Y ne nous fournit pas les conditions (ui
suffisent & assurer la stabilit¢ de I'équilibre du fluide; mais il nous
permet de compléter les conditions nécessaires déji trouvées par les
additions suivantes :

1° Il ne peut exister deux fonctions continues A(x,y, 3),
B(x,y, 3), dont une au moins différe de zéro, telles que U'expres-
sion

gt % a()—
( % TF dd) Ay, 2P+ [ds’ + ’Tl—+ s;:)] [B(z.y, 3))?
d5 AR
+2[I‘+pdpos (1_;-5)1] (l,)’,e)B(x ¥y3)

soit égale & zéro en tous les points d’un volume fini faisant partic
de la masse fluide.

2° La quantité N ne peut étre égale a séro en tous les points
d’une aire d’étendue finie tracée a la surface qui limite le fluide.
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3° La quantité (p,N, + p,N,) ne peut étre égale a zéro en tous
les points d’une aire d’étendue finie tracée a la surface de sépa-
ration de deux fluides 1 et 2.

Entre les deux cas que nous venons de traiter se trouve le cas ol
les ¢léments qui composent le fluide n’exercent I'un sur I'autre aucune
action; dans ce cas, la quantité Y est égale & zéro et nous pouvons
¢noncer la proposition suivante :

Lorsque les éléments qui composent le fluide sont sans action les
uns sur les autres, les conditions nécessaires pour la stabilité d«
Uéquilibre dotvent étre complétées comme nousvenons de I’indiguer
pour le cas ot les éléments s’attirent en raison inverse du carré de
leur distance mutuelle, et elles deviennent alors conditions suffi-
sanles.

Clest le resultat auquel nous étions parvenus directement en d’autres
publications (').

Tracons une surface fermée o, enfermant un volume w contenant
tout ou partic du fluide. Soit v la normale & la surface ¢ vers I'extérieur
du volume w; on sait que I'on a identiquement

(87) S

Appliquons d’abord cette ¢galité au cas d’un fluide dont les divers
¢léments se repoussent les uns les autres en raison inverse du carré de
leur distance mutuelle ct sont attirés ou repoussés en raison inverse
du carré¢ de la distance par des masses extérieures. L'égalité (85) nous
donnera

WV, =fwA(U +V)dw.

]

AU=0, AV=—/}nep.
L’égalité (87) deviendra

S Q(—Ldj'—\—)dc =— .’mafpdw.
L4 “w

—

(') Sur la stabilité de I'équilibre des corps flottants (Journal de Mathéma-
tigues, 5 série, L. 1, p. 91). — Dissolutions et mélanges; 1" Mémoive : L’équi-
libre et le mouvement des fluides mélangés (Travawx et Mémoires des Facultés
de Lille, t. II1.B),
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Lie sccond membre étant & coup str négatif, il en est de méme du

premier; il y a donc assurément des points de la surface ¢ o o+ V) Udj‘v’

est négatif. En ces points, on a
(Ni+ Xo)eos(v, )+ (Y;+ Y, ) cos(v,y) + (Z;+ Z,) cos(v, 3) > 0;

en ces points, la force tant extérieure qu'intéricure fait un angle aigu
avee la normale v. Dés lors, nous pouvons énoncer la proposition sui-
vante :

Un fluide dont les divers éléments se repoussent en raison in-
verse du carré de la distance est soumis a Uaction de masses e.cle-
rieures qui attirent ou repoussent ces mémes éléments en raison in-
verse du carré de la distance; ce fluide est en équilibre stable;
(ragons une surface fermée renfermant ce fluide en totalité ou en
partie. ILexiste sur cetle surface des poinis tels que si Pon §éloigne
d’un tel point suivant la normale & la surface et vers Uextéricur
de la surface, on rencontre, aprés un trajel infiniment petit, un
Jluide au moins aussi dense que celui qui se troucait au point que
lon a quitlé.

De cette proposition se déduisent les conséquences suivantes :

Si, dans un tel fluide, on trace une surface d’égale densité s
qui soit fermée, toute surface d’égale densité o, tracée a Uinté-
rieur de la surface s, correspond a une densité au plus égale a
celle que Pon rencontre sur la surface o3 toute surface d’égale
densité ¢”, contenant & son intéricur la surface a, correspond a
une densité au moins égale a celle que Uon rencontre sur la sur-
facea.

Le fluide que nous étudions ne peut éire en équilibre stable s’il
est limité par une surface libre fermée.

Considérons, maintenant, un fluide dont les divers éléments s'al-
tirent en raison inverse du carré de la distance et sont altirés ou
repoussés en raison inverse du carré de la distance par des masses
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exléricures. Nous aurons, en vertu de l‘égnlité (86),
Al). = 0, 'h f«,

ct I'égalité (87) deviendra
d(V+1U) .
S,, = ds = 4= f f sdw.

Le second membre étant assurément positif, il en sera de méme du
premicr, et nous obtiendrons des résultats inverses de ceur que nous
venons d’énoncer.

§ 8. — Masse fluide, animée d’un mouvement de rotation uniforme
ot dont les divers léments s’attirent en raison inverse du carré de
la distance.

Imaginons une masse fluide dont les ¢léments s’attirent en raison
inverse du carré de la distance mutuelle, ct sont attirés suivant la
méme loi par des masses fixes; supposons en outre que cctte masse
(luide soit animée d'un mouvement de rotation uniforme autour d’un
axe donné. On sait combicn il est difficile de déterminer la figure
d’¢quilibre de cette masse ct d’¢tablir les conditions dans lesquelles
cet ¢quilibre est stable. Nous ne prétendons pas ici résoudre ce pro-
bleme dans des cas nouveaux ; nous voulons sculement apporter la dé-
monstration de quelques propositions que I'on a toujours regardées
comme ccrlaines.

Prenons 'axe de rotation pour axe des 3. Soit ® la vitesse angu-
laire de rotation. On sait que, pour obtenir I'équilibre relatif de la
masse fluide, il suffit de chercher I'é¢tat d’équilibre absolu qu'elle
prendrait sous I'action des forces qui la sollicitent réellement et de
forces fictives (forces centrifuges) admettant pour fonction potenticlle

(88) W= s

Les considérations précédemment exposées touchant I'équilibre des
fluides s’appliquent donc & ce cas.



190 P. DUHEM.

Touchant la stabilité de cet équilibre relatif, nous nous bornerons
A rappeler le résultat suivant, dd & MM. W. Thomson et Tait:

Soit un systéme soumis & des forces ayant pour potentiel Q5 ce
systéeme est en équilibre relatif, et sa force vice est €. Siv'ox str-
POSE EN CE SYSTEME DES RESISTANCES PASSIVES, pour que Uéquilibre
relatif soit stable, il faut et il suffit que la quantité (Q + ) soit
un minimum,

Dans le cas général, ot nous nous sommes placés, ol le systéme
renferme des fluides compressibles, ce n'est plus & la Mécanique, mais
it la Thermodynamique qu'il faut faire appel pour traiter de I'équi-
libre et du mouvement de ce systéme. La proposition de MM. Thomson
ct Tait devra alors éire remplacée par la suivante :

Pour que Uéquilibre relatif d’un systéme qui ofFRE DES REsIs-
TANCES PASSIVES soil stable, il faut et il suffit que la somme (@ + )
de son potentiel thermodynamique et de sa force vive soit
minimum.

On démontrera sans peine que celte condition est suffisante en s'ap-
puyant sur les principes que nous avons posés ailleurs (') et en imi-
tant Jes raisonnements donnés par Lcjeune-Dirichlet dans le cas de
I'équilibre absolu. Quant & la nécessité de la condilion, pour wn
systéme qui ne dépend que d’un nombre limité de paramétres va-
riables, clle se déduira de I'étude des petits mouvements du systéme,
selon la méthode appliquée par Lagrange i I'équilibre absolu et par
MM. Thomson et Tait & I'équilibre relatif. La démonstration ne pourra
s'étendre au cas de systmes dépendant d’un nombre illimité¢ de para-
métres variables sans postulat spécial; on pourra répéter i cet égard
ce que nous avons dit au sujet de I'équilibre absolu, au déhut de notre
M¢émoire sur la stabilité de Uéquilibre d’un corps flottant.

Admettons dorénavant que le minimum de (® + €) soit la condi-
tion nécessaire et suffisante pour la stabilité de I'équilibre relatif d'un

(') Commentaires aux principes de la Thermodynamique, 3¢ partie, Cha-
pitre IV, § 2 (Journal de Mathématiques, * série, L. X, p. 263).
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svsteme (ui oflre des résistances passives, ou, sclon la dénomination
adoptée par M. Poincaré (1), pour la stabilité séculaire du systéme.

M. Poincaré, en étudiant la stabilité relative des figures cllipsoi-
dales d’équilibre d’une masse fluide homogéne animée d'un mouve-
menl de rotation, n’a pas cherché d'une maniére absolument générale
les conditions nécessaires ct suffisantes pour que la somme (2 +- )
soit minimum j au § 9 de son Mémoire, il traite sculement le cas ot le
mouvement troublé du sysiéme est encore un mouvement uniforme
de rotation, de méme vitesse angulaire w, autour du méme axe O7.;
an § 10, le cas ol le mouvement troublé correspond & un méme
moment de quantité de mousement par rapport @ l'axe OZ que ¢
mouvement initial, ce qui suppose que les forces perturbatrices avaient
un moment nul par rapport & 'axe OZ. C’est dans le premier de ces
deux cas ue nous nous supposcrons placé ; cetle restriction est sans
inconvénient pour l'objet que nous nous proposons; les conditions
qui, dans ce cas restreint, sont nécessaires pour le minimum de
(d + @), demeurent nécessaires dans le cas général.

Dés lors, les condttions nécessaires pour la stabilité de Uéquilibre
absolu d’une masse fluide dont les éléments sattirent en raison
inverse du cairré de la distance (conditions énoncées au §7) demeu-
rent nécessaires pour la stabilité scéculaire de la méme masse
animée d’un mouvement de rotation uniforme, pourvu que Ion
ajoute aur quantits (X;+X,), (Y;+Y.), (Z;+ Z,) les compo-
santes X,y Y., L, de la force centrifuge.

D'aprés Iégalite (88), ona
(89) X.= wiu, Y.=wly, Z,=o.

[identité (87), appliquée au cas acluel, devient

(10) S U+ V+W)

g --«lc:fA(U+V+W')¢{sv.

() H. Poixcart, Sur U'équilibre d’une masse fluide animée d'un moue-
men! de rotation (Acta mathematica, t. VI, p. 259; 1883),

Journ. de Math. (5* série}, tome IIl. — Fasc. II, 1897. 25
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En vertu des égalités (86) ct (88), on a

AU=o0, AV=/jnf;, AW =-—20

Soient . = fpdw la masse contenuc dans la surface ¢ et w = f(lw
. "w

le volume qu’enferme cette surface. L'égalité (go) deviendra

(g1) S“d!—l--fgi" W) s = 2(27f 1 — wa?).

En raisonnant sur cette ¢galité comme nous 'avons fait au § 7 sur des
égalités analogues, nous arrivons aux conséquences suivantes :

Tragons une surface fermée s englobant un volume w et conte-
nant une masse y. du fluide.

St l'on a w? ( = / B ilestdes poinis M sur la surface 7 tels que

si lon s'éloigne de l un de ces points en pénétrant a 'intéricur du
volume w, on ue rencontre pas de masse fluide moins dense que
celle qui se troucail au point M.

/’ "

Si Pon a w*> —==, il est des points M sur la surface s tels que

st Lon 8’éloigne de l ‘un de ces points en pénétrant a l'intéricur du
volume w, on ne rencontre pas de masse fluide plus dense que celle
qui se trouvail au point M.

Appliquons cclte proposition & une surface entourant la surface
limite du fluide et infiniment voisine de celle-ci nous en conclurons
qu'une masse fluide terminée par une surface libre ne peut pos-
séder la stabilité séculaire si l'on a

M étant la masse totale du fluide et w son volume.
M. Poincaré avait montré (*) que, dans ce cas, la résultante des

(') H. Poincart, Bulletin astronomiyue, t. Il, p. 117. — Tisseraxn, Traité
de Mécanique céleste, t. 11, p. 108, .
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forces intéricure, extérieure ct centrifuge est, en certains points de
la surface limite du fluide, dirigée vers Pextérieur; il cn avait conclu
que la masse ne pouvait étre en équilibre stable; notre analyse dé-
montre un intermédiaire que M. Poincar¢ regardait comme évident.

Supposons la vitesse angulaire de rotation w assez faible pour que
I'on ait assurément, en tout point de la masse fluide,

(92) w < 2mfp.

On aura alors, quelle que soit la surface 7,
g an/fi.
w < 2

ct Pon pourra énoncer les théorémes suivants :

Si Uon trace, dans une région continue de la masse fluide, une
surface fermée en tous les points de laquelle la densité du fluide
ait la méme valeur, en tous les poinis intéricurs a celle surface la
densité a une valeur au moins égale a celle qu’elle prend sur la
surface.

St une surface fermée sépare deur fluides continus différents, le
Sluide le plus dense est intérieur & la surface.

(ies propositions ont toujours été regardées comme cerlaines par
les auteurs qui, depuis Clairaut, ont traité de la figure des planétes,
bicn qu’elles n'aient, & notre connaissance, recu aucune démonstration.



