JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

RAOUL BRICARD
Mémoire sur la théorie de I’octaedre articulé

Journal de mathématiques pures et appliquées 5¢ série, tome 3 (1897), p. 113-148.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1897_5_3 113_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1897_5_3__113_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

SUR LA THEORIE DE L'OCTAEDRE ARTICULE, 113

Mémoire sur la théorie de U'octaédre articulé;

PPar M. Raovr BRICARD.

M. C. Stephanos a posé, dans I'Intermédiaire des Mathéma-
ticiens (*), la question suivante :

« Existe-t-il des polyédres a faces invariables susceptibles d’une
infinit¢ de transformations avec altération seulement des angles solides
et des diedres? »

J'ai fait connaitre dans le méme Recueil (*) un octaédre concave
particulier possédant la propriété dont il s’agit. Cauchy, d’autre part,
a démontré (*) qu'il n’existe pas de polyédre concexe déformable dans
les conditions prescrites.

Je me propose dans le présent Mémoire d’étendre le résultat rappelé
ci-dessus, en résolvant dans sa généralité le probléme de M. Stéphanos
pour les octaddres & faces triangulaires.

D’aprés le théoréme de Cauchy, tous les octaédres dont j'établirai
la déformabilité seront nécessairement concaves, en entendant par la
qu'’ils possédent des angles diédres rentrants, ou bien des faces qui

() T. 1, p. 228,

(*) T. 1L, p. 243.

(*) Journal de I’Ecole Polytechnigue, XVI¢ Cahier; 1813. (Deuziéme Me-
moire sur les polygones et les polyédres.)
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s'entrecroisent, & la maniére des faces des polyédres d'espéces supé-
ricures.

IL

Je commencerai par établir quelques propriétés relatives a la défor-
mation d'un engle tétraédre dont les quatre faces restent invariables,
déformation analogue & celle du quadrilatére articulé dans le plan.

Soit (fig. 1) 'angle tétraédre SABNM, articulé suivant ses quatre
arétes, et ayant pour faces de grandeurs invariables

ASB=a, ASM=8, MSN=y, NSB=3 (0<a,B,y,3<"),

cherchons la relation qui relie, pendant la déformation dont cet angle
solide est évidemment susceptible, les di¢dres SA = ¢ ¢t SB = 1.

Fig. 1.

1
|
|
|
|
[}
|
|
|
|
t

y

On peut supposer que la face ASB conserve une position fixe. Nous
rapporterons dés lors le systéme 4 trois axes de coordonnées rectangu-
laires, définis ainsi qu’il suit : Porigine sera placée en un point A de
'aréte SA, tel que SA =1. Les axes Az ct Ay seront respectivement
paralléles aux bissectrices extérieure et intéricure de I'angle ASB, et
dirigés de manitre que le point S ait une ordonnée négative, et le
point B une abscisse positive. Le sens des s positifs pourra étre pris
arbitrairement.
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Ces axes étant ainsi choisis, les points M et N, appartenant aux
arétes SM et SN, et tels que les angles SAM, SBN soient droits, ont
respectivement pour coordonnées

( a . @ N P
T, = tangﬁcos;cosg, x,=28In_ — tange cos;cosala,

M ’ = tang@sin%cos?, N ' Y= tanga singcosq,,

| 5, = tangPsing, 3, = tangdsiny.

) —v 2 . ' . .
Egalons la valeur de MN  qui résulte de ces expressions a celle (ue
fournit la considération du triangle SMN, il vient

1 1 _2C08Y
cos?f ' cos*é  cosPcoss

a 2 . a\?
= (tangﬂ cos - cosg -+ tangd cos - cosy — 2;1:1;)
. .o % :
+ (tang{i sin - cosy — tangdsin - cos .}/)
+ (tang@ siny — tangd sin¢)?,
e, aprés réductions,

sin3 sind cos« cosgp cosy — sin @ sind sin g sin
— sinasinf cosd cosp — sinasind cosf3 cos
+ cosy — cosx cosf cosd = o.

Introduisons & présent les variables

t=tang® et u= tangg-

On a
= . at
coSR=Trw W=
1= ut . au
cos¢ =S¥ =1g

Nous parviendrons ainsi & la relation, que j'appellerai équation ¢
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Pangle tétraédre,
(1) Alu*+ B+ 2Ctw +Du*+ E=o,
en posant

I A =sinBsiné cosa + sinf cosd sina + sind cosf sinx
— cosa cosB cosd + cosy
= cosy — cos(a + B +9),
B = — sinBsind cosa + sinf cos? sine — sing cosP sina
— cosz cos B cosd + cosy
= cosy — cos(a + f —9),
(2) < C =— asinfsin$,
D = —sinfBsind cosa — sinf cosd sina + sind cos 3 sinz
— cosa cos cosd + cosy
= cosy — cos(a — B + ),

E =sinfsind cosa — sinf cosdsina — sind cosPsinz

— cosa cosf cosd + cosy
= cosy — cos(a — 8 —28).

I ¢était facile de prévoir la forme de la relation (1).
En cffet, & unc valeur déterminée de ¢= langz correspond une

position unique de la face ASM, I'angle ¢ étant alors déterminé & un
multiple prés de 2%, Cette face étant ainsi fixée, la construction de
I'angle tétraédre peut étre achevée de deux maniéres : il existe en
effet deux positions de la droite SN, symétriques par rapport au
plan BSM ct telles que I'on ait

angle MSN =+,  angle BSN =¢.
A chaque position de la face BSN correspond une seule valeur de

la variable . Ainsi la relation qui relie ¢ et u doit étre du second degré
par rapport & u.
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Pour la méme raison, elle doit étre du second degré par rapport
a ¢. Enfin il est visible que si cette relation est satisfaite par les valeurs
t, u, clle I'cst ¢également par les valeurs — ¢ et — u. Elle est donc né-
cessairement de la forme (1).

Cas de décomposition de I’équation (1). — Nous venons de voir
qu’a une valeur de ¢ correspondent deux valeurs de u. 1l est utile de
rechercher dans quel cas la relation (1) se décompose, de mani¢re que
ces valeurs de u soient fonctions rationnelles de ¢.

Pour qu'il en soit ainsi, il faut ctil suffit que le polynome

(2 — (A2 + D) (B +E) =— AB#* + (C*— AE — BD) #—DE,

qui figure sous le radical cntrant dans 'expression de u en fonction
de ¢, soit un carré parfait. Or cela peut arriver de deux maniéres.
1° Ona

(C?— AE — BD)*— 4ABDE = o.

On trouve, par un calcul qui ne présente pas de difficultés, que le
premier membre de cette égalité sc réduit a I'expression

16 sin®a sin?@ sin?y sin?3.

Cette condition ne pourrait donc étre remplie que si l'un des angles
«, B, v, 8 sc réduisait 4 0 ou & m, ce qui est impossible.

Il semblerait tout d’abord que ce cas se présente quand le sommet S
s'¢loignant a l'infini, 'angle tétra¢dre dégénére en un faisceau prisma-
lique. Mais alors il faut observer que les valeurs des coefficients A, B,
C, D, E, sc réduisent toutes & o, ct les raisonnements précédents ne
s'appliquent plus. Toute scction droite du faisceau prismatique est un
quadrilatére plan articul¢, dont la déformation est régie par une équa-
tion de méme forme que 'équation (1) :

Avuw+Bl+2C0tu+Du+FE.

Les cocfficients A’y B, C', D', E' ont, en fonction des cbtés a, b,
¢, d du quadrilatére, des expressions qu’on tirera aisément des valeurs
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de A, B, C, D, E, en faisant tendre, dans ces derniéres, les angles z,
» ¥» € vers zéro, de maniére qu’on ait

Sl
Ql o

QAR

=-z=
¢

On verra alors que la condition
(C*—-AE—-BD')?—4A'BDE =0
entrainerait 'égalité impossible
abcd = o.
2® On a

AB=o avec DE =o.

Ces relations entrainent l’'un des groupes suivants d’égalités :
group 8

B=o, E =o,
(3) A=o, D=o,
B=o, D=o,
A=o, E=o.

Considérons par exemple les égalités

A=o, D =o.
11 en résulte : soit

Yy=a+B+3+2kn avec y=a—B+8+ 2k,
soit

Y=oa+B+C+2kr avec y=-—a+fB—08+ 2k,
soit

Y=—0—B—08+2kn avec y=a—B+3+a2kx,
soit

y=—a—B—-C+2kn  avec =—a+f—08+2kr.



SUR LA THEORIE DE L'OCTAEDRE ARTICULE. 119

Le premier couple de relations est incompatible avec les hypothéses
faites sur la grandeur des angles «, 8, ¥, &. On en tire, en effet,

B+(k—k)r=o,
ce qui est impossible.

En cxaminant les autres couples, on voit que seul le troisiéme est
admissible ct qu'il a pour conséquences nécessaires

e+8=% fP+yv=m1

On raisonnera de méme sur les autres égalités (3). Je les écris de
nouveau, cn mettant & coté de chacune d'elles la relation qu’elle
cntraine entre les faces de I'angle tétraédre :

B =0, E=o, 0= a, T=~§
A=o, D=0,  I=z-2 y=z-§,
B:O, D:(), 8:3, Y=,
A:O, E=0, 8.—_1:-——(3, Y;—-_-r;_a.

\ous sommes ainsi amenés & reconnaitre deux cas de décomposition
de I'équation (1) :

1° L’angle tétracdre a ses faces adjacentes égales ou supplémen-
taires deux & deux. Son équation se réduit &

Atu+ 2Ct+Du=o,
ou

Br+aCiu+E=o

en supprimant dans la premiére le facteur
( PP p
u=o

(ui correspond au cas sans intérét ou les faces adjacentes de ’angle

tétraédre restent deux & deux en coincidence pendant la déformation).
Je dirai qu'un angle tétratdre de cette nature est rhomboide.

2° L’angle tétracdre a ses faces opposées égales ou supplémentaires
Journ. de Math. (5 séric), tome III. — Fasc. II, 1897, 16
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deux & deux. Son équation est alors
Attu*+aCiu+E=o0

ou
B2+ 2Ctu +Dur=o.

Ces ¢quations s’écrivent respeclivement, en ayant égard aux valeurs
de leurs coefficients,

| cosa — cos (a + 28)] 2u? — 4sin*Btu + cosa — cos(a — 28) = o,

ou

sin(a + B)u? — 2sinfiu —sin(e —f)=o0
ct

[cos(a + 2B) — cosa]® — 2sin?Btu + [cos(a — 208) — cosz |u* = o,

ou
sin(a + )¢ + asinfiu — sin(a — B)u* = o.

Alles se décomposent, la premiére en

x— 3
. . 05
0 p __sinB4-siny 2
} . — == AT — ]
sin(z+ ) cosg+§
2
ct
sinf — sinz in : ;
(4" lu = 4
| . 4
sin(z 4+ 3) sin 8
la seconde, en
. . ini—:»-ﬁ-
. ¢ —sinforsing
(%) « sin(x+3) T a4
sin ~-"‘)—'“
ct
2L —
. . cos P
., l__—--sm{i—sm_a_t___ R
() PRy P S P
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11 n’cst pas inutile de résumer la discussion précédente : on peut dis-
tinguer trois espéces d'angles tétraédres articulés :

1° L'angle tétra¢dre géndral dont les faces n'ont pas de relations
particuliéres. Son équation estirréductible, de sorte qu'a chaque valeur
d’unc des variables ¢, u correspondent deux valeurs de I'autre variable,
qui ne sont pas fonctions rationnelles de la premiére;

2° L’angle tétraédre rhomboide. A une valeur de ¢ correspond une
seule valeur de u, qui en est fonction rationnelle, mais la réciproque
n’cst pas vraie;

3° L'angle tétracdre & faces opposées égales ou supplémentaires
deux ¢ deux. A une valeur de ¢ correspond une seule valeur de u, et
réciproquement.

HI.

L’équation (1) contenant quatre paramétres arbitraires, toute équa-
tion de la méme forme

A +Ber+2Ctu+Du*+~E=o0

peut &tre considérée comme définissant la déformation d’un angle
tétraédre articulé.

Les éléments de cet angle tétraédre sont donnés par les relations

cosy—cos(x+3-+8)  cosy —cos(z+B—3) __ —asinfsind
A - B - C
__cosy—cos(a—B+3) __ cosy—cos(zx—8—3)
- D - E ’
d’ot I'on tire
—asinfisind _ jsinBsindcosz __ fsindcosBsinx
C T A—B—D+E T A-B+D—E
__ AsinBcosdsina __ j(cosy— cosxcosB cosd)

T A+B—-—D-—-TE — A+B+D+E
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On a, par suite :

_ A—B-—-D+E _ —aCsina
o8 = — ———) tang = e v
a —2Csina
(6) tangd = —p—7—¢

A+B+D+E ..

¢ N
cosy = cosa cosf3 cosd — = sin3sing,

formules qui permettent de calculer successivement les angles «, 3, ¢, ¥.

Il faut, bien entendu, que certaines conditions de réalité soient salis-

faites; elles sont fort compliquées et il scrait sans intérédt de les éerire.
Comme on peut supposer

«, "j, %V 8< T

les formules précédentes définissent sculement deuw systémes de
valeurs pour ces angles (en écartant le deuxi¢me cas de décomposition
auquel je reviendrai tout & I'heurc). On voit immédiatement que si
I'un des systémes est formé des valeurs

o B v 9
celles de Pautre systéme sont
a, =—B, v, =—2.
1l résulte de 14 un théoréme qui nous sera fort utile dans la suite :

Si deux angles tétraédres articulés T et T, peusent se déformer
de telle maniére que deurx dicdres adjacents de T soient constam-
men!t égaux ou supplémentaires a deux di¢dres adjacents de'T , ces
angles tétraédres ont leurs faces deur a deur égales ou supplé-
menlaires.

Conservons les notations précédentes pour les éléments de 'angle
tétra¢édre T et désignons les ¢léments correspondants de T, par les
mémes lettres affectées d'un indice. Le théoréme présente trois cas
(ui s'¢tablissent tous de la méme manicre.



SUR LA THEORIE DE L'OCTAEDRE ARTICULE. 123

Supposons, par exemple, que I'on ait constamment

d’oli

On a, pendant la déformation de T,, la relation

AGui+B6+2Cu+D,ul +E, =o.
vy . 1 o e
Si I'on y remplace ¢, et u, respectivement par £ et -, il vient

¢ t I )
A +B2+2C-+D,— +E=o,
ol
B2+ A2+ 2C,tu+Eu*+D, =o.

Cette relation doit étre identique & (1). On a donc

_&

ole

B _ A Di.
=B E

Appliquons alors les formules (6) & I'angle tétraédre T,. On trouve

2, =r—2, B,=8 ou =—B, d==—-5 ou 3, v,=1,
ce (ui rentre bien dans le théoréme énoncé.

Cette proposition est encore vraic quand les angles tétraddres T
¢t T, sont rhomboides, mais elle cesse de 1I'¢tre quand ils ont chacun
leurs faces opposées égales ou supplémentaires deux & deux. Il existe
en cffet une infinité de tels angles tétraédres dont la déformation est
régic par unc méme équation

tu=k ou -=FK.

Si a et B désignent deux faces adjacentes d’un angle tétraédre satis-
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faisant & la premiére condition par exemple, on doit avoir

— z —
cos - sin £ - 2
—_— =k ou hien _ =
2 ? — My
cosﬁ-’- sin e
DY
d’ol
p k- lang% 1ok
tang tang: = 7 ou hien —g = )
tang-— v

¢galités dont chacune a licu pour une infinité de valeurs de « et de 8.

IV.

Pour compléter ces généralités, j’¢tablirai encore la propriélé sui-
vante de I'angle tétraédre articulé, analogue & unc propriété bien
connue du quadrilatére articulé.

Quand un angle tétraédre articulé se déforme, il existe une rela-
tion linéaire entre les cosinus de deux diédres opposés.

En cffct, en conservant les notations précédentes et en désignant en
outre par 0 le diedre ON, on a, par la formule fondamentale de la
Trigonométrie sphérique,

cos BOM = cosa cosB + sinasin ,’5 cos%
= cosy c0s3 + siny sing cos,

¢'est-i-dire une relation de la forme
Acosg + Beosh + C=o.

Quand l’angle tétraédre présente 'un quelconque des cas de décom-
position signalés, cette relation se réduit &

cosy = cosl,
dolt
7=,
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si I'on n’adinet pour les di¢dres de 'angle tétraédre que des valears
comprises entre o et 7. Réciproquement, si un angle Létratdre articulé
s¢ déforme de telle mani¢re que deux di¢dres opposés restent con-
stamment égaux, cet angle tétra¢dre est rhomboide ou a scs faces
opposées égales ou supplémentaires deux a deux. En effet, on a alors
les relations
cosa cos = cos¥ cos g,
sina sin3 = siny sin8g,
Aol
1y — ’ A
cos(a = 3) = cos(y = 24)
et
N
cos(z — 3) = cos(y —9),

¢quations qui admettent les (uatre systémes de solutions

) N
=% G:?; Y= o =a;
N ~
vizm—2, C=n—03; y=n—f, c‘=m—a

Nous pouvons maintenant aborder la recherche des conditions de
déformabilité d’un octaédre & faces triangulaires, dont les arétes sont
dc longucurs invariables.

Il faut d’abord montrer qu’un tel octatdre, méme concave, est
rigide en général; cela résulte du théoréme de Legendre d'apres
lequel le nombre des conditions nécessaires pour déterminer un po-
lyeédre est précisément égal au nombre de ses arétes. En effet, la
démonstration de ce théoréme repose tout enti¢re sur le fait que le
polyédre satisfait a la relation d’Euler (ou de Descartes), et ne dépend
nullement de sa convexité ou de sa concavité. Or, un octaédre & faces
triangulaires satisfait bien & cette relation, quelle que soit la dispo-
sition de ses faces.

Un octatdre dont on se donne les arétes est done, en général, com-
_ plétement déterminé, c'est-a-dire indéformable. Notre but est de
reconnaitre, si dans certains cas, par suite de relations particuli¢res
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cxistant entre les arétes, cette détermination peut cesser d'avoir lieu.
Alors 'octa¢dre scra déformable.

Supposons qu'il en soit ainsi pour I'octatdre ABCDEF ( fig. 2).
On voit d’abord que les douze diédres de cet octacdre sont nécessai-

g, »
ig. 2.

B t [y

rement tous variables, quand on lui fait subir la déformation dont il
est susceptible.

Admettons en ecffet que, pendant la déformation de P'octacdre, 'un
de ses dicdres, AB par exemple, reste de grandeur constante. L'angle
tétraédre formé par les quatre faces ayant le point A comme sommelt
commun scra tout entier rigide, I'un de ses di¢dres étant invariable.
Lia considération des angles tétratdres ayant leurs sommets en I, I, D
montre alors que tous les di¢dres de I'octatdre seront de grandeur
constante, ce qui est contraire & I'hypothése.

L'octatédre présente donc six angles tétracdres qui tous se déforment
avec conservation de leurs faces. Il faut distinguer trois cas, suivant
(que ces angles tétracdres sont généraux (ausens donné § I i ce mot),
rhombotdes ou bien a faces opposées égales ou supplémentaires deux
a deur.

V1.
Examinons d’abord le premier cas. Parmi les six angles tétraédres,

envisageons ceux qui ont leurs sommets en A, B, C. Leurs déforma-
tions sont régies par trois équations semblables & 1'équation (1) et
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indécomposables :

(7) A ut+B2 +3C i +Dw+FE =o,
(8) ANO A+ Be +2C0 +De*+E =o,
(9) N+ Bur+ aCuv + D" + E' =o,

en désignant par ¢, u, ¢ les tangentes des demi-ditdres BC, CA, AB,
ct par A, B, ..., E” des constantes qui dépendent des faces des trois
angles tétraédres et, par suite, des arétes de I'octaédre.

Les équations précédentes doivent étre satisfaites par unc infinité
de systemes de valeurs données i ¢, u ct ¢. Par conséquent, les ¢qua-
tions (8) et (9), en ¢, doivent avoir une ou deur racines communes
pour une infinit¢ de systémes de valeurs de ¢ et de u satisfaisant i
I'équation (7).

Or il est impossible que les ¢quations (8) ct (9) aient constamment
leurs deux racines communes : en effet, s'il en ¢tait ainsi, on aurait

A+ D C't B+ FE

ANEFD T G T e i
ot T'on tire deux équations du troisitme degré en £ et u, quidevraient
avoir, avee I'équation (7), une infinité de solutions communes; or
ceci est impossible, puisque cette derniére est supposée indécompo-
sahle.

Ainsi les équations (8) et (9) ont, en général, une scule racine
commune cn ¢. Cette racine est donc exprimable en fonction ration-
nelle des cocefficients de ces équations ct, par suite, de Z et de w. Or, on
tire des équations (7) et (8)

—Cr=\F()
AE+D
YU

- Ne+ D

u =

*

en poszml

F=CGe—Ae+D)Be+E),
Fi()y=C" - (A e+D)Be+LR),

et en choisissant convenablement les signes placés devant les radicausx.
Journ. de Math. (5 série), tome 113, — Fasc. II, 18y, 17
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On a doue
=GRV [ = CexyF()
Nexy T T T Ae+D |

% (., y) désignant une fonclion rationnelle.
Le second membre de cette relation peut se mettre sous la forme

L -+ MVF(0)

T A T

N
I.. M, N ¢tant des polynomes en £. On arrive finalement a Uidentite
PVIF(D) + Qv (D + R =,
ot I, Q, R sont encore des polynomes en ¢. On tire de Li

THPQ

RO, ()= | RO — QR |

Le produit des polynomes F(7) et I',(¢) doit done ¢étre le carre
d'unc fonction rationnelle et, par suite, d'un polynome en ¢. Il en
résulte que () et I, (¢) sont identiques & un facteur constant prés,

En effet, F(¢) et F,(¢) sont deux polynomes bicarvés, qui ne sont
pas carrés parfaits, sans quoi les équations (7) et (8) seraient véduc-
tibles, contrairement & I'hypothése faite. On peut done poser

F(t)=-~ ABU=h)(U+nM({—=uw)(l+uw) A
Fo () =—AWB—0)+ M=)t +u), N -

’
L TN
BT

¢t leur produit ne peut ¢étre carré parfait que si 'on a

ho==N, wo= =y,
ou bien
A =zt ’J.’, U=k )\',
[ )

ce qui juslific I'assertion énoncée. Nous en lirons celle conséquence
importante :

Les équations () ct(8), respectivement en « ct v, ont leurs racines
égales pour les mémes valeurs de ¢.

Je pourrais poursuivre I'étude algébrique du systéme (7),(8), (),
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dont la considération doit seule suffire, comme on le voit ais¢ment, a
donner les conditions de déformabilité de Toctacdre. Mais on serait
ainsi engagé dans des calculs i peu prés inextricables, en raison de la
manicre compliquée dont les ¢léments de I'octatédre entrent dans les
cocflicients A, B, C, .... Aussi vais-je prendre une autre voie. Je si-
gnalerai toutefois le théoréme snivant, parce qu'il peut trouver son
application dans d’autres recherches:

Pour que les équations (7), (8), (9) afent une infinité de solu-
tions communes, il faut ot il suffit qu’elles résultent de Uélimina-
tion successice de (, u, v, entre les 2 équations '

luo +mot + ntu+ p = o,
Ut +n'u+ne+ptue=o,

oftlym,n, p, Uy ey 'y p' sont des coefficients arbitraires.

Revenons done a la considération de I'octaédre ABCDEF et inter-
prétons géomdétriquement le dernier résultat obtenu.

Quand ¢ prend une valeur telle que I'équation (5 ) en w ait ses racines
¢gales,le diedre CE devient évidemment égal 4 o ou & =. De méme,
(quand I'équation (8) en ¢ asesracines ¢gales, le diedre BI devient égal
A o ou & 7. Ainsiles diedres CE et BE sont tels que sil'un d’cux devient
égal 4o ou =, l'autre prend en méme temps 'une de ces valeurs.

Or, pendant la déformation de P'octadédre, il existe unc relation
lin¢aire entre les cosinus de ces deux diédres. On a en eftet (§1V) une
relation linéaire entre le cosinus de chacun de ces diedres et celui du
diedre BC, qui leur est opposé¢ dans les angles tétraédres articulés
ayant leurs sommets respectivement en C et en B

lcosCE + mcosBC + n =o,
{'cosBF + m'cosBC + ' = o,

d’o11 'on tire bien une relation
(10) {"cosCE + m”cosBF + n" = o,

U’, m’, n” étant des coefficients constants.
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Faisons successivement, dans cette relation, le ditdre CE égal & o
ct a 7. Le di¢dre BF, avons-nous dit, prendra a chaque fois I'une des
mémes valeurs ; il ne peut prendre deux fois la valeur o ou la valeur =,
car on aurait alors

U'tm’"+ n"=o,

—ltm'+n=o,
m” ayant le méme signe dans chaque premier membre et, par suite,
l"=o, m'==n".
La relation (10) se réduirait donc &
cosBF = =+ 1,

ce qui est impossible, puisque tous les ditdres de loctaddre sont va.
riables. Le diédre BF doit donc prendre une fois la valeur o et une
fois la valeur =, dans lc méme ordre que le diédre CE ou dans Pordre
inverse. On a donc

U't=m’"+ a"=o,

—_— ”_—f.. ml/+ ll”——-: ‘),

avec correspondance des signes de m” dans les deux premicrs membres.

On tire de la
n'= o, V==*xm"

et la relation (10) devient
cos CE == = cosBI.

Ainsi, pendant la déformation de 'octaédre, les diédres CL et B
sont constammenl égaux ou supplémentaires.

Nous pouvons faire le méme raisonnement en considérant trois
angles tétratdres ayant pour sommets ceux d'une face autre que ABC.
Comme tous ces angles tétraédres sont supposés généraux, la conclu-
sion sera la méme, et nous pouvons dire::
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Pendant la déformation de Voctaédre, ses diédres vpposis res-
tent dewr a deux égaux ou supplémentaires.

Envisageons alors deux angles 1étracdres opposcs, par exemple ccux
ayant leurs sommets respectivement en A et D. Ils doivent se déformer
de telle manitre que leurs ditdres soient deux a deux constamment
égaux ou supplémentaires. D’aprés le théoréme du § 111, cela exige
(ue leurs faces soient deux & deux égales ou supplémentaires. Il en est
de méme pour les faces des trois autres couples d’angles tétraddres
opposés que présente Poctaedre.

Il est facile de voir que, scule, I'égalité des faces correspondantes
est admissible. Considérons, en cffet, deux faces opposces de I'oc-
tacdre, ABC et DEF par exemple. On a, d’apres ce qui précéde,

A=D ou A+D=m=,
B=E ou B+ E==,
C=F ou C+ F=r=,

el, comme on le montre en Géométrie ¢lémentaire pour établir la simi-
litude de deux triangles ayant leurs cotés deux & deux paralleles ou
perpendiculaires, les égalités ¢erites en téte de chaque ligne peuvent
scules avoir lieu.

L’octa¢dre est donc tel que ses faces opposées deux a deux sont des
triangles semblables, les cotés homologues étant toujours des arétes
opposces. On a, par suite, la séric d’égalités

AB _ BC _ CA CA __AE _EC
DE—EF— FD° FD ™~ DB~ BF’
EC _ CD _ DE CD _ DB _ BC
BF — FA — AB’ FA =~ AE — EF’

d'oti 'on tire
AB=DE, BC=EF, CA=FD,
(1) AE=BD, BF=CE, CD=AF.
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Ainsi 'octaédre a ses arétes opposées deur a deur égales.

Je vais maintenant montrer (ue ces relations suffisent a assurer la
déformabilité de I'octaédre (ce qui ne résulte pas de analyse précé-
deate), si Uon suppose en outre remplies certaines conditions rela-
tives a la situation respective des faces. 11 existe, en effet, des oc-
taédres convexes dont les arétes opposces deux & deux sont égales, el
(qui, d’apreés le théoréme de Cauchy, ne peuvent étre déformables.

VILI.
Considérons i cet effel un systéme de quatre triangles invariables
AFB, DFB, ACE, DCE (fig. 3), articulés aux points A et D et sui-
vant les droites BI et CE. On suppose

A== DC, AB=DE, DB=AE, DIF==AC, BI'=CL.

La figure formée par les deux derniers triangles est évidemment
superposable ou bien & la figure formée par les deux premiers, ou hien
A celle qui est symétrique a cette derniére par rapport & un plan quel-
conque. Cela fait deux cas & examiner.
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Supposons d'abord que les deux systémes de triangles forment des
ligurcs superposables. Alors les quatre plans ADF, ADB, ADE, ADC
s¢ projetteront, sur un plan perpendiculaire & AD, respectivement
suivant les droites OF, OB, OF’, OC’; telles que les angles I'OB’,
I"OC soient ¢gaux cl cue le méme sens de rotation améne OF’ en
coincidence avee OB’, OE’ en coincidence avee OC'. On a donc

angle F'OI = angle B'OC'.
Il résulte de L que les deux triedres A(FDE) et D (CAB), qui ont

la méme orientalion, sont égaux comme ayant un diédre égal compris
entre deux faces égales chacune & chacune. En cffet, I'égalité préed-
dente exprime celle des diedres de ces triédres qui ont AD pour aréte
commune. On a, d'antre part,

angle FAD = angle CDA,
angle DAE = angle ADB.

On conclut de la a I'égalité des angles FAE, CDB. Les deu
iriangles FAE, BDC sont donc égaux, et I’on a

FE = BC.

Cette égalité a lieu pendant toutes les déformations dont est suseep-

tible notre systéme de triangles, 4 la condition, je le répéte, que 'en-
semble des deux derniers soit constamment superposable a celui des
deux premicers.
- Or, cette déformation est telle que la détermination compléte du
systtme dépend de deux paramétres (pour lesquels on peut prendre
par exemple la distance AD et I'angle F'OE"). Elle est donc encore
possible si I'on assujettit le systéme & celte condition supplémentaire
que la distance EF reste constante: il en sera alors de méme de la
distance BC.

L’cnsemble de la figure présentera huit triangles invariables, consti-
tuant un octaédre déformable dont les arétes opposées sont égales
deux & deux.

Cet octatdre admet un axe de symétric : menons, en effet, dans le
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plan bissccteur du diédre projeté en B'OE', une droite L, perpendicn-
laire it AD et passant par le milicu de cette droite. H est clair que les
points A, B, F sont respectivement symétriques des points D, E, C,
par rapport a L. On peut donc amener P'octaédre en coincidence avee
lui-méme en le faisant tourner de deux angles droits autour de L. On
voit aussi que les trois diagonales de 'octaédre sont perpendiculaires i
la méme droite L qui les partage chacune en deux parties égales (').

On peut réaliser un semblable octaédre an moyen de triangles en
carton ou en hois mince convenablement découpés, assemblés par des
charniéres en papier gommé. Il est nécessaire de laisser vides les faces
ABC, DEF, qui ne sont réalisées que par lear contour,

Le modéle ainsi oblenu est représenté figr. {.

Fig. 4.

Octacdre dont les ardtes opposces sont ¢gales deux a ddeus. .
Les faces sont ABC, DEF, BCD, CAE, ABE, AEF, BFD, CDE

Si. maintenant, revenant a la fig. 3, on suppose la figure formeée

par les deax triangles ACE, DCE, superposable a la figure symétrique

de celle formée par les deux triangles AFB, DFB, on reconnaitra, par

un raisonnement tout semblable au précédent que, si la distance EIF

reste constante, la distance BC est néeessairement variable : Foctaédre
ABCDEF ne peut étre déformable.

(') Ces remarques intéressantes m'ont €Lé communiquées par M. Mannheim.
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Ainsi sc trouve légitimée 'assertion faite & la fin du § VI. On voit
en outre que les relations (t1) ne sont pas indipendantes, mais que
I'une d’elles résulte des cing autres.

VIIL

Je passe au cas ot I'un au moins des angles tétraddres est rhom-
boide, sans (u’un scul d’entre eux ait ses faces opposées égales ou
supplémentaires deux & deux. Supposons que P'angle tétraédre C pré-
senle cette particularité, c'est-a-dire que I'on ait, par exemple :

angle BCD = angle DCE,  angle BCA = angle ACL.

Le systeme (7), (8), (9) devient alors

(7') At u+2C +Du=o,
(8) A er4+Be +2Ck +De*+FE =,
(9) At +Bur+2Cue + D'¢* - E"=o.

Nous pouvons raisonner comme précédemment : les équations (8')
et (9’) peuvent avoir constamment leurs deux racines cn ¢ communes,
ou bien n’avoir en commun qu'unc scule de ces racines.

Je montrerai tout & I'heure cue la premicre hypothése est inadmis-
sible. Les équations (87) et (9') ont donc une scule racine commune
eu ¢ celle racine est fonction rationnelle de ¢ et «, ct par suite de ¢,
et I'équation (&) se réduit nécessaivement & 1'une des formes

Atre+2Ct+De=o, Be+a2Cte+ L =o.
Iin d’autres termes, P'angle tétracdre B est rhomboide, et F'on a
di¢dre BF = di¢dre BC = diedre CE.

Il en résulte encore que les équations (5') et (9'), respectivement
en £ et en o, ont leurs racines ¢gales pour les mémes valeurs de . On
en conclut que les di¢dres CD et AT sonl constamment égaux ou

Journ. de Math. (¢ série), tome ILI. — Fasc. II, 189y7. 18



136 RAOUL BRICARD.

supplémentaires. Il en est de méme pour les di¢dres BD, AL, kn con-
tinuant ainsi, on verra que les couples de ditdres opposés de l'octaédre
possédent tous la méme propricété.

Les conclusions du § VI ne sont donc pas modifiées.

Il reste a voir que les équations (8') et () ne peuvent avoir con-
stamment leurs deux racines en ¢ communes.

‘n effet, 81l en estainsi, on doit avoir

Ae+D G Be+ |
Aur4 D"

Cu " Bt E"

ou
ACPu -GN —-CDt+1DC e = o.
Bt -CBuw—-CEt+1ECu=o.

Ces derniéres équations doivent étre identiques a I'équation (=),
On a donc

CA=o, (B = o:
d’on
(C=o0 ou bien "= 0. B = o.
Or, sil'on a
(/= o,

il résulte de la discussion du § I qae Iéquation (8') a nécessaivement
I'une des deux formes

NP+ = 0, B3¢ ~+ “,0’2 .0,

Langle tétragdre B aurail done ses faces opposées égales ou supple-
mentaires deux i deux, ct nous avons exclu, dans l'examen de ce cas,
la présence de pareils angles tétracdres.

-
On a done

"= 0, B =o.
et I'équation (¢') se réduit a

aCue 4+ 1Dt E 2o,
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L'angle tétratdre A est thomboide (§1II), et I'on a

angle FAC == — angle BAC,  angle FAE = = — angle BAF,
di¢dre AE = diédre AB.
(‘omme on a aussi

di¢dre CE = diédre CB,

les deux angles tétraédres ayant leurs sommets en B et E doivent se
déformer dc manitre que deux diédres adjacents de 1'un soient con-
stamment égaux, respectivement, & deux diédres adjacents du second
angle tétraédre. 11 faut donc (§ I1I) que leurs faces soient deux & deux
igales ou supplémentaires. On a aussi

diédre FE = diédre FB,

diédre DE = diédre DB.

Les angles tétraédres IF et D sont donc rhomboides.
En réunissant ces résultats, on voit que les triangles

AFE et AFB,
ACB et ACE,
BFD et EFD,
BCD et ECD

ont, deux & deux, leurs angles égaux ou supplémentaires. L’'égalité
seule est possible. On a en particulier

angle BAF = angle EAF,
angle BAC = angle EAC.

Nous avons reconnu d'autre part que ces angles, faces de 'angle
tétracdre A, sont deux & deux supplémentaires. Ils ne peuvent donc

A [ W T . .. . .
¢tre, tous, égaux qu'a -, ce qui est visiblement impossible.
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IX.

Il reste @ examiner le cas ol 'un des angles tétraédres au moins a
ses faces opposées égales ou supplémentaires deux & deux.

Supposons qu'il en soit ainsi pour 'angle tétraédre C. Les variables
{ et u satisfont a I'une des relations

(e =k, -f; =h.

Jadmettrai Uexistence de la premiére, le raisonnement élant le
méme dans Je second cas. Cela posé, il faut examiner deux hypothéses
différentes :

1 Aucun des angles tetracdres dont les sommels se trouvent anx
exteémilés des aréies issues de C n'a ses faces opposées égales ou
supplémentaires deux & deux.

2 L'un de ces angles tétraédres présente cette particularité,

Dans le premier cas, les angles tétratdres A et B sont généraux ou
rhomboides, Supposons-les géncéraux, par exemple. Le svstéme des
relations entre ¢, u, ¢ est alors

(=) lu =k,
(8") ANEE+BE +2C0 +1 ¢+ E =o,
(9") ANt B+ 2Cue + 173+ F =,

L’équation (8”) en ¢ et I'équation (9”) en @ ont leurs racines égales
pour les ménes valeurs de ¢ : on en conclul que les diedres AE et BD
sont constammient égaux ou supplémentaires.

La considération simultanée des angles totraédres A, C) F montre
de méme (ue les diédres AB, DL sont constamment égaux ou supplé-
mentaires, On peut done construire la fig. 3, ol les diédres affectés
du méme chillre présentent cette relation (les diedres 1 et les diedres o
a cause de la nature de Uangle tétracdre C).

Si 'on applique alors aux angles tétraddres A et D d’une part,
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B 1 delautre, le théoréme qui a déja été utilisé plusieurs fois, on
voil :
1* Que les diédres FA et FD, d'une part, FB et FE, de I'autre, sont
constamment ¢égaux, et que Pangle tétraédre F a, par suite, ses faces
opposées égales ou supplémentaires deux i deux;

Fig. 5.

2° Que les faces de l'octaddre se répartissent en guatre couples de
triangles ayant leurs angles égaux deux & deux :
AFE et DIB,
AFB et DFE,
ALEC et DBC,
ABC et DEC.

Pour chaque couple les sommets homologues sont éerits dans e
meéme ordre. On a donc la série d’égalités

AF _FE _ EA AF _FB _ BA
DF — FB — BD’ DF — FE — ED’
AE  EC CA AB _ BC _ CA

DBTBCTCD’ DE—EC™CDH’
d’ot 'on ure
( FA =FD, FE = FB, CA = CD,

(12) CB=CE, AE=DB, AB=DE.
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Ainsi les arétes de Voctaddre doivent encore éire égales deur a
deu., mais les arétes égales ne sont pas toutes opposées deux a deux,
ce qui distingue les conditions (12) des conditions (11).

\.

I1 faul maintenant montrer que Lout octaédre dont les arétes salis-
font aux relations (12) est déformable, lorsque de plus certaines con-
ditions, relatives aux dispositions des faces, sont remplies.

Pour cela, considérons (fig. 6) le systtme de quatre triangles

Fig. .
F

c

rigides FAE, CAE, FDB, CDB, articulés aux points I, €, el suivant
les droites AE, BD. On supposc les égalités

FA=FD, FE=FB, CA=CDh, CE=CB, AE=DU.

Le systéme des deux derniers triangles est superposable i celui des
deux premiers, ou bien il lui est symétrique par rapport & un certain
plan passant par FC.

Dans le premier cas on verra, par des raisonnements analogues

p ' P 8
ccux du § VII, que 'on ne peut avoir constamment AB = DE.
L’octatdre constitué en reliant les points A et B d'une part, D et E de

b
’autre, ne satisfaisant pas a toutes les relations (12) ct ne satisfaisant
b
pas non plus aux relations (11), ne peut étre déformable.
Au contraire, si les deux systémes de triangles sont symétriques, il
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est évident que, quelle que soit leur position respective, on a tonjours
AB=DE.

Le raisonnement s'uchévera comme au § VI, et 'on aura établi que
les relations (12), de méne que les relations (11), suffisent, sous la
restriction indiquée, i assurer la déformabilité d’un octaddre.

Ce deuxiéme octaédre peal étre réalisé comme le premier, en lais-

kFig. 5.

Octadddre possédant un plan de symétrie passant par deux sommels upposis,
Les faces sont ABC, DEF, BCD, CAE, ABKF, AEF, BED, CDE.
sant vides les faces ABC et DEF. Le modéle ainsi obtenu est repré-
senlé fig. -,
\L

Javrive enlin au cas ot deux angles tétraédres ayant leurs sonimels
adjacents, l'angle tétratdre € et angle wtratdre B, par exemple, ont
chacun leurs faces opposées ¢gales ou supplémentaires deux a deux.

On voit tout d’abord qu'il doit en étre de méme pour tous les angles
tetratdres de Poctaédre.

En effel, des relations

lu ou - =,
[

i ou =k,

-l
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on tive

"

= ou  w=Kk,

cc qui établit la proposition pour I'angle tétra¢dre A 5 on I'établira de
méme pour les angles tétraédres D, E, IF.

Sidonc le diédre BC devient égal & o ou & =, ¢ devenant nul ou infini,
les variables u, ¢ sont aussi nulles ou infinies, ct les di¢dres AC, AB,
¢gaux & o ou i =. Il en est de méme pour tous les autres diddres. In
Q"autres termes, 'octacdre peut étre complétement aplati sur la
face ABC., '

Representons-le dans cette position. Il peut se présenter plusicurs
cas de figure pour lesquels le raisonnement est & peu prés identique.

Fig. 8.

Je supposerai, par exemple, que la disposition est celle de la fig. 8.
Ona

angle FAE = angle BAC.
angle DCE = angle ACB,
angle DBF = = — angle ABC.

Pendant la déformation de I'octacdre, on peut avoir divers systémes
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de relations entre ¢, «, ¢. Soit, par exemple (§ IT),

BAF — BAC
W = —PBAF + BAC’
cos -———'—'"2

.o ABC—DBC

81
2
__ABC +DBC'’
81} ——————————
2
. DCB —ACB
sin ——-——-—;———
. DCB-+~ACB’
sin ——2————-

t ———
v

u=

Ces équations doivent étre satisfaites par une infinité de systémes de
valeurs de ¢, «, v. Ona donc

BAF —BAC . ABC—DBC . DCB+ ACB
cos sin sin

3 2 2 2 =1
(13) BAF +BAC . ABC+DBC . DCB—ACB _ '*
CcOoSs 2 Sin 2 sin Py

Telle est la condition nécessaire et suffisante pour que 'octaédre
ABCDEF soit déformable.

Pour donner & cette condition une forme géométrique, menons les
hissectrices intérieures du triangle ABC : Al, BI, CI. Menons encore
les droites AM, CP, BN, les deux premiéres, bissectrices intéricures
des angles EAF, DCE, la troisi¢éme, bissectrice extéricure de
I'angle FBD. Soient enfin AM' la bissectrice extérieure de 'angle IAM,
BN’ et CP” les bissectrices intérieures des angles IBN, ICP. On a :

2 2

cos &F:————PLC cos (-I%M + BAI) cos (IAM' - g + BAI\)

cos BAF — BAC cos (]A—M - IAC) cos (IAM’ — g - lAC)

_ siri(lAM'—IAC) _ sinCAM’
= sin(IAM"+ BAT) — sinBAM"’
Journ. de Math. (5 série), tome III, — Fasc. 1I, 1897. 19
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«in ABC — DBC DBC sin (IB A — IBN)

sin (c )
( PCl1 )
)

sin(IBA —IBN') __ sinN'BA
sin(CBI ~IBN) — sinCBN"’

sin ABC + DBG DBC IBN

4in DCB + ACB DCB + ACB PC 1B

sin DCF— B - AT o (5 —ac

sin(P'CI +ICB) _ sinP'CB
= sin(PPCI=ACI) ~ sinP'CA’

La relation (13) devient donc

sinCAM' sinN'BA sinP’CB __
sinBAM' sinCBN’ sinP'CA

d’ou I'on conclut, en vertu d’un théoréme bicn connu, que les droites
AM’, BN, CP' sont concourantes.

J’ai fait une hypothése particuli¢re sur la forme des relations (ui
existent entre ¢, u, v. Il est clair que, dans tous les autres cas, on arri-
vera & un résultat analogue, ctl’on peut énoncer comme il suit la régle
geénérale de construction d'un octaédre articul¢ dont tous les angles
tétraédres ont leurs faces opposées deux a deux égales ou supplémen-
taires.

On construit un triangle ABC quelconque, dont les bissectrices
intérieures sont les droites Al, B, Cl, et des sommets de ce triangle
on méne trois droiles concourantes quelconques AM', BN, CI”'. On
trace les droites AM, BN, CP, symétrigues des droites Al, B, CI,
respectivement par rapport ausx: droites AN, BN, C1”.

On construit ensuite les angles ¥ AE,, D, BI,, E,CD,, obtenus
en faisant tourner dans leur plan les angles BAC, CBA, ACD,
aulour de leurs sommets et d’angles égaux en grandeur et en signe
respectivement @ 1AM, 1BN, ICP. Soient D, L, I¥ les poinis de ren-
conlre respeciifs des droites (prolongées s’il le faul au dela des
sommelts du triangle) BD, et CD,, CL, et AE,, AF, et BF,.

En supposant réaliscs les triangles ABC, BCD, CAE, ABF, AEF,
BFD, CDE, DEF, articulés deux ¢ deux-suivant leurs cétés com-
mauns, ces triangles sont les faces d’un octaiédre déformable.
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On peut éprouver certaines difficultés dans la construction d’'un
modéle de ce dernier octatdre : quelles faces faut-il laisser vides? de
quel cdté doit étre tournée la concavité de chaque diédre? Ce sont des
problémes qu'on ne pourra résoudre dans chaque cas particulier que
par I'examen attentif des relations entre ¢, u, ¢ ct des signes qu’elles
imposent & chaque variable. Il serait beaucoup trop long d’exposer ici
ces raisonnements minutieux. Je me contenterai d’indiquer comment
doit sc faire la construction de 'octaédre de la fig. 8.

Je I'ai représenté (fig. 9) dans la méme position que dans la figure
précédente; les faces AEC, DBF sont vides. Le di¢dre AF a sa conca-

Fig. 10,

F

vité tournée en avant du plan de la figure; celle du diédre DC est
tournée en arriere,

Les lignes tracées en pointillé indiquent sans ambiguité dans quel
ordre sont superposées les faces : en particulier, la face DEF est en
arriére de la face AEF.

Quand on déforme cet octaédre, en laissant dans le plan de la figure
la face ABF, les sommets D, E, C se déplacent en avant de ce plan,
et en poursuivant la déformation on arrive & une nouvelle position

d’aplatissement représentée (fig. 10). La fig. 11 représente une posi-
tion intermédiaire.
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Si le lecteur veut bien prendre la peine de construire cc modéle, en

Fig. r1.

Octacdre dont tous les angles Létraédres ont leurs faces opposics égales
ou supplémentaires deux i deux.
Les faces sont ABC, DEF, BCD, CAE, ABF, AEF, BFD, CDE,

suivant les indications précédentes, il devra, je le répete, conserver a
peu prés exactement les proportions de la figure.

XII.

En résumé, I'étude précédente a fait reconnaitre qu'il existe trois
types d’octaédres articulés & faces invariables. Tous ces polyedres sont
concaves ou, pour parler d'une facon plus précise, possédent certaines
faces qui s'entrecroisent.

Les octaédres du type I et ceux du type II sont susceptibles de d¢-
finitions simples : les premiers possédent un axe de symétrie et, par
suite, sont tels que la figure formée par quatre de leurs faces ayant un
sommet commun est superposable i la figure formée par les quatre
autres faces; ceux du type Il possédent un plan de symétrie, passant
par deux sommets opposés. (Ces définitions ne sont pas absolument
suffisantes, mais on ne pourrait les compléter qu’au prix de bien des
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longueurs, et je pensc que 'examen des fig. 4 ct 7 rend cela inutile.)
Quant aux octaédres du type I1I, on a vu que leur définition est plus
compliquée ; leur déformabilité est loin d’étre aussi intuitive que celle
des premiers, ct en ce sens ils doivent étre considérés comme les plus
intéressants.
Je ferai encore remarquer que le probléme que j'ai traité est iden-
tique aux deux problémes suivants :

1° Quels sont les kexagones gauches déformables avec conserva-
lion de leurs célés et de leurs angles?

Si, en effet, un hexagone gauche est déformable dans ces conditions,
les droites qui joignent ses sommets de deux en deux sont de longueurs
constantes ct les huit triangles formés par ces droites ct par les cotés
de I'’hexagone sont les faces d'un octaédre déformable avee conserva-
tion de ses arétes.

Un octaédre déformable présente, réciproquement, guatre de ces
hexagones. Ce sont (fig. 4, 7 ou 10) les hexagones

ABCDEF,
ABFDEC,
AECDEF,
AEFDBC.

2° Dans quel cas un sysi¢me de six plans 1, 2, 3, 4, 5, 6, dont
chacun est articulé avec le précédent suivant une droite servant de
charniéreyle plan 6 étant articulé avec les plans 1 et 5, est-il sus-
ceptible de déformation?

En effet, les droites suivant lesquelles sont articulés ces plans for-
ment un hexagone déformable avec conservation de ses cotés et de ses
angles.

Les faces pleines de I'un des octaédres des fig. 4, 7, 11 constituent
un pareil systéme.



148 RAOUL BRICARD, — SUR LA THEORIE DE L'OCTAEDRE ARTICULE.

XIII.

II n’est pas sans intérét de faire remarquer l'analogie que présente
la théorie de 'octatdre articulé avec celle des systémes de quadrila-
téres articulés étudiés par MM. Hart ct Kempe dans des cas particu-
liers et par M. Darboux dans le cas général. L'un des problémes traités
par ces géomeétres est, en effet, le suivant : trois quadrilatéres plans
articulés ABCD, AEFG, BEHI étant disposés comme l'indique la

Fig. 12.

Jig. 12, dans quel cas leur systéme, rigide en général, est-il susceptible
de déformation ?

Si I'on désigne par ¢, u, ¢ les tangentes des moitiés des angles BAD,
ABC, BEH, il existe entre ces quantités trois relations qui ont la méme
forme que les relations (7), (8), (9) ct qui doivent avoir unc infinité
de solutions. C'est le méme probléme qui s’est présenté dans la théorie
de 'octaédre articulé (*).

(') Les modéles des trois octaédres, construits avec des feuilles minces de
carton, ont été offerts aux Collections de I'Ecole polytechnique.



