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SUR UN THEOREME DE KRONECKER. 41

Sur un théoreme de Kronecker;

Par M. G. ROENIGS.

1. Soient F,, F,, F, trois fonctions de z,y, 5 finies, continues et uni-
formes dans une région de I'espace dont nous conviendrons de ne pas
sortir.

Posons
SR

et pareillement

_ dF; JF; . JF; dF;
v=|r G 2=]re Hh

Considérons le systéme d'équations différentielles

' dz _dy _ ds
(1) T=%=7
Les intégrales du systéme (1) vérifient I'équation

D) = 9_0. _d_ﬁ y ’._)3—
(2) JL(O)_de+Ydy+Ld:__o.
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42 G. KENIGS.

Or & (0) peut s’écrire

D (9, Fy, Fy) D (9, FyF,) D (6, F,, F, )
! D(“”y);) +F2 D(x,}’w‘;) Fs D(x:}s")

(3) a(®)=F

en adoptant la notation connue pour les déterminants fonctionnels.

D(F,, Fy, F;)

Si I'on pose, pour abréger, A = » on trouve, en faisant

D (2, y,5)
h =F,, F, ou F, dans I'équation (3), la relation
(4) A (F;) =AF;
ou encore
(5) A(logF,) —A=o.

Désignons maintenant par M un multiplicateur, au sens de Jacobi,
du systétme d'équations (1). La fonction M vérifie I'équation

IMX) | d(MY) . (ML)
ar + dy T =

ou

dY i/

el«_.(loﬂ‘\l)-}— Ty teT

L’expression de X permet de calculer trés facilement 3)\ ; on trouve

aX 0*F; JF; dF 0*F;
E_A+|!Fi’ dzdy’ 03 " "9y’ dy()x”
ct de méme
l F. 0*F; OF; l l F dF, @F;
" 9y o3’ #79z° oxdy ”
oz_ 0'F; OF, JOF;, 'F,
5 =4+ I|F" 030z dy “ “F"’ oz’ Jyos
d’oti résulte par addition
X | JZ — 3A.

=ty Tt
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L’équation du multiplicateur s’écrit donc
(6) & (logM) + 34 =o.

Si l’on rapproche cette équation de P’équation (3) on voit que

= F" F sont trois multiplicateurs.

Mals lc quoticnt de deux multiplicateurs est une intégrale; en con-

séquence g E‘ sont deux intégrales, et I'on en conclut que I'intégrale
1

F, F,;
générale a cette expression (F ) F—)’ car on ne suppose pas qu’il

existe une relation entre F,, F, ct I',.

D'un autre coté, on déduit tout multiplicateur de I'un d’eux en le
multipliant par I'intégrale générale. Dés lors

v (F Fy
(rir)
cst 'expression générale du multiplicateur.

On voit donc que tout multiplicateur du systéme (1) est une fonc-
tion homogene de degré —3 de F,, F,, F; et réciproquement toute
fonction de cette nature est un multiplicatcur.

Prenons en particulier, pour le multiplicatcur M, la forme que
voici : ‘

M, = !

-
. (I3 + F: +F)?
de la relation

J(M,X) ()(MOY) J(M,Z)
dr dy e =0

on conclut que I'intégrale de surface
1= f f M, (Xdyds + Ydsdz + Zdrdv)

ne dépend que du contour ou qu'elle est nulle suivant toute surface

fermée S ne contenant dans son intérieur aucun point de disconti-
nuité.
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. . . e . i N
Les sculs points de discontinuité sont ceux qui annulent g-» c’est-ai-
0

dire qui rendent F,, F,, F; nuls. Supposons qu’a I'intérieur de Sil y

D (Flv F!v F-;) Cl.
D (1" y’ :)

n qui le rendent négatif; I'intégrale I a alors pour valeur

ait p de ces points qui rendent positif le déterminant

I=4=(p—n):

tel est le théoréme de Kronecker (*).

2. Mais la méthode méme que nous venons de suivre nous montre
la possibilité d’étendre la proposition de Kronecker en prenant au lieu
de M, d’autres multiplicateurs.

Prenons, par exemple, pour multiplicateur 'expression —» ot Q dé-

Q!
signe unc forme quadratique de F,, F,, F définic et positive, en sorte
que Q ne s’annule qu'avec F,, F,, F,. Désignons par w le discriminant
de la forme Q. On obtient une premiére extension de la proposition
de Kronecker sous la forme suivante :

L’intégrale de surface

I f Xdyds + Ydsdz + Ldxdy
—_— 3 ?
o '

prise suicant une surface fermée S, a pour valeur

p—n

."‘o‘t ’

(0]

ot @ est le discriminant de Q, p le nombre des points intérieurs ¢S

D(F,Fs,Fy) .. 5
‘—m‘—)’:—:—)- posugfel n le nombre

de ceux de ces mémes ‘poinls qui rendent 21%‘.'—2‘%%%2 négalif.
b b

qui annulent ¥, F,, Fyenrendant

La démonstration est des plus faciles.

(). Voir le 7raité de M. Exng Picarp, L. 1, p. 123.
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Puisque Q est une forme définie positive, on raménera Q i la forme
D + @ + P
par la substitution linéaire
F,=a®, + b®, + cd,,
Fo=a®, +b®,+ ¢'®,,
Fy=a'®,+ 00,4+ c'0,.

Désignons par X, ¥, % les déterminants analogues a X, Y, Z, mais
oud,,d,,®, remplacentF,, F,, F,; désignons enfin parple déterminant

a b ¢
P - ar bl c/
a” btl ”

Ona
X=px, Y =¢7, Z=px,

D (Ft’ F!) F:) (4)" (l)” ‘b‘l)
D(x,y,3) =@ D(=z,y,=)

Enfin, puisque 1 est le discriminant de la forme @} + @} + @} et ©
celui de la forme Q, on a

*w=1
¢ ’
d’oll
ou
P:i—l:'
Yw
LY ¢ +l
b‘c‘=7=’°“a
w

f Xdyd.,+Yd..dx+Zd.z'dv

1 f/&dydz-i—?jdzdx—i—fbdxdy
= — 3 .
Vo (914 92+ @22

D’aprés le théoréme de Kronecker, on a

Ndyds +Jdsdz +bdzdy _
J 7wy = ==,
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ol1 p est le nombre des points qui annulent ®,,®,,®, (ouF,,F,, F,)
D(q,l’ q’!’ dl’) [ D(Fl’ F!' FJ)
en rendant — ou
D(=, y, 5) D(a,:,y,:)
ct # le nombre de ceux de ces points qui donnent, au contraire, un ré-
sultat négatif.

On a donc bien dans ce cas

qui est deméme signe] positif

_p—n

J—y
Il
IS
H |

- . t D(F,,F,,F D(®,, by, @ .
Si maintepant p = — 7 lg(;, 0;” z)‘) t I()(.‘x, ;‘z;) sont de signes
contraires. Soenit p le nombre des points intérieurs  la surface S d’in-
D(F,, Fy, F,)
D(x, Y 3)
rendent ce déterminant négatif. On aura, eu égard & I'interversion
des signes quand on passe des F; aux ®;,

d s+5ds Ldxdy
losz‘ndyd +9dsdx + Ldxdy —(n—p) x 7

3
(P1+ Py + )

tégration qui rendent positif et n le nombre de ceux qui

et l'on a ici

comme dans le premier cas.

3. Nous allons maintenant traiter le cas général et nous serons
amené & un résultat tout A fait analogue.
Soit P une fonction de F,, F,, F,, homogéne et du degré 3 d’homo-

] ]

généité. Nous considérons l'intégrale

I__ffXdyd::+deda‘+dedy
prmomy P b

prise suivant une surface fermée S, a Pintérieur de laquelle P nc

s'annule qu’avec F,, F,, F;, sans qu’en aucun de ces points le déter-

D(Fh F!) F3) Al

minant fonctionnel s’annule.
D(z, y,3)
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Pour p de ces points ce déterminant sera positif, pour z autres né-
gatif.

L'intégrale I sera la somme des p + n intégrales prises chacune
suivant une trés petite surface fermée entourant chacune un des points
précédents.

Soit un de ces points que nous pouvons supposer étre a l'origine
des coordonnées ; on aura dans le voisinage de ce point

Fi=az+by+cs5+...,
Fo=a, 2+ b,y+c,5+...,
Fi=a,x+ b,y +c,5+...,

les termes non écrits étant d’ordre supérieur au premier. On a de plus

/ dF, [ F, _(dF,
@, = D—-;)o, bi_(d_)')o, C;—= (E)o,

en sorte que le déterminant

a, i+ €
Ad=|a 0, ¢
a, 0; €,

D(F!y F!r F:)

n'est autre que le déterminant —— - %
D(z, y,3)

pour les valeurs particu-
licresx =y =5 =o.
Le calcul de X, Y, Z donne alors, en s’en tenant aux termes du pre-

mier ordre, approximation qui se justifie aisément (voir Picaro,
Traité d’Analyse, p. 125),

X_—-—A.-'L', Y=A~y7 Z =A";7
tandis que l'on a

P=Pla,z+ by +cs, ax+ by +c,3, ayz + by + ¢;3),
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et I'intégrale de surface autour du point considéré s’écrira

I ____Aff zdyds + vdsdz 4+ sdx dy
L Payx + by +¢,3, ayx + byy + 43, agx + byy + ¢33)

Si I'on choisissait, par exemple, une petite sphére de rayon trés
petit 7, I'intégrale s'écrirait, do étant I'élément superficiel de la

sphére
1.=A.ff£—;§-

Comme f f %i_c aune valeur essentiellement positive, on voit quel,

aura le signe de A.

Pour calculer I'intégrale double nous ferons le changement de
variables

ax+by+cs=2o,
T + by + ¢, 3=y,
ayx + b,y + ¢,z3=7';

on trouve aisément que 'intégrale

f xdyds +ydrds + sdxdy
J Playz+..., ayr+..., ayz+...)

«ui est positive comme nous venons de le voir, se change en

f‘/‘x’d_y'dz'+_y‘ dz'ds'+ 3'dz' dv'
AP(a', ¥, 5") ’

en sorte que la valeur absolue de I, est I'intégrale

f x' dy'ds' + y' dx' d35'+ 3' dx' dy’'
' P(s', y',5") ’

effectuée suivant une surface fermée, par exemple une sphére entou-
rant le point ' =)’ =23"= 0. Placons en ce point le centre de la
sphére; posons ' = psinf cosg, y' = psinlsing, 5'=pcosh, I'inté-
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f sin0d dyp .
f P(sin0cosg, sinbsing, cosh) =

car p disparait parce que P est homogéne et du degré 3 d’homogé-
néité. Donc enfin I, est égal & = a selon que A est positif ou négatif.

Conséquemment, I'intégrale I, relative 4 la surface S qui comprend
p points & déterminant positif et n & déterminant négatif, aura pour
expression

grale devient

a(p—n).

Telle est la généralisation du théoréme de Kronecker, qu'il serait
du reste aisé d’étendre au cas de plus de trois variables.

Quant & a, c’est une intégrale définic qu'il serait peut-étre intéres-
sant d’étudier comme fonction des coefficients qui figurent dans P.

La présente Note répond, comme on voit, a certains desiderala que
laissait subsister le théoréme de Kronecker et que M. Emile Picard
avait formulés & lafin de sa démonstration (7Traité d’Analyse, t. 1,
p. 127)- Plusrécemment, dans les Comptes rendus et dans le Tome 111
de son Traité, M. Picard a introduit une modification importante
qui permet d'évaluer le nombre exact des racines comprises dans
un contour ou dans une surface. Mais les remarques précédentes s’ap-
pliquent aussi bien au théoréme dit a M. Picard.
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