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Recherches sur la convergence des intégrales définies;

Par M. C.-J. ve..a VALLEE-POUSSIN,

Chargé de Cours & I'Université de Louvain.

PRELIMINAIRE.

Le présent Mémoire fait suite & celui que nous venons de publier
dans les Annales de la Société scieatifique de Bruzelles : Sur les
intégrales ¢ limites infinies.

Cette Société avait mis au concours la question suivante :

Donner une théorie rigourcuse de la différentiation sous le signe
dans les intégrales définies, en assignant les conditions précises
qui limitent la régle de Leibnits, principalement dans le cas de
limites infinies ou de fonctions passant par Uinfini. Faire l’appli-
calion de ces principes a quelques intégrales définies célébres.

Nous avons montré que cette question se raméne & I'inversion des
signes d’intégration dans les intégrales doubles, et nous avons donné,
i ce sujet, des régles précises dans le cas ol la fonction sous le signe
est continue et la limite supérieure de 'intégrale infinie.

Les méthodes que nous avons appliquées dans cette hypothése par-
ticuliérement simple, peuvent &tre généralisées et servir & résoudre le
cas plus difficile o1 la fonction est discontinue. Néanmoins, cette gé-
néralisation n’est pas immédiate, une premiére tentative que nous
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avions faite pour y arriver ne nous avait pas conduit & des résultats
définitifs. Qu'il nous soit donc permis d'exprimer notre vive gratitude
a M. C. Tordan, membre de I'Institut de France, pour l'intérét qu'il
a pris & nos recherches et les conseils éclairés qu'il nous a donnés. En
énoncant, sous des conditions précises, le théoréme du n° 63, cet émi-
nent géométre nous a ouvert la voie, et c’est par des généralisations
successives, dans cette direction qui nous était donnée, que nous
sommes arrivé & la conception du Mémoire actuel.

INTRODUCTION.

—————

I. — NoTIONS SUR LES ENSEMBLES.

1. Unec collection de nombres, compris entre certaines limites, ou
de points situés sur une droite, constitue ce que nous appelons un en-
semble.

2. Supposons que I'ensemble E renferme un nombre infini d’¢lé-
ments; on dira que le point z est un point limite de I'cnsemble, si,
quelque petit que soit «, il existe une infinité de points de I’ensemble
dans l'intervalle (z — o, x + a).

Les points limites de K forment eux-mémes un ensemble E,, que
I'on appelle ensemble déricé de E. Cet ensemble, & son tour, peut
avoir un cnsemble dérivé 122, et ainsi de suite.

Si E n’a qu'un nombre limité d’enscmbles dérivés successifs, il est
de premiére espéce, et il est de seconde espéce dans le cas contraire.

3. Un cnsemble de premicre espéce est de L’ordre n, s'il a n en-
sembles dérivés successifs; et un point limite est de V'ordre p, s'il ap-
partient & l'ensemble EP, sans appartenir aux ensembles dérivés sui-
vants. ;

Soit E un ensemble de I'ordre m et E' un ensemble de l'ordre
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n(n < m). L'ensemble des points qui appartiennent 4 la fois & E ou
a E’ est un nouvel ensemble (E + E’). On voit aisément que, si x est
un point limite de I'ordre p pour E et de I'ordre ¢ pour E’, l'ordre
de z dans P’ensemble (E + E') est égal au plus grand des deux

nombres p ou ¢. Donc, si m > n, ordre de I'ensemble (E + E’)
sera m.

4. Les ensembles se partagent encore en deux classes & un autre
point de vue et cette distinction est trés importante.

Supposons que tous les points de I'ensemble soient compris dans
I'intervalle (a, b), et divisons cet intervalle en un nombre indéfini-
ment croissant d'éléments qui tendent vers zéro. Si la somme de ceux
qui renferment des points de 'ensemble tend vers zéro, nous dirons
que l'ensemble est résoluble ou de longucur nulle; il sera linéaire ou
élendu dans le cas contraire.

On reconnait facilement que tout ensemble de premiére espéce est
résoluble, mais la réciproque n’est pas vraie.

5. Au licu de considérer des points sur une droite, on peut consi-
dérer un ensemble de points dans une aire donnée T. 11 y a lieu
d’étendre & ces nouveaux ensembles la distinction qui précéde. Divi-
sons I'airc T en un nombre indéfiniment croissant d'éléments qui
tendent vers zéro dans tous les sens; si la somme de ceux qui renfer-
ment des points de 'ensemble tend vers zéro, I'ensemble sera dit réso-
luble ou d’aire nulle; il sera étendu dans le cas contraire.

11. — RAPPEL DE QUELQUES PRINCIPES DE LA THEORIE DES FONCTIONS.

6. Lorsqu'une fonction y de x reste comprise entre deux nombres
donn¢s, quand x varie dans un intervalle ad, on dit qu’elle est Limitée
dans cct intervalle. Elle est illimitée, dans le cas contraire.

Une fonction limitée dans un intervalle a, dans cet intervalle, une

limite supérieure L ct une limite inférieure [; 1a différence L — / est
Voscillation de la fonction dans l'intervalle.

Sil'oscillation dans l'intervalle (z — €, z + ¢) tend vers zéro avece,
la fonction est continue pour cette valeur de 2. Dans le cas opposé,
Journ. de Math. (4* série), tome VIII. — Fasc. IV, t8ga. 55
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elle est discontinue, et la limite (nécessairement déterminée) de l'os-
cillation dans intervalle infiniment petit (z — ¢, = + ¢) s'appelle la
discontinuité au point x. Si la fonction est illimitée dans l'intervalle
(z — ¢, x + ¢) quel que soit ¢, la discontinuité au point x est infinie.

7. Ces définitions s’étendent aisément a des fonctions de plusicurs
variables. En particulier, pour unc fonction de deux variables, on ap-
pellera discontinuité au point (z, y)la limite de oscillation de la
fonction dans une aire infiniment petite décrite autour de ce point.

8. Intégrales simples. — Soit f(«) unc fonction limitée dans un
. intervalle ab; divisons cet intervalle en un nombre indéfiniment crois-
sant de parties 8;; désignons par L, et ; les limites supéricures et in-
féricures de /() dans l'intervalle &;; on sait que les deux sommes

L%, Zig,

tendront vers des limites déterminées et invariables quand tous les ¢;
tendront vers zéro.

Si ces deux limites sont égales, leur valeur commune est aussi, par
définition, celle de Vintégrale définie

' fhf(.v) du;

on dit alors que f(x) est intégrable.
Si ces dcux limites de sommes sont diflérentes, la fonction f(.r)
n'est pas intégrable, ct I'expression

b
[ f(w)de
a une valeur indétermincée entre les deux limites précédentes,

La condition nécessaire et suffisante pour que f(x) soit inte-
grable est que la somme des intervalles 3, oi U oscillation de f(x)
est supérieure d un nombre donné tende vers zéro quand tous les
intervalles tendent vers zéro.
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Cette proposition équivaut & celle-ci :

Il faut et il suffit que ’ensemble des points oit la discontinuité de
f(.r) surpasse un nombre donné soit résoluble (4).

I’équivalence des deux énoncés est une conséquence évidente du
théoréme suivant :

Si, dansUintervalle 8, f () n’a que des discontinuités inférieures
@ 1, on peut subdiviser & en parties assez petiles pour que, dans
chacune d’elles, Uoscillation de f soit moindre que v, + ¢, ¢ étant
aussi petit que l'on veut.

Intercalons, cn effet, indéfiniment de nouveaux points de subdivi-
sion entre @ et b; 'l restait toujours un ou plusieurs intervalles ot
l'oscillation de f surpassit v, + ¢, les limites du premier vers la
gauche dc ces intervalles convergeraient vers un point fixe (car la
limite gauche serait nécessairement constante ou croissante), et en ce
point la discontinuité serait supéricure i 1 + ¢, ce qui est contre
I'hypothése.

9. Intégrales doubles. — Soit f(.z, y) une fonction de deux va-
viables z et y dans une aire déterminée T; divisons cette aire en un
nombre indéfiniment croissant d’éléments v, qui tendent vers zéro dans
tous les sens, et soient L; et /; les limites supérieures ou inférieures
de f dans I'élément w;; les deux sommes

) L[(O[, h l[ Wy

tendront vers des limites déterminées et invariables quand tous les w;
tendront vers zéro. Si ces limites sont égales, leur valeur commune est
celle de l'intégrale double

S f(2,y)dT =Q flary)dedy;
T T

on dit alors que f est intégrable dans I’aire T.

La condition nécessaire et suffisante pour que f soit intégrable
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dans Uaire T est que la somme de tous les éléments w,, ott Uoscilla-
tion de f surpasse un nombre donné, tende vers zéro.

Cette proposition équivaut encore i celle-ci :

N faut et il suffit que ensemble des points de U'aire T ot la dis-
continuité de f surpasse un nombre donné soit résaluble (3).

40. Soit T une aire limitée par un contour C. Pour plus de simpli-
cité, admettons qu'une paralléle & I'axe des z ne puisse rencontrer le
contour qu’en deux points, et que les abscisses z, et x, de ces deux
points soient des fonctions continues de y dans I'intervalle cd (corres-
pondant aux valeurs extrémes de y dans l'aire T).

On peut démontrer que, 8i f(x, y) est intégrable dans Paire T.

Uintégrale
f ‘fd

!

sera une fonction tntégrable de y et que l'on aura

S,/ @ndt=["dy s

[Voir, par exemple, . pv Bois-Reymoxn, Math. Ann.,t. XI; —
Harxacx, Die Elemente der differential und Integral-Rechnung;
et tout récemment, C. Joroan, Remarques sur les intégrales défi-
nies (Journal de Lioucille, 1892.)]
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CHAPITRE 1.

CONVERGENCE ABSOLUE.

I. — CONVERGENCE ABSOLUE DES INTEGRALES SIMPLES.

11. Jusqu’a présent, une intégrale définie n’a de signification que si
la fonction sous le signe est limitée. Nous allons généraliser cette
notion et I'étendre aux fonctions illimitées; mais il y a lieu de distin-
guer deux cas trés différents suivant que l'intégrale est absolument ou
n'est que relativement convergente : nous nous occuperons d’abord
du premier.

12. Considérons un intervalle ab des valeurs de z ct une fonction
J(zx) intégrable dans toute portion de l'intervalle ab ou elle est limi-
tée. Appelons, pour abréger, infini tout point ou la discontinuité (6)
de f est infinie, et supposons que I'’ensemble des infinis soit réso-
lublr (4) dans l'intervalle gb.

13. Soient N, ct N, deux nombres positifs quelconques; substi-
tuons & la fonction f(x) la fonction limitée f,(x) définie par les rela-

tions
f.=—N,, pour fZ—Ng;
So=S pour =N, <f<N,;
fi=N, pour  f3SN,.

La fonction f,(«) n’aura de discontinuité supérieure & un nombre
donné qu’en des points formant un ensemble résoluble, et comme elle
est limitée, elle sera intégrable; si 'intégrale

[ 1i@)ds

tend vers une limite déterminée, quand N, et N, tendent vers l'infini
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d'une maniére quelconque, nous dirons que I'intégrale

b
UL
est absolument convergente et a cette limite pour valeur.

Une intégrale absolument convergente jouit des propriétés que
nous allons signaler.

b
14. 1. Si lVintégrale f S dz est absolument convergente, Uinte-
L}

»
grale j mod fdx Uest aussi.

(’est ce qui résulte de ce que N, et N, (43) peuvent tendre succes-
sivement vers I'infini.

18. 1. Sil’on divise ab en intervalles indé finiment décroissants
par les points a,, a,, ..., a;, ..., une somme d’intégrales

prises dans un nombre quelconque (méme indéfiniment croissant )
d’intervalles arbitrairement choisis, tendra vers zéro, pourcu que
la somme des inlervalles tende vers zéro.

Prenons N, et N, assez grands pour qu’on ait

b b
f mod f dx <f mod f, dr + ¢,

ce qui est possible d’aprés le numéro précédent; on aura @ fortior

zf“mmodfdw<2fammodf,,d.c +- €}
a4 &,

ct, comme la somme du second membre tend vers zéro,

lim Y, [ mod fds <,
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d’ou I'on conclut

tim ¥} [ mod fdr =o.

L. Lintégrale f Jfdz est une fonction continue de x. (Cas
L a .
particulier du théoréme II.)

.
IV. L’intégrale f fdzx est une fonction a variation limitée

dans Uintercalle ab‘.'

[
kn effet, sa variation totale est égale f mod fd..

a

16. V. Sil’on divise ab en intervalles indéfiniment décroissants
par les points a,, 2y, ..., & ..., la somme d’intégrales

[ e

lendra vers Uintégrale prise entre a et b, pourvu que la somme: des
intervalles (a,, — a;) tendevers (b — a).

Conséquence du théoréme 11.

En particulier, la somme des intégrales prises dans tous les inter-
valles o la fonction est limitée tendra vers 'intégrale prise entre «
ot b,

17. V1. Réciproquement, s la somme

zf%.modfd;c

r'augmente pas indéfiniment, quand la somme E(a.,, — a;) des
intervalles correspondants iend vers (b — a), Uintégrale sera abso-
lument convergente.

Soit cn effet f, (43) la fonction correspondant aux nombres N,
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et N, ; considérons un mode de subdivision de ab en intervalles assez

petits, pour que la somme de ceux qui sont exclus de la somme Z soit

. L] .
inférieure & NN on aura

fmodf,dx=2f:“mod/.dx +21L“ﬂmodf,,dw,

la somme ¥ s’étendant aux intervalles exclus de la somme X.

Maison a .
21.: modf.dz32£ mod f dz,
z’L“Mmodf,dw<(N.+ Ny <

et, par conséquent,

fbmod/,d:v<2f"ﬂmodfdw+z.

Le premier membre est constamment croissant avec N, et N, et

comme il ne peut croitre indéfiniment, I'intégrale f [ dx est absolu-
ment convergente.

A8. VIL. SiUensemble des infinis est de premiére espéce (2), ot
si F(z) est une fonction continue qui a f(x) pour déricée, pour

toute valeur de x les infinis exceptés, dans Uintervalle ab, on aura
la relation

(1) ff(z‘)dz‘:F(b)——F(a).

S’il n'y a qu'un nombre limité d'infinis a,, @,, ..., @,, on a sans

difficulté
ay~t as—¢ b
f +/ +...-+-f Sfdz
=F(b)—-F(a)+2[F(a;+¢)~ F(a;,—¢)),
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et F étant continue, la somme Z tend vers zéro avec ¢, ce qui entraine
le théoréme.

S'il n'y a dans I'ensemble des infinis qu’'un nombre déterminé de
points limites du premier ordre a,, a,, ..., @ ..., nous venons de
justifier I'équation

f“'“-i»- mﬂ-i—...-!—fb fdz
= F(b)— F(a)+ 5[F(&;+¢)— F(a;,— ¢)].

La somme I tendant vers zéro avec ¢, la démonstration s’étend a
ce second cas, et ainsi de suite jusqu’aux points limites de I'ordre le
plus ¢levé.

Mais si I'ensemble des infinis de f est de deuxidme espéce, la con-
tinuité de F ne parait plus suffisante pour justifier 1'équation (1), et il
faut, en outre, pouvoir démontrer que la somme des oscillations de F,
dans autant d’intervalles que I'on veut, tend vers zéro, avec la somme
de ces intervalles.

19. Convergence dans le cas ot la limite supérieure de Uinté-
grale estinfinie. — Dans ce cas, il faut encore définir I'intégrale. Si
I'intégrale )

f mod fdz

n’augmente pas indéfiniment avec N, elle tendra vers une limite déter-
minée quand N tendra vers l'infini, et il en sera de méme pour I'inté-

grale '
N
f Sfdz.
La limite de cette expression est alors, par définition, la valeur de
I'intégrale. .

f:fd:c,

et celle-ci est absolument conver gente.
Journ. de Math. (4* série), tome VIIL — Fasc. IV, 182. 56



432 C.-J. DE LA VALLEE-POUSSIN.

II. — CONVERGENCE DES INTEGRALES DOUBLES.

20. Soit f(z, y) une fonction que nous supposerons intégrable
dans toute portion de I'aire T ou elle est limitée. Appelons encore,
pour abréger, infini tout point oi la discontinuité (7) de f(z, y) est
infinie, et supposons que I’ensemble de ces infinis soit résoluble (ou
d'aire nulle) (3).

Soient N, et N, deux nombres positifs quelconques; posons

Sa=—Ny, pour JS<—=N;
So= S, pour — N, 22Ny
fa= N, pour  f>N,.
Substituons a f la fonction limitée f,; celle-ci sera intégrable dans

Paire T, car I'ensemble des points ou la discontinuité surpasse un
nombre donné sera résoluble; si I'intégrale

§ ot

tend vers une limite déterminée quand N, et N, tendent vers l'infini
d’une maniére quelconque, nous dirons que I'intégrale double

S,/

existe et a cette limite pour valeur. Dans le cas contraire, nous n'ac-
corderons, dans cetle étude, aucun sens i I'intégrale double.

L’intégrale double, quand clle existe, jouit de propriétés impor-
tantes, analogues 4 celles que nous avons signalées pour les intégrales
simples et qui se démontrent par la méme voie : nous nous contente-
rons de les énoncer.  »

. 1. Si Vintégrale § fdT existe, Vintégrale § modfdT
T T

exigsle aussi.
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22. 1. Si Von divise Uaire T en un nombre indéfiniment crois-
sant d’'éléments v, qui décroissent indéfiniment dans tous les sens,

une somme
zmod S fduw;

d’intégrales prises dans un nombre quelconque (méme indéfini-
ment croissant) d’éléments w; tendra vers zéro, pourvw que la
somme de ces éléments tende vers zéro.

23. 1Il. Si lon représente par T un domaine formé d’un
nombre variable d’éléments  de Uaire T, Uintégrale

S, /T

lendra vers Uintégrale prise dans Uaire T, pourvu que T’ tende
vers T,

n particulier, si, pour un mode de subdivision donné, T' com-
prend tous les éléments de T ot f est limité, et si I'on fait tendre T’
vers T, Vintégrale prise dans le domaine T’ tendra vers I'intégrale
prise dans l'aire T.

24. Changement de variables. — Effectuons sur x et y le chan-
gement de variables

r=9(u,0), y=1y%(uv),

et supposons que cette transformation établisse une correspondance
uniforme entre les points d’une aire T dans le plan (z, y) et ceux

d’une aire T’ dans le plan (%, ¢). Pour cela, le déterminant fonc-
tionnel

_d(=y)
I= d(u,v)

sera fonction continue de u et de ¢ et ne pourra s’annuler.
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Cela posé, on sait que si f(, y) est fini et intégrable dans I'aire T,
on a la formule de transformation

S f@y)dady =8 f(g,4)mod]duds.

Cette formule subsiste quand f(x, y) est illimité, pourvu que l'in-
tégrale double existe, car on a toujours sans difficulté

S;f»( x,y)dzdy = Srfn(?, )y modJ dudv,

et & la limite ces deux intégrales tendent par définition vers les deux
intégrales dont nous voulons prouver I'égalité.

Cette méthode s’étend d'clle-méme 4 des intégrales multiples quel-
conques et il est inutile de nous y arréter.

25. Convergence des intégrales doubles dans un champ qui
s’étend a Uinfini. — Supposons que l'aire T s’¢tende & D'infini, et

désignons par T’ un domaine limité mais variable qui embrasse suc-
cessivement tous les points de I'aire T'; si I'intégrale

S, /4T

tend encore vers une limite déterminée quand T’ tend vers T d'une
maniére quelconque, I'intégrale double

S fdT
T
existera encore et aura, par définition, cette limite pour valeur.

D’aprés ce qui précéde, on reconnait aisément que la condition né-
cessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que I'intégrale

S mod f dT’
-

n’'augmente pas indéfiniment quand T" tend vers T.
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Si cela a lieu, les propriétés II et III qui précédent subsisteront
pour un champ infini; et il en sera de méme des régles relatives aux
changements de variables (24), pourvu que les conditions imposées
a J soient vérifiées en tout point (x, y) de l'aire T (24).

IIl. — CONVERGENCE UNIFORME ET CONVERGENCE REGULIERE.
REébpucTiON DES INTEGRALES DOUBLES.

26. Considérons une aire T, limitée par un contour C. Supposons,
pour simplifier, que ce contour ne soit rencontré qu'en deux points par
une paralléle & I'axe des = ou & celui des y. Soient x,=9,(y) et
3= 9,(y) les abscisses des points d’intersection du contour par une
parali¢le a I'axe des x, c et d les valeurs extrémes de y dans laire T
de méme, y, = ¢, (z), ¥, = () les ordonnées des points d'intersec-
tion du contour par une paralléle & I'axe des y, a et b les valeurs
extrémes de  dans l'aire T.

27. Soit f(x,y) une fonction des variables x et y dans I'aire T;
nous la supposons intégrable dans toute portion de Paire ot elle est
limitée. Nous appelons encore infini de f tout point ol la disconti-
nuité de f est infinie (7), et nous supposons que I'ensemble des infi-
nis est résoluble dans Yaire T (5).

28. Considérons I'intégrale
I= f JSdx;

on peut I'envisager comme une fonction de y dans I'intervalle cd.
Soit ¢ un nombre donné; si, quelque petit que soit ¢, on peut
prendre N, et N, assez grands pour qu’on ait, f, étant défini comme au

n° 20,
f: modfdz=f"mod/”dx+ R,

1 Ty

R<e,

quelle que soit la valeur de y dans I'intervalle cd, I'intégrale I sera
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absolument et uniformément convergente dans Dlintervalle cd.
Nous exprimerons ces deux choses, en disant simplement que Pinté-
grale

f " mod fdx

-

est équiconvergente dans l'intervalle ed ou dans l'aire T.

29. Donnons-nous encore arbitrairement ¢, si, quelque petit que
soit ce nombre, on peut vérifier la condition

fﬁ mod f du =fn mod f, dir + R,

r,

R<e,

pour unc valeur convenable de N, et de N, dans toute portion déter-
minée de l'intervalle cd qui ne renferme aucun point d'un ensemble
résoluble I, (cet ensemble pouvant, en général, varier avee &), I'inté-
grale

1=/ " modf de

sera dite réguliérement convergente dans Pintervalle ed ou dans
Paire T.

En particulier, I'intégrale I sera régulitrement convergente, si elle
est équiconvergente dans toute portion de Pintervalle ed qui ne ven-
fermc aucun point d’un ensemble déterminé et résoluble dans cet inter-
valle.

30. Si, pour toute valeur de y, U'ensemble des infinis de f(27)
est de premiére espéce dans Uinlervalle x,x,, la condition néees-
saire et suffisante pour que U'intégrale

f " mod fd.c

x)

soit équiconvergenic est que ’on puisse, ¢ clant donné, prendre
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assez pelit pour verifier les inégalités

fx modfdr < s, fr+amodfdx<e,

x—3

pour tout point (z, y)de Uaire T. En un point du contour, on ne
tient compte que de Uintégrale qui est prise vers Uintérieur de
Paire. :

Cette condition est nécessaire, car sil'intégrale est équiconvergente,
on peut prendre N, et N, assez grands pour avoir

f%modfdx <f.“modf,,dx + €,

et a fortiort

f‘. modfdw<f‘v mod f, d + ¢,
r—8 r-8

puis & assez petit pour avoir

fr mod fdr < 2¢.
x-3

On démontrerait de méme que I'on peut vérifier la seconde inégalité
43
f modf dix < 2¢.

Ll reste & démontrer que cette condition est suffisante. Supposons
d’abord que, pour chaque valeur de y, les infinis soient en nombre limité
dans l'intervalle , z,. Tout point qui n’est pas un infini est nécessai-
rement & distance finic d’un infini; par conséquent, on peut, dans notre
hypothése, assigner une limitc supérieurc au nombre d'infinis situés
sur unec méme paralléle & I'axe des x, et I'on peut dés lors raisonner
comme s'il ne pouvait y en avoir plus d’un. Faisons cette hypothése;
il est clair qu'en joignant successivement par une droite (s'ils sont sé-
parés ) tous les infinis consécutifs qui correspondent & des valeurs crois-
santes de y, on tracera une ligne continue qui contiendra tous les
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infinis et ne sera rencontrée qu'en un point par une paralléle & I'axe
des x. Soit z, = () I'équation de cette ligne; admettons pour sim-
plifier que le point (z,, y) soit toujours intérieur & T; on aura

[ " modf dz = S " " modfds + R,

Tet+3

R<e.

Mais, dans le second membre, f est une fonction limitée sous le signe
d’intégration; on peut donc prendre N, ct N, assez grands pour que

l'on ait
~£

""+f w’amodfd:v <[ M*f modfuda

]

et a fortior:

[

r'modfdx <fr'modf,, de + 2¢,

ce qu'il fallait établir.

S'il y a des valeurs de y auxquelles correspondent un nombre illi-
mité d'infinis, on commencera par supposer que 'ensemble des infinis
situés sur unc méme parallele a 'axe des & ne puisse avoir qu’un
nombre limité de points limites. On peut alors recommencer pour
ceux-ci le raisonnement qui précéde, et ainsi de suite.

34, Lenne. — Si lon peut prendre N, et N, assez grands pour
vérifier, dans tout Uintervalle cd, les relations

[modsds=["modf,ds + R,

R<a,

Uintégrale double S [fdT existera,’et Vintégrale, déterminée ou
T

non (8), |
[ [ " fdw
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sera comprise entre les limites

ST fdT = a(d —¢).

L'intégrale double existera, car on aura

S mod f,, dT =fddyfhmodf,, dx <(d—c)max.f:‘modfdw,
T c Xy aQ

et le premier membre, ne pouvant croltre indéfiniment, tendra vers
une limite déterminée quand N, et N, tendront vers I'infini. On a alors

(modR’' < R)

fddyf.‘fdx =fddyfnf,.dx+de’dy

et, en faisant tendre N, ct N, vers l'infini,

limfddyfhf,dx= S SfdrT,
¢ A T
lim [mod /[ "n'dy] <lim [ "modR'dy < a(d - c),

ce qquil fallait prouver.

32. TukoriMe. — Si Uintégrale

[ modf(w,y)de

o+

est réguliérement convergente (29) et représente une fonction li-
mitée de y dans Uintervalle cd, Uintégrale double

S, /4T

sera déterminée, en vertu du lemme précédent, et l’on aura

S, sdr =~[ddyjd_f‘fdc.

Journ. de Matk. (4* série), tome VIIL. — Fasc. IV, 18g2. 59
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Subdivisons I'intervalle cd en éléments indéfiniment décroissants
et I'aire T en bandes correspondantes par des paralléles i I'axe des 2
d’ordonnées f,, B,, ..., i ..., et donnons-nous une valeur de ¢; la

somme ]
3 fs Tdy f f(wyy)de

des intégrales prises dans tous les intervalles 8,8,,, qui ne contien-
nent aucun point de I'ensemble E, (29) est comprise, d’aprésle lemme
précédent, entre les limites

Sr fdT £ ¢(d —¢),

le domaine T’ étant formé de I'ensemble des bandes intérieures a T
qui correspondent aux mémes intervalles.

g
Mais, puisque I'intégrale f JSdx estlimitée, ct que la somme des
]

intervalles 8,8, tend vers d — ¢, les deux expressions

limz‘f;mdyf:’fdx, ‘/c‘ddyf"“fd:/;

ont la méme signification; d’autre part, puisque l'intégrale double
existe,

lim § Ide’:SdeT;

[ddyj:'fdx

est comprise entre les limites

donc P'intégrale

STfaTie(d—c),

et comme ¢ est aussi petit que 'on veut, le théoréme est démontré.
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33. Trionrkns. — Si lintégrale
S, /4t
T

a une valeur déterminée, et si Uintégrale

[ modfde

est réguliérement convergente dans intervalle cd, Uintégrale

simple
d x
[ dy f fdx

sera absolument convergente, et l'on aura

[ “dy / "ty = , sdt.

Reprenons le mode de subdivision de I'intervalle cd et de l'aire T de
la démonstration précédente; la somme

> fg “dy S T'/dw

des intégrales prises dans les intervalles ot f modfdx est limitéc

£y
est ¢gale, comme nous venons de le voir, 4 l'intégrale double
N, rdr,
TI

le domaine T’ étant formé des bandes qui correspondent aux intervalles
précédents dans Pintérieur de T.
Or on a aussi par lec méme théoréme (32)

2 fﬂlﬁwdy modLr‘fdwz Zfﬁ“

31’»:-1

dyf.r‘modfdw = S mod / dT".
&>’y kN
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L’intégrale double existant par hypothése, la somme du premicr
membre est limitée, et, par conséquent, I'intégrale

f:ddy L.r,fdw

est absolument convergente (17).
Cette intégrale étant absolument convergente, et I'intégrale double
existant, on aura ( 16-23)

lim ¥ fp gy f, " fde= f “dy f " fdz,
lim Srde’ = Sr fdT,

et, par consé¢quent,

f dy [ " fdo = S sdr.

ce qu’il fallait prouver.
De la le théoréme important :

34. TucoriMe. — Les trois intégrales

[ddyﬁ‘r'fdw, ‘lbdz[‘l“fdy’ ST,/.’IT

seront déterminées et égales, st les deux intégrales simples

" mod Sfde, nmod d
f f Sy

&y 4

sont régulicrement convergentes et Iintégrale double déterminée
dans Uaire T.

35. Remarque. — Les n* 24 et 34 conticnnent tout ce qui est
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nécessaire pour le calcul et la transformation des intégrales doubles
dans une aire déterminée.

VI. — EXTENSION DES THEOREMES PRECEDENTS AU CAS OU L'AIRE
S'ETEND A L'INFINI.

36. Dcux cas principaux peuvent se présenter : Iaire T s'étend &
I'infini dans lc sens des x sculement, ou bien dans le sens des deux
axes.

37. Traitons d’abord le premier cas et supposons pour simplifier
que aire T, limitée par unc paralléle a 'axe des y : x = a et deux
paralléles a Paxe des z : y = ¢, y = d, s’étende a D'infini dans le sens
des x positifs.

Si le contour de 'aire ¢tait curviligne, on pourrait ramener le pro-
bléme au précédent @ on supposerait la fonction f nulle en dehors de
Faire T et I'on prendrait comme nouveau champ d’intégration une
portion du plan contenant I'aire T et limitée par des paralléles aux
HAGHN

38. L'integrale f mod f(«, y)dx scra dite équiconvergente
dans I'intervalle ed, si l'intégrale

f'smodf(;'c, y)de

“a

est ¢quiconvergente pour toute valeur de N, ct si, pour unc valeur ar-
bitrairement donnée de ¢, on peut prendre N assez grand pour qu’on
ail

J ”IIIOdf[l.L’<€,
N

qquelle que soit la valeur de y dans I'intervalle considéré.
39. Sil'intégrale

‘/.Nmod}dz

a
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est réguliérement convergente, quel que soit N; et si, pour toute valeur
arbitrairement donnée de ¢, on peut vérifier la condition

f.modfdx<a
N

pour une valeur convenable de N, dans toute portion déterminée de
Iintervalle cd ne contenant aucun point d'un ensemble résoluble E,
(dont la composition peut en général dépendre de ¢), l'intégrale

o«
f mod f dx
a
sera encore dite réguliérement convergente dans I'intervalle cd.

40. Treorine. — Si Uintégrale’

[.modfdx

“u

estréguliérement convergente dans Uintervalle cd et représente une
Sfonction limitée de y dans cet intervalle, Uintégrale double

S,de

S', fdT = f “dy f " fd.

La démonstration se fait comme aux n** 34 ct 32.

existe el Uon a

41. Tutoniue. — Si, en outre des conditions du théoréme préce-
dent, Uintégrale
f Sfdy
ve

est réguliérement convergente dans un intervalle (a, N) arbitraire,

on aura ) . _ )
[dy‘[”' fd.z‘::[ dz'[fdy.
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Soit T’ la portion de T limitée par la droite # = N, on aura tou-

jours (33) . ,
Sﬁde’:j;dz/c‘ Sdy,

et, en faisant tendre N vers I'infini,

- d
dlT = | dz dy,
Ssar=["ds | say
et c'est ce qu’il faut prouver si I'on se reporte au théoréme précédent.

42. Tutoriug. ~ Sil’intégrale double
S/
T
existe, el si intégrale simple
f “mod JSdx
est réguliérement convergente dans Uintervalle cd, Uintégrale

fcddy/‘:'fda:

sera absolument convergente et U’on aura encore

Srfd'l‘=fcddyfa.f¢z.

La démonstration se fait comme au n° 33.
De la le théoréme :

43. Tutorime. — Les trois intégrales

frddy‘[./dx, fa‘dw‘[dfdy, S sat
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seront délerminées et égales, si Uintégrale

f.modfd.c

”

est réguliérement concergente dans Uintercalle ed, Uintégrale

f " mod fdy

réguli¢rement convergente dans un intercalle arbitraire, et Uinté-
grale

YL

T
. détermince.

44. Abordons maintenant le second cas, cclui ot Faire T ’étend i
I'infini dans le sens de chacun des axes. Nous pouvons nous borner &

I'examen du cas o T est limité par des paralléles aux axes : » = «,
. . l o .
y =d, ets’¢tend & l'infini dans 'angle des coordonnées positives.

45. TukoriMe. — Si Uintégrale

/m mod f d.x

“Ya

est régulicrement convergente dans un intervalle arbitraire, et si
Uintégrale

S [dr

est déterminée, on aura

f ) d‘ytf " fde = S sar.

Soit en effet T’ une portion de T limitée par une paralléle 4 I'axe
des x : ¥ = N, on aura toujours (42)

[ “dy [ rde=§ sar.
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fc'dyf"faLc:STfarr.

De la le théoréeme :

etala limite

£6. Tutonime. — Les trois intégrales

[y [rde [a[ dn § st

seront déterminces et égales, pourvu que Uintégrale double ait un
sens el que les deux intégrales

/’:.mod sz, | " mod f dy

soient réguliérement convergentes dans des intervalles arbitraires.

£7. Les théorémes précédents, rapprochés de ce que nous avons dit
au n° 23, fournissent tout ce qui est nécessaire, en général, pour le

calcul et la transformation des intégrales doubles dans une aire quel-
conque.

V. — REMARQUES AU SUJET DE LA THEORIE PRECEDENTE.

48. 11 résulte des théorémes précédents, quand I'intégrale

S,/ y)dT
est déterminée, que si l'intégrale

1 =fmodf(:v, y)dx

est réguliérement convergente, elle représente une fonction inté-

grable (vérifiant les conditions du n° 42). Nous allons montrer que

réciproquement, dans des cas trés généraux, si la fonction I est inté-
Journ. de Math. (4* série), tome VIIL. — Fasc. IV, 182, 58
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grable (vérific les conditions du n° 12), I'intégrale

[mod f(z, y) di

converge régulicrement.
Dans les énoncés des théoremes précédents, on peat done alors sub-
stituer le mot intégrable aux mots réguliérement concergente.

49. Considérons d’abord une aire limitée T. Supposons, pour sim-
plifier I'écriture, que £ soit positif et que la fonction f, soit définie par

les relations
,/u:f7 pour f< N;
J.=N, » fSN

Nous supposerons que f vérilie une condition spéciale. Soit E, Uen-
semble (& une dimension ) des points de T qui ontla méme ordonnée y
et pour lesquels la discontinuité de f surpasse un nombre donné a;
soit, d'autre part, £’ I'ensemble des valeurs de y pour lesquelles E,
n'est pas résoluble; nous supposerons que E est vésoluble quel que
soit %,

30. Lexxe. — Etant donnée la fonctionde y représentée par I'in-

tégrale a limiles finies
£
f Judy,

Pensemble X' des points oi la discomtinuité de cotle fonction peut
surpasser un nombre quelcongue arbitrairement donné ¢, quand N
passe par loutes les valeurs possibles, est résoluble.

Soit L, le maximum de (&, — x,); désignons par K, 'ensemble des
points dont Pordonnée est y et pour lesquels la discontinuité de f sur-

[4 L] N . . . : e Ve <
i 1'ensemble K7 des valeurs de y, pour lesquelles E, west pas

résoluble, sera résoluble dans Pintervalle considéré (49). Le théoréme
sera donc démontré, si nous prouvons que 17 contient tons lex points

de E'.

passe
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Il suffit pour cela de démontrer que, dans tout intervalle des va-
leurs de y ne contenant aucun point de E”, on aura nécessairement

disc f'f,.d.rz €.

Considérons donc un intervalle semblable. On peut écrire évidem-
ment, quel que soit N,

dise [ “fudaZ [ discfuds.

Or la discontinuité de f, nc peut jamais surpasser celle de f, et,
puisque par hypothése I'ensemble E, est résoluble dams l'intervalle
2,4y, on aura (sauf en des points d’'un ensemble résoluble)

disc/, 2 15

par conséquent, puisque la fonction (discf,) est limitée quel que
soit N,

f 'discf,,dw’zL-Ezz,

et a fortior:

discfhﬁ,dwzz,

ce u'il fallait prouver.

51. Tutonrime. — Si Uintégrale a limites finies (f > o)

Xy
I:':f Sf(z,y)dz
n’est pas réguliérement convergente, [ n’est pas intégrable.
Supposons que, pour une valeur donnée de ¢, 'ensemble E,, défini

aun® 29, ne soit pas résoluble, nous allons en déduire que la fonction
I de y n’est pas intégrable, c’est-a-dire que ’ensemble des points o la
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discontinuité de cette fonction est supérieure 4 un nombre donné n’est
pas résoluble.
Soit E' I'ensemble des points oit la discontinuité de la fonction

[ Hiwy)de

peut surpasser le nombre ‘;quand N passe par toutes les valeurs pos-

sibles; cet ensemble sera résoluble en vertu du lemme précédent.
Supprimons de I'ensemble E, tous les points qui appartiennent 4 E,
'ensemble restant (E, — E')ne sera pas résoluble. Pour établir le théo-
réme, il suffit donc de montrer que, en un point quelconque 8 de ce
dernier ensemble, la discontinuité de la fonction I est supérieure ou

égale a %
Supposons, par impossible, qu'il n'en soit pas ainsi et qu'au point 3
la discontinuité de la fonction soit égale 4

b ¥
2
on pourra prendre N assez grand pour qu’on ait au point déterminé 3
[ f@pyde— [ fu(z Byde<5;

ensuite (d’aprés la définition de la discontinuité), 8 asscz petit pour
qu'on ait dans Pintervalle (B — 3,8 + 3)

mod

l'."f(ﬁaY)dw —-f:'f(w,@) d,;i<(§ _ -’\)_*_ ;,
[‘,»-fn(z',p)dw_L"'f“(x,y)dx,<% - %’

mod

ajoutant les trois derni¢res inégalités, on aura dans tout Vintervalle

(ﬁ - 8s B + 8)
[ reyrde- [ fua@yyde<,
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et, par conséquent, 3 ne serait pas un point de ’ensemble E,, ce qui
est contre I'hypothése.

Pour étendre ce théoréme au cas d’un champ infini, nous démon-
trerons encore le lemme suivant :

52. Soit I'intégrale en x
1=[" f(z,y)dz;

transformons-la dans une intégrale en z par la relation

x=3%, dz =

ab

By

dsz,
on aura
b
l=ab f LZ7) 4,
o (b—2)*
Cela étant, si Uintégrale en z est réguliérement convergente, linté-

grale en x U'est aussi.
Posons, pour simplifier,

F2h =eG),
et supposons que I’'on puisse avoir dans un intervalle cd

b b
f o(3,y)ds —-f (3 y)dzs < e

1° On aura a fortiori, quel que soit d,

v-8 b3
[onds [Tt <o

donc, quel que soit P, on pourra avoir dans le méme intervalle cd

(2) [ rdz~[" fudo <
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2° D'autre part, on aura aussi

L b
[ LHay)ds< f' (Emdz e

on peut prendre ¢ assez petit pour avoir

lﬁﬁ,(:,y)dx(t, fa-a?d:< 28,

ct, par conséquent, P assez grand pour avoir

(8) f " fdr < 2.

Si l'intégrale en 5 est régulicrement convergente, on pourra véri-
fier les conditions («) ct () dans tout intervalle ne renfermant anucun
point d'un cnsemble résoluble déterminé, et Iintégrale cn . conver-
gera réguliérement (39).

53. Tukorink. — Si Uintégrale

=[.fd.1:

n'est pas réguliérement convergenle, et si ¢ (3, y) verific la condition
imposée a f,1 n’est pas intégrable dans lintercalle correspondant.

Si I était intégrable, I'intégrale en 3, du numéro précédent, serait
réguliérement convergente (31) et, par conséquent, aussi Pintégrale
en z.

L’analyse précédente conduit donc, dans les cas précisés, ala rigle
suivante :

54. Quand f(x,y) est toujours de méme signe, pour pouvoir
réduire une intégrale double a deux intégrales simples, il faut et
il suffit que Von soit conduit par la a un résullat déterminé.

et () E——
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CHAPITRE 11I.

CONVERGENCE RELATIVE.

[. — DEFINITION ET PROPRIETES DES INTEGRALES SIMPLES.

55. Soit encore f(«) une fonction de x dans un intervalle ab;
appelons infini tout point ol la discontinuité de cette fonction est
infinic; supposons I'ensemble des infinis résoluble, et la fonction f(.c)
intégrable dans tout intervalle qui ne renferme aucun infini. Faisons
abstraction des infinis aux environs desquels I'intégrale est absolumnent
convergente; s'il y en a d’autres, ils scront en nombre limité ou illi-
mité, et, dans ce dernier cas, nous devons supposer qu'ils forment un
ensemble de premiére espéce (2).

56. Supposous d’abord que les infinis dont il vient d’étre question
soient en nombre limité, et soient a,, a,, ..., a, ces infinis. Si les inté-

grales s st )
[ fdz, f+ fdz, ... fw/dx,

(qui sont absolument convergentes, tendent vers des limites détermi-
nées, quand ¢, ¢, , ... tendent vers zéro, ces limites sont par défini-
lion les valeurs des intégrales

‘['“‘fdw’ a‘”‘fd";’ e j”.bfd.l'a

dont la somme est U'intégrale entre @ et b. Nous dirons alors que ces
intégrales sont relativement convergentes de I'ordre zéro.

La condition nécessaire et suffisante pour I'existence de ces limites
s'exprime par les équations |

PN
Wily— 0"

i+ &
lim fdx =o, lnnf Sfdx = o, ey
2 a+

“ny—%
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ou ¢ >¢& et ¢>¢ tendent vers zéro d’une maniére quelconque. Ces
intégrales sont des intégrales singuliéres de l'ordre zéro.

Si I'ensemble des infinis ot cesse la convergence absolue est du pre-
mier ordre, ses points limites «,, a,, ... seront en nombre limité; si

les intégrales
-3 %A~
f Sfdz, [ fdx, ..,

qui sont relativement convergentes de I'ordre zéro, tendent vers des
limites déterminées quand 8, ¢, {, ... tendent vers zéro, ces limites
seront par définition les valeurs des intégrales

[mfd.r, ffdx

dont la somme scra I'intégrale entre a ct b, et ces intégrales seront
relativement convergentes du premier ordre.
Les limites précédentes cxisteront si I'on a

-8 Gyt
hmf Sfde=o0, lim fdz = o, cens
&%y

B By E

¢>¢ et ¢ >¢ tendant vers zéro. Ces intégrales sont des intégrales
singuliéres du premier ordre.

On raisonnerait de méme s'il y avait un nombre limité de points li-
mites du second ordre, et ainsi de suite, jusqu’aux points limites de
Pordre le plus élevé qui seront enfin en nombre limité.

Supposons donc, en général, que les infinis aux environs desquels
cesse la convergence absolue forment un ensemble de l'ordre n. On
* voit, d’aprés ce qui précéde, que la condition nécessaire et suffisante
pour que lintégrale de f(z)dx soit rclativement convergente de

I'ordre n dans I'intervalle ab est celle-ci :
 Les deux intégrales

&0 . ]
[ fds, fdz
=8 r4g

(ui représentent successivement des intégrales singuliéres quelconques
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des ordres o, 1, 2, ..., n doivent avoir pour limite zéro, quand & > &
et ¢ > ¢ tendent vers zéro.

De toutes les propriétés que nous avons reconnues aux intégrales
absolument convergentes, seules les propriétés 111 et VII subsistent

encore pour upe intégrale relativement convergente d’un certain
ordre.

87. 1. Lintégrale
[ f(@)da
est une fonciion continue de x.

En effet, le théoréme ne pourrait cesser d’étre vrai que pour un in-
fini aux environs duquel cesse la convergence absolue, mais alors l'in-

tégrale
Lo s

est unc intégrale singuliére qui tend vers zéro avec ¢ et & par hypo-
thise.

58. II. Sil’ensemble de tous les infinis de f(x) est de premiére

espéce, et si la fonction continue F(x) a f(x) pour dérivée, pour
toute valeur de x dans U'intervalle ab les infinis exceptés, on aura

) ' () de =F(b)— F(a).

Méme démonstration qu'au n° 18.

II. — CoNVERGENCE UNIFORME. INTEGRATION sous LE SIGNE.

59. Reprenons les hypothéses du n° 26. Le champ T est limité par
les valeurs 2, et z, de « dans I'intervalle cd de y ou pour les valeurs
Y. et y, de y dans l'intervalle ab de 2. Nous appelons infini tout
point de T ot la discontinuité de f(, y) est infinie; nous supposons
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Pensemble des infinis résoluble, et /(x, y) intégrable dans toute aire
qui ne renferme pas d'infinis.

Aux conditions générales qui précédent nous devons joindre, dans
le cas actuel, un certain nombre d’hypothéses plus particuliéres. En
effet, lorsque les intégrales que I'on étudie ne sont convergentes que
relativement, et, en général, quand on ne peut pas se fonder sur
I'existence de I'intégrale double, la question de I'intégration sous le
signe se complique sensiblement, et il parait nécessaire pour arriver &
une solution d'assigner des conditions restrictives & la répartition des
infinis dans le champ que I'on considére.

60. Nous supposerons que les infinis sont distribués dans I'aire
T de maniére & vérifier 'une ou I'autre des conditions suivantes :

1° Les infinis (isolés ou non) sont répartis sur un nombre limité de
lignes continues (lignes d'infinis) qui ne peuvent étre rencontrées
qu’en un nombre limité de points par une parall¢le a 'axe des z ou &
celui des y ou sont elles-mémes paralléles aux axes. Les infinis peuvent
étre disséminés d’'une maniére quelconque sur ces lignes ou les remplir
entiérement,

Si I'on peut vérifier les conditions ci-dessus dans une aire suffisam-
ment petite autour d'un infini donné, nous dirons que cet infini est
situé sur une ligne du premier ordre.

2° Tous les infinis qui ne sont pas situés sur des lignes du premier
ordre sont répartis sur un nombre limité de lignes continues qui véri-
lient l]a méme condition que les précédentes.

S’il en est ainsi dans une aire suffisamment petite autour d'un infini
donné, nous dirons que cet infini est situé sur une ligne du deuxicme
ordre. :

3 Les infinis qui ne sont pas situés sur des lignes du premier ou du
deuxiéme ordre le sont sur des lignes du troisi¢me, et ainsi de suite
jusqu’a un ordre déterminé.

64. Cela posé, I'intégrale
1 =fj. 'f(x’)’:.)dx

sera dite équiconvergente dansl'intervalle cd ou dans l'aire T, si I'en-
semble des infinis situés sur une paralléle 4 I'axe des « est toujours
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de premiére espéce, et si, quelque petit que soit €, on peut prendre ¢
assez petit pour que I’on ait, pour cette valeur et toute valeur moindre

de d, ;
modf fdz <L, mod Sfdz <,
r-3 x

quel que soit le point (x, ) dans I'aire T. Pour un point du contour,
on ne doit tenir compte que de l'intégrale prise & I'intérieur de I’aire.

62. Si ces conditions peuvent se vérifier dans tout intervalle partiel
des valeurs de y, ne renfermant pas des pointsf,,8,, ..., 8;, ..., dont
I'ensemble est de premiére espéce, l'intégrale I sera équiconver-
gente en général dans l'intervalle cd ou I'aire T.

63. TuroriMe. — Si les deux intégrales

S f’fdw, ["rdy

sont équiconvergenies dans laire T, on aura

[ddyll"fdw=£bdxjy:y‘fdy.

Supposons d’abord que tous les infinis soient répartis sur des lignes
du premier ordre, qui ne soient pas paralléles aux axes.

Décomposons T en rectangles indéfiniment décroissants par deux
systémes de droites paralléles a4 chacun des axes et successivement
intercalées; soit f, une fonction égale a f dans tous les rectangles qui
ne contiennent pas d'infinis ni de lignes d’infinis et & zéro dans les
autres; on aura toujours

fadxﬁw'./ndy =f("dyj:'/n dr.

D’aprés les hypothe¢ses faites sur la distribution des infinis, le
nombre d’intervalles ot f, différe de f n’augmentera indéfiniment
pour aucune valeur de x ou de y, et il viendra a la limite, ces inter-
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valles tendant vers zéro,

fabdxf”"'fdy =fcddy[r‘r’fdx.

Supposons ensuite que tous les infinis non situés sur des lignes du
premier ordre soient répartis sur des lignes du deuxiéme ordre non
paralléles aux axes, et que I'ensemble des infinis situés sur une paral-
léle quelconque & I'un des axes soit au plus du premier ordre (3).

Décomposons encore T en rectangles indéfiniment décroissants, et
soit f, une fonction égale & zéro dans tous les rectangles ol il y a une
ligne du deuxiéme ordre ou bien un infini non isolé sur une paralléle
& P'un des axes, et égale & £ dans les autres; nous venons de prouver
que I'on aura toujours

f“ ' do [ " fody = f "dy [ fod.

D’aprés I'hypothése faite sur la distribution des infinis, le nombre
d’intervalles ou f, différe de / n’augmentera indéfiniment pour aucunc
valeur de z ou de y, et il viendra 4 la limite

f“bdxf’/dy =fcddyfx‘%/dx,

64. Tutorine. — Si lintégrale par rapport a x

est équiconcergenle en général, et Uintégrale par rapport a y

f “fdy

»

et ainsi de suite.

équiconvergente dans l’aire T, on aura encore

‘fabm‘/y:"fdy:fcddy[:‘fdc.

Si I'équiconvergence ne cesse que pour un nombre limité de points,



SUR LA CONVERGENCE DES INTEGRALES DEFINIES. 439

on peut raisonner comme s'il n'y en avait qu'un seul : y =f; on
aura, en vertu du théoréme précédent, ¢ et & étant des constantes infi-
niment petites,

lbdw(Lp_‘-i- p:f@):f;pﬁ+£:8dy£1'fdz.

L’intégrale par rapport 4 y étant équiconvergente, on aura

sim ,,bd“'(L T p:f dy) = f dw f “fdy.

D’autre part, on a par définition
Bz d

lim (7 o+ lim [ dy " fde = [ “ay [ " fdu;

E=04¢ 8=0 p.;.a

donc, en définitive,

[bdrj:’fdy=fcddy‘£“fdx.

La démonstration s’étend ais¢ément de proche en proche aux autres
cas. _

65. Afin de généraliser encore cette méthode, supposons, pour plus
de simplicité, que I'aire T soit rectangulaire et limitée par les abscisses
a et b, les ordonnées c et d.

Tutorine. — Si les deux intégrales

[ rae,  [‘ray

sont équiconvergentes en géneral, et U'une au moins des deux inté-

grales y N \ ,
Ldyja‘fdx, [dr[fdy

équiconvergente dans Uaire T, on aura encore

[ddy[bfdx=£bdx£'lfdy.
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Supposons que l'intégrale

b
[ do f' fdy
soit équiconvergente.

Tout subsiste dans la démonstration du théoréme précédent si 'on
peut encore justifier la relation

lim bdx( f e fp dafdy>=f bdx_[ “rdy.

2=0, 1=0V,

C’est ce qui aura lieu, si I'intégrale

f,. b dwf,.'yf dy

est fonction continue de y : clle le sera par hypothése, comme le
prouve le théoréme suivant :

66. Si Uintégrale

[ df dy

est équiconvergente en général dans Uintervalle ab, et Uintégrale

f‘b rl;cf‘o'_/'dy

équiconvergente dans Uintervalle cd, celle-ci sera fonction continue
de y.

On peut raisonner comme si I'équiconvergence de la premiére inté-
grale ne cessait que pour un point unique : x = &. On aura

|

R est aussi petit que I'on veut avec ¢, par hypothése; les deux inté-

b

dwf’fdy_—.f“ +/'” ds [ fdy + s
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grales du second membre sont fonctions continues de y quel que soite,
N
puisque f S dy est, par définition de I'équiconvergence, une fonc-
cC

tion uniformément continue de y sous le signe d'intégration. Donc
l'intégrale du premier membre est une fonction continue de y.

III. — ExtensioN au cas ov L’aire T S’ETEND A L1NFIN
DANS UN SENS.
67. Ily a deux cas & distinguer; l'aire T ne s'étend & I'infini que
dans le sens de 'axe des z; elle s’étend & l'infini dans le sens des deux

axes.

68. Occupons-nous d’abord du premier cas. Supposons, pour sim-
plifier, que 'aire T limitée par une paralléle a I'axe des y : x =«
ct deux paralléles & 'axe des « : y =¢, y = d s’étende indéfiniment
dans le sens des x positifs.

Le cas ot le contour de T serait curviligne peut se ramener au pré-
cédent comme nous l'avons indiqué (37).

69. Définitions. — L'intégrale
I=["fds

sera éguiconcergente dans Uintercalle cd, sil'intégrale

[xfd.r

est équiconvergente pour toute valeur de N et si I'on peut prendre,
¢ étant donné, N asscz grand, pour avoir dans tout l'intervalle cd

modf.fdx<e

pour cette valeur et toute valeur supérieure de N.
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Si, quelque grand que soit d, on peut vérifier ces conditions, I'inté-
grale est équiconvergente dans un intervalle arbitraire.

Elle le sera dans un intercalle illimité sil'on peut vérifier ces con-
ditions pour toute valeur de y supérieure a c.

Si 'intégrale est équiconvergente dans toute portion de l'intervalle
cd qui ne renferme aucun point d'un certain ensemble de premiere
espéce, elle sera équiconvergente en général dans l'intervalle cd.

70. Tuioriue. — Si les deux intégrales

j:‘fdy, [ rds

sont équiconvergentes, la premiére dans un intervalle arbitraire et
la seconde dans Uintervalle cd, on aura

[ddy‘/“&fdx =j’:.da:fc'dfd_y.

En effet, on aura toujours (63)

J “ay [ s = J"‘f‘d’ dy,
/ “ay [ S fdr= / “ d ['dfd)f.

71. Tutorine. — La conclusion précédente subsiste quand

f.fdx

1’est équiconvergente qu'en général, pourvu que Uintégrale

[da [ 1y

soit équiconvergente dans Uintervalle cd.

et a la limite

D’aprés ce qui précéde, on accorde aisément que I'on peut raison-
ner comme si I’équiconvergence de la premiére intégralc ne cessait
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qu'a la limite supérieure de 'intervalle. Le théoréme précédent nous

donne alors
d—t » » d=—=g
lim [ dy f fdz =lim [*da f fdy;

t=0d,

le théoréme sera démontré si l'intégrale

fa'dwf:fdy

est fonction continue de y dans l'intervalle cd. Clest ce qu'établit
la proposition suivante :

72. Tuioriue. — Si Uintégrale

f df dy

est équiconvergente en général dans un intervalle arbitraire,

Uintégrale )
f “de [ fdy

équiconvergente dans Uintervalle cd, cette derniére sera fonction
continue de . o

On peut écrire, en effet,

[dof fae= da [ fdy + R,

R étant aussi petit que I'on veut et I'intégrale qui précéde fonction
continue de y (66); on en conclut le théoréme.

IV. — Extensioy av cAs ot LAk T s'ETesp A L INrINI
DANS TOUS LES SENS.

73. Nous pouvons nous borner au cas oit T est borné par des pa-
ralléles aux axes : » = a, y = ¢, et s'étend indéfiniment dans I'angle
des coordonnées positives.
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74. Nous nous appuierons sur un lemme que nous allons d’abord
démontrer :

Lenne. — Si Uintégrale
1= f f (2 y)da

est équiconvergente dans un intervalle illimité, et si, y tendant
vers Uinfini, f(x, y) converge uniformément vers une limite di-
terminée f(x, ©) dans un intervalle arbitraire, on aura

lim f “fdr= f " f(x, ©)du.

y=w

On a, en effet, quel que soit y, pour une valeur suffisamment grandc
de N,

N
L= f(a,y)dec+R, modR<e:

st I'on fait tendre y d’abord, et N cnsuite, vers infini, on aura succes-
sivement

N
lim1 =f f(z,0)dz+R, modR <z,
lim] =f'f(:c, x)dir.

75. Remarquc. — En particulier, si f(x, y) est unc intégrale d¢-
finie

24
f F(z, y)dy,
on aura, sous les conditions précédentes,

lim jdzf Fdy =/""dx[”de.

76. Tuéorime. — Si l’intégmle f ) fdx est équiconvergente
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dans un intervalle arbitraire, f ) fdy équiconvergenie en génc-

ral dans un intervalle arbitraire, et

fa " de f “rdy
équiconvergente dans un intervalle illimité, on aura
['dyfa'fdx_—.fa'dxf"fdy.
On a, en effet (70),
[ de=tm [ [ saetmfe [ 10
et, par la remarque qui précede (73),
I“dylufdc=£‘(lx~(’fdy.

77. Tuakorine. ~ St les intégrales

[rax [ ray

sont équiconvergentes en général dans des intervalles arbitraires,
les intégrales

: [ = dy f mf d, f :(l.cf vf,[},

équiconvergentes dans des intervalles illimités, et Pune des deu.r

intégrales
[ofr [afrs
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déterminée, la seconde sera aussi déterminée et égale a la pre-
miére.

Supposons que I'intégrale

l'dxfﬁfdy

soit déterminée, I'intégrale

f". d.v[ Sdy =-£.dx[”f(l}' __‘[ d""l[ rdy

sera par hypothése équiconvergente dans un intervalle illimité; on
aura donc pour N assez grand

[ ("1, yydy=["ds ["f(nyrdy + R, modR<e
On a d’autre part (71)
/ da:f:f(m, y)dy -_—jj'”(lyj”",f(_;,;,y)tz.t-.
et 'on peut supposer y assez grand pour quc I'on ait
mod [ "dy [ f(y) s <,
ce qui entraine
modj;‘(lw[”f(;v,y) dy < 2¢

et, par conséquent,

lim [ dz [* f(2, y)dy =o.
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Mais on peut écrire

f. dyv/”wf(w,y) dx

P

= lim /,.. dr /1"'f(;1;,)ﬂ')({v'

.\':ﬂ g (20

:f‘d,«,;[‘f(;r, ¥) dy—.—’.lri‘_(ilf‘(I.rf‘/(:r,y)dy
=‘f‘(l.:;j‘mf/l)',

ce qu'il fallait démontrer.

Ces derniers théorémes ne sont que la reproduction, avec un sens
plus général, de ceux que nous avons démontrés dans le Mémoire
présenté 4 la Société scientifique de Bruxelles. C'est pourquoi nous

avons abrégé ici les démonstrations. .
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