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Sur les systémes triplement orthogonauz ot les surfaces
d’une méme famille sont égales entre elles;

T T~
. .

o \  Pas M. Locizx LEVY.

La recherche des systémes triplement orthogonaux a été ramenée,
par M. Maurice Lévy, 4 l'intégration de I'équation du troisi¢me ordre

. JtH J*H o*H
{l) AT’;;*-BW'{-C?}—;-—O.

Les lettres ont la signification suivante : si ¢ (=, ¥, 3, u) =0 cst
I’équation de la surface et si I'on désigne, suivant I'usage, par p, ¢, r,
5. ¢ les dérivées partielles du premier et du second ordre de s par rap-
port a z,

A=(1+g")s~ pgt,
B=(1+p*)t— (1+¢*)r,
C= pgr— (1+p*)s.

Lorsque # varie, la surface engendre une des trois familles du sys-
téme triplement orthogonal, ou, pour parler plus bri¢vement, une fa-
mille de Lamé. Soit dn I'élément de normale comprise entre deux
surfaces qui correspondent aux valeurs u et u + du du paramétre, la
fonction H est définie par I'égalité

dn
H=a;‘9
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352 LUCIEN LEVY,

et, comme dn dépend des dérivées du premier ordre, I’équation (1)
est bien du troisiéme ordre. L'intérét de cette équation consiste dans
la condensation énorme des termes qui contiennent une des trois va-
riables.

M. Darboux, dans un Mémoire publi¢ en 1878 dans les Annalesde
I’Ecole Normale, a mis cette équation sous une forme avantageuse
dans certains cas, en supposant la surface rapportée, non plus a des
axes fixes, mais & des axes entrainés avec elle. Si I'on appelle a, b, ¢
les composantes de la translation, «, §, v celles de la rotation du mou-
vement d’entrainement, et si 'on pose

03 .
k=g +c—ap—bg+a(y+q3)—B(z+p3)+y(py — qr).

la fonction H, qui figure dans I'équation (1), encore cxacte en suppo-
sant les axes mobiles, devient

H= J__' k: =3’
.. 1+ pt+yq
Soit alors
—AZ ® . A S o B A S
A(p)=A do* \[i ¥ pti gt +B dedy v+ priqf Ny Vitpi- gt

I’équation (1) s’écrit avec les nouveaux axes
A(k) = o,
ou, en développant, comme a, b, ¢, a, B, y nc dépendent que de .

d3
(2) s A(??Z) + cA(1) — aA(p) — bA(q)

+ 2A(y +¢3) — BA(z + p3) +YA(py — g£) = 0.

Si la surfacc conserve unc forme invariable, s sera indépendant
de u, et toute solution de l'équation (2) donncra, ainsi que M. Dar-
houx I'a fait obscrver, une surface de forme invariable, qui, par un
mouvement convenablement réglé, engendrera une famille de Lamé.
On peut se proposer de rechercher des surfaces jouissant de cette pro-
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priété. Voici, & cet égard, ce qui a été déja fait. Dans le Mémoire déji
cité, M. Darboux montre que, si une surface satisfait & la condition
indiquée pour un seul mouvement, ce mouvement est hélicoidal et il
indique des hélicoides comme solutions. D’autre part, j’ai montré
(Bulletin des Sciences mathématiques, mars 1891) que les sphéres
ct les plans sont les seules surfaces réelles de forme invariable qui en-
gendrent une famille de Lamé, quelque déplacement qu’on leur im-
prime; et méme ce sont les scules, réclles ou imaginaires, si, comme
il va de soi, le systéme triplement orthogonal doit étre composé de
trois familles distinctes. Enfin, le 22 juin 1891, M. Petot a fait con-
naitre, dans les Compies rendus de I’ Académie des Sciences, un trés
intéressant théoréme sur les surfaces susceptibles d’engendrer par
translation une famille de Lamé, et il en a déduit des conséquences
({ue j'avais énoncées de mon coté a la Société mathématique et a la
Socicté philomathique. M. Petot annonce 4 la fin de sa Note qu'il pos-
stde les surfaces dont la représentation sphérique se compose d'el-
lipses homofocales ou de cercles pour les deux familles; mais, & ma
connaissance, il n’a rien publié sur ce sujet. D’ailleurs, je n'ai pas cu
a uliliser son théoréme, la méthode que j’ai suivie dans mes recherches
¢lant tout & fait différente.

Dans le présent Mémoire, je donnerai un certain nombre de sur-
faces qui, par translation, peuvent engendrer une famille de Lamé, ct
je ferai connaitre quelques propriétés de ces surfaces. Pour snmphﬁor
les calculs, je supposerai la translation paralléle a I'axe des 3, ce qui
entralne

a=o0, b=y, a=o0, B=o, y=o,
et Péquation (2) se réduit 4 la suivante
(3) A(1) =o,
c'est~a-dire

a i +B d? 1 +Cd’ 1 _
dz' \/i 3 pt gt dzdy iz pirqg A \izprg

Telle cst I'équation qu'il s’agit-d’intégrer : une des difficultés du

A




354 LUCIEN LEVY.
calcul consiste dans la formation des coefficients A, B, C. Si donc on
peut les connaitre d’avance, on aura triomphé d'un gros obstacle. Or

les lignes de courhure d'une surface quelconque se projetant, sur le
plan des zy, suivant des lignes qui ont pour équation différenticlle

1) Cdz* — Bdzdy + Ady? =o,

un premier procédé de recherche consistera done & essayer des sur-
faces pour lesquelles cette équation se forme aisément. Par exemple,
les lignes de courbure des surfaces de révolution, autour de O3, ont
pour équation

zy dz* + (y? -- z*)dr dy — xy dy* = o.

On pourra donc prendre, en supprimant un facteur commun i A,

B, C,

A=—uy,
B=uz'—y,
C=uay.

Or soit .
s=9(B+ ") =3(p)

I'équation d’'une parecille surface : on aura

ds ’ 1 a
om=p=2x9(), qg=2y9(;)

¢n désignant par des accents les dérivées des fonctions d'une variable,

M=t = L = f(p),
Vi+p+q'  Vi+4p¢(p) S (&)

% =2wf @) 5 =201,
O =2/"(p) + 42 [*(p),
ye3 = 4arS(8),

2 If =2f'(p) + 4 f"(p)
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Donc I'équation (3) est identiquement vérifiée et les surfaces de ré-
volution en sont une solution. C’était d’ailleurs une solution évidente :
car faisons glisser dans son plan une section méridienne le long de
I'axe de révolution et considérons les trajectoires orthogonales de
cette section; ces trajectoires se déduisent toutes de 'une d’entre clles,
sauf 'axc des z, par une translation paralléle & Os. Faisons tourner
toute la figure autourde O 3 : nous aurons deux familles de surfaces de
révolution, de forme invariable dans une méme famille, et orthogo-
nales cntre elles. Le systéme triplement orthogonal est complété par
les plans méridiens : ce systéme est bien connu.

Le succts de la vérification précédente a tenu i ce que 5 et H s'ex-
primaient en fonction d’unc scule variable, en d’autres termes, H était
fonction de 3. 1l est facile de voir que la vérification réussit méme si H
est fonction arbitraire de 5. La propriété géométrique des nouvelles
surfaccs consiste en ce que tout plan perpendiculaire & Oz les coupe
sous un angle constant : ce sont donc des surfaces a lignes de cour-
bure planes situées dans des plans paralléles que nous allons trouver.

Soit
H = f(3).

Il s’ensuit
JH ot
E=p/G P =4/0)
atil y JtH v ?*H ” ’
& =PS s =pf e =S+
A(1) =(Ap*+Bpg+ Cg*) f"+(Ar+Bs+Co)f".
Or on sait que, dans toute surface

Ar+Bs+Ct=o,

I'équation (3 ) se réduit donc & la suivante, en supprimant le facteur /
¢ui ne donne que des cylindres,

ApP+Bpg+Cq®=o0

ou

(3) (P*—¢*)s — pgr + pgt = o,
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ce qui est bien l'équation différentielle des surfaces-moulures de

Monge (Analyse appliquée a la Géométrie, 1™ édition, n°23).
L’intégrale générale de cette équation s’obtient cn éliminant 9 entre

les deux équations

) F(z)= @cosg + ysing + G(g),
)
~ o = — zsing + ycosp + G'(3),

dont la seconde est la dérivée de la premiére par rapport & ¢. Ces
¢quations contiennent deux fonctions arbitraires, F ct G.

Il est & remarquer que les surfaces que nous venons d’obtenir ne
font pas partie de systémes triplement orthogonaux nouveaux : on sait,
en cffet, que les deux familles de surfaces engendrées par les lignes
d’un réseau plan orthogonal lorsque le plan roule sur une surface deé-
veloppable quelconque forment, avec la famille que constituent les
différentes positions du plan, un systéme triplement orthogonal. Si,
en particulier, on suppose le réseau plan obtenu par la translation
d’unc courbe et par les trajectoires orthogonales et qu'on fasse rouler
le plan sur un cylindre, on aura le systéme précédemment trouvé.

Je vais profiter des deux fonctions arbitraires de Ia solution pour
assujettir les surfaces trouvées & décrire une famille de Lam¢ par un
mouvement de rotation autour de O 3. En composant ce mouvement
avec une translation paralléle 4 Oz, on aura un mouvement plus gé-
n¢ral dans lequel la surface engendrera une famille de Lamé. La sur-
face est détermincée par les équations (6) : il s'agit de former les quan-
9.
d).’
je désignerai, pour abréger I'écriture, par F, I, I, F” la fonction
F(z) et ses dérivées par rapport & 3, par G, G’, G”, G” la fonction
(:(9p) et ses dérivées par rapport i ¢.

La premiére équation (6) donne, par différentiation ¢t en tenant
compte de la seconde

e ) . . d?
tités p, g, r, s, tet H. Jaurai pour cela besoin de calculer g5 Ct

L F dz = cosg dz + siny dy,
d’ou

__ €089 __ sing

P=—> 9=v
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ct
- __ycosp—uxsine G
Py-="—p =T
3 et — 9z—py __G |
PF+9=wm H"V.‘I.‘;:‘.T.’,ﬁ S i

La seconde équation (6) donne ensuite
0= —sinpdx + cospdy + (G"— wcosy — ysing) ds
ou, en tenant compte de la premiére,

o= —singdzr + cospdy + (G"+ G — F)ds.

Posons
P=G"+G-F,
nous aurons
dy _ sinp de _ cosy.
dze — P°' dy " P’
par suite,
e dp _ sin?¢F?cos?oF'P F?— cos’o(F'' —F'P)
Tdr T PF? = PF™ ’
_dp . F* —F'pP
8—-@ = smq:cos?—-T,—IW—,
[ = dg _  cosloF?*+sin'o F'P  F*—sing (F? —F'))
e PF, =- PF7 '
L’équation
. A(gz —py)=o
esticl

A(ZE_ 2y p 28
or*  dy? dox dy

=0,

parce que, la surface étant une surface-moulure de Monge, on a

A+C=o.
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Calcul de A :
A=0+¢)s— pgt,

F'*+ sinty . F's -F'P . 1 F*—sinte(F:—F'I))
A= ——-—F—,r—?- 8ingcos§ —pgr— + SINPCOSY gb"“ ,

n__E'p
A =singcosp Fa- P'l;";’tl .

Je poserai
P PP+
=
d’ott
A=m sin? cosy.
Calcul de B :

B=(G+p)t—(+¢*)r,

B = F* 4 coste F'*— sinto (F'* —F"P)
I P}
F'* 4 sin?s F'?—cos*o(F'* —F'P)
i PF? ’

F. - F'P+
B=- 0082? TPpEs !
B = — mcos2%.

Remargue. — Ces valeurs si simples auraient pu &tre obtenues en
observant que les équations

xcosy + ysing + G(3) —F(k) =0,
— x 8ing + ycosy + (G'(3) =20

représentent les projections sur Oy des tangentes & deux lignes de
courbure. L’équation différentielle de ces lignes est done

sing cosy dx? — (cos?p —sin’g) dx dy — sing cosg = o}

on retrouve ainsi les valeurs de A, B, C.
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Calcul dng-l!o —Ona
z
-G _
= \/T-T-—F-’_”
JH G’sing G'F” cosq-
iz = Pm (H_pra)a

oH _ singG'(1+F'") —PG/'F'cosg

dz P(1+ Pyt
Calculdeg—l!:
Y
oH _  G'cosg G'F’ sing
")’ Pyi1+F"? (I+F")%
oH G"(|+F”)cos?+PG’F”sin<p
Iy = e ]
P(1+ F3)?

2
Calcul de %—l; — Posons
x

L =G" (1 + F*)sing — PG'F’ cos9,
N=P (14 F2)L,

1l en résulte
JL oN
on Vorlaz 73
oz N1

‘_ — G+ F”) sm ¥ 4+ F'G” sm?cos? + G"(l + F/a) sm?'fos?

" ! A w4
_ G +G )G F cospsing +G’F”cos’(p+G’F”sin’<p—-PG’F‘” c‘;:,’?:

N _ G + G”

().r

(1+ F)} sing — (1 + F2)f cosg + 3PF" (1 + F2)f cosg

= 1+ PG +60+ F) 22 _ (1-+F?) cosg +3PFcosg,

Journ. de Math. (4* série), tome VIII. — Fasc. 1V, 1892 47
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Noz 10N
9r - =0+ F?) [ V(1 +F*)sin?g+ PF'G"sing cosy + G"(1 4 1*)sing cosg
(1 + 3)2 )
~(G"+ G')G'F’'sing cosg + PG'F cos?y + (' Fsing
~P*G'F” °‘;:,? — (G + GG (1 + k) iL‘l',:
+ (G’ + G") G'Fsing cosy
+ G"(1+F*)singeosy - PG F cos?y — 3P F" G sing cosg
+ 312G’ 12 cos?s,
gL
—-- =(1+F?)
(1 + F”)’

x ¥[2(;'I(l + F'?) — 2P F"G"] sing cosy

i " ) » '
+ |";M('+F")+PG'F” T8 )ﬁ : +|f’! 7o !i| v uw?:
+ 312G 12 cos?y,
- dL - JN
J»*H - 1).1' or
P =P +F 2) i
(1 4 ')

2
Calcul de _’L!L

Jor dy
J*H o N :;l): L. %;
oz dy dy .
:;l; ~G"(1+ 1) :'—n—"-fﬂ—? + 2GFsinty - G (1 + 17?) “ﬁ k:
4+ (G EDEOUTS L o1 cowtg — PG Lin 2E0E,
:;; (G + Gﬂ)(,l’_,_ [m)i’i cosy (1 + F’”)g sing + 3P(1 + I"”); Fsing

=(1+F2) l'-. (G2 (1 + F2) 22 (1 1 paing + 31'1«'”.4"?],
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. JL ON
N Ly

= (14 1") [—- G"(1+F'*)sing cosp + aPG"F"sin*g
(1 + I)?
—G"(1 +F*)cos?¢ +(G' + G")G'F” cos?5
+ PG"F” cos®y — P2 G/ Fr 29000
+ G (G + G") (1 + F2) BEL09 | Gy Pty sinty

— 3PF"G"sin’g — F'G' (G’ + G") cos?y — P G'F”sin:pcos?]
+ 3P*G'F"sing cosg,

\ Il ] aN
.i’_‘_ -'11! :(l+l“’2)
A R

< %ll’F”G” —G"(1+ F?)]cos2g
+ [_ G"(1+F?) E%:K - (G'+G')|(’|+F11)G” __PF"G'] sin?coszpf

+ 3 P*G'F"*sing cosg,

, oL ON dL I\
A A RN\ - v
e =P+ P ——
(14 F'2)? (1+ F1)2

2
Calcul de il;;l: — Posons

M=G"(1+ F?*)cosy + PG'F” sing,
ona lowjours

N == D (1 Py

On aura done

v IM ON
_on_ Yoy My
ayt N
oM G"(1+ F'%)cose g . G"(1+ F'*) siny coss
i P + F"G”sing cos¢ + i {

G'+G") G'F'si S F sin: F* sin'y
_-( ) : $ing cosy  (oipn sin*g + &%5'_“_% — G'F” cos*s,
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Ny N
"‘L‘le‘ =1+ F")[— G"(1+ F?)costg + PF"G"sing cos g
(1 -+ Py
+ G"(1 + F*)sing cosy — (G'+ G")G'F”sing cosy

. 2 G’ F” sin’< .
— PG'F'sin?y + E—G-l;.rﬂ—" — PG'Frcos?y

+ (6 + G+ F1) L8 (4 1) G eosg sing

—3PF G singcosy +G'F(G'+ G™)singcosy + PG Frsin® s
— 3PG/ 12 sin?y '
=0+ F”)
> {367 (1 4+ F2) — 2PF/ G Jsing con
’ ” b » TEr it
+ [~ G+ —p Gy EX NI o DT

P oy

— 3P ('F*siny,

M JN
SNES w2
. ()3" — l""(| + l"‘) . 0)’ l)Y .
dy
(v + l«”)t
' .8
Caleul dr 0)‘: l,))—-;,l;l — Je désignerai le factear P-2((+ F3) 2
par n, '
a2t il .
i (77 ) =0+
: /'(‘I/(l + I.‘lz _— l)l“l/) Si"? (.'05?
v g M 4 M2 " » ;' e
(() +(J ):: -+ " )G ‘m(l + l'/z) - I,‘;, l““ . l—!i:?L~ "052?3

+ 316G F2 cosag.

Il est maintenant facile de former Péqguation

2 H 2 H 12 i
Mye—py)=o, ou  A(%5 - )+ B =o.

En supprimant les facteurs m et n, et remarquant que 1« + F# atou-
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jours été supposé différent de zéro, il vient
G'(1+F*~PF)=o,

qui se décompose en deux,

G'=o0
ct v
1+ (G"+G-F)F =o,
d’ol
7 "
'_.thﬁiﬂ“_ =G" + G.

Occupons-nous d’abord de la seconde équation. Les deux membres
sont fonctions de variables distinctes : ils doivent donc étre éganx

chacun & une constante a, d’ot1 deux équations différenticlles ordinaires
a intégrer

7';’-4'()—-0,
" + 'F

La premiére a pour intégrale
G(9)=a+ Ccosy + Using,

C et C' étant deux constantes arbitraires.
I.a seconde donne

F(s)=a+yD=(s+ C),

1) et (2 étant deux nouvelles constantes arbitraires; la surface cor-
respondante sera

(VD=(G+CF= (o+Ceosy+(y+()sing,
0=—(x+C)sing +(y + C')coss.

En élevant au carré les deux membres de chaque équation et ajou-
tant membre 4 membre, il vient

(x+CYlP+(y+U)P+(z+0C)=D.
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On trouve une sphére quelconque, ce qui n’apprend rien de nou-

veau.
Examinons alors les solutions données par I'é¢quation

G"=o.
On en tire
G(?).—: a3y + b,

a ¢t b étant deux constantes arbitraires. L'équation de Ja surface cor-
respondante s'obtiendra en ¢liminant 3 entre les deux équations

(F(s)= wcosy+ ysiny + ag,

0 =— X §ing + y cosy + a.

Nous avons fait entrer / dans la fonction F(3). I} reste ainsi une
fonction arbitraire F () et une constante arbitraire a.

La section de la surface par un plan quelconque paralléle au plan
des £y est une développante de cercle et toutes ces développantes
sont ¢gales entre clles, On peut alors concevoir assez facilement la
forme de ces surfaces,

Soit un cylindre de révolution : dans le plan de la base, je trace
une développante du cercle de base partant d'un point O de la cireon-
férence de ce cercle, et sur le cylindre une courbe uelconque ((0)
partant également de O. Simaintenant je déplace le plande la base du
cylindre parallélement & lui-méme, de maniére que le point O décrive
la courbe (C), la développante de cercle engendrera la surface en
(question.

En d’autres termes, nous avons démontré le théoréme suivant :

St une surface-moulure de Monge est engendrée par un profil
dont le plan reste tangent a un cylindre de révolution et dont un
point marqué parcourt une développante du cercle de base de ce
eylindre, la surface-moulure engendrera une famille de Lamé
dans tout déplacement pour lequel le plan du profil restera tangent
au cylindre de révolution, par exemple dans tout mouvement heli-
coldal ayant pour axe I’axe du cylindre,
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Remarque, — Ce théoréme fournit une solution avec une fonction
arbitraire de I'équation qui correspond au mouvement hélicoidal

Mpy —qx+k)=o.
ol k est une conslante.

Le systéme triplement orthogonal se compléte comme précedem-
ment par des surfaces analogues ct par des plans.

Une généralisation naturclle nous conduirait maintenant & étudier
les surfaces a lignes de courbure plancs dans les deux systemes; mais,
M. Petot ayant annoncé, dans la Note déja citée, qu'il avait déterminé
celles de ces surfaces qui engendrent une famille de Lané par transia-
tion, j'ai préféré diriger mes recherches d’un autre coté et aborder
immédiatement les surfaces dont les lignes de courbure sont planes
dans un scul systéme.

Les plus simples parmi ces surfaces sont les enveloppes de sphéres
ou, pour employer unc expression proposée par M. Lecornu, les péri-
sphéres. Je vais chercher a déterminer celles de ces surfaces qui satis-

font a 'équation
A( =o.

Les surfaces a lignes de courbure circulaires dans un systéme sont
définies par les deux équations

(c—ay+(y-0p+(G—-cpP—R=o0,

7 (5 —a)+ W (y—b)+ (5 — )+ R = o,

dans lesquelles @, b, ¢, R sont des fonctions d'un paramétre arbi-
traire A & ¢liminer, @', I, ¢, I les dérivées de ces fonctions par rap-
port a A,

Nous aurons, comme précédemment, a -calculer les fonctions p, ¢,
ry s, t et H. Pour cela nous aurons a différentier totalement les dens
¢quations (7); nous appellerons @”, I, ¢, R” les dérivées secondes de
a, b, ¢, R par rapport 4 A; enfin nous introduirens, pour simplifier
I'écriture, unc fonction auxiliaire D définie par Pégalité suivante

(8) { D=a"(c—a)+V(y—10)

+ (3 —¢)—a?*—b*— '+ R?*+ RR".
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Cela poseé, la premitre équation (7) différentiée donne, en tenant
compte de la seconde,
(x — a)dx +(y — b)dy +(5 — ¢)dz = o;

d’ou

<
>

P=—p 1= ¢c—=

La deuxiéme équation (7) donne ensuite

adec+bdy+c(pde+qgdy)+Ddr=o;

d’ot
N __depe D Hagl
oz D ay~ D

Posons encore

(9) Ay=a + pc, B,=b+¢c,
nous aurons

l’)- _ A‘ (’l\ _ Bl
(“)) M‘__—ﬁ, (—;'—-—-T)—'

Calculons maintenant r, s, ¢ :

__dp 1 (z—a)  dp
r=az=¢—=:7* c—3z) + 5 o

ou
p = (z—a)+(c—z) Adp
(e—z) D o
Or
op__—d d(x—a) __ A,
A c—3s (c—3P ~  ¢—:z
Donc
_1+p Al
r=e—z*t D(c—3)
De méme
dg B,

— s

- =3
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ou
. rq A,B,
8= c—-..+D(c—')
_ 1 (y—=20)  oq dn
t—c—z+(c-:)‘ di dv
0ou

1+ q? B?
c—3 D(c—3)

{ =

367

On anra, pour les coefficients de I'équation (1), les valeurs snivantes

A=(1+¢*)s— pgql

=(1 +9’)[c"_qs + 1)::'2':)] _,,q['cf_”” + n(rw—«)]

B, .
= o=z [A (1 +4°)— B pgl,
B=(+p)t—(1+q*)r

—(:+p)[l+q + B ] (”'72)[[” + 5oz

= pe= [(1 +P) B} — (1 +¢*) A}),
C=pgr—(1+p°)s

—l)q[lip,ﬂ“p(f_'_ |- (H-P)[ +

= pr=g; [ Apg — B, (1 +p7)
Calculons maintenant H et ses dérivées :

l[: 1 — o s—2C

Vit P v<w:z>=+<y—b"‘—‘m‘:c?=

M_p N _p AN
oz R MNodxr R~ Do’
i _q BoH
oGy TR DR’

JH _.E:_(:-—C)R'.
PSR R?

Journ. de Math. (4* série), tome VIII. — Fasc. IV, 18¢a.
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Les dérivées de A, et B, par rapport & z ou y introduiront deux
(uantités
A’= a”+Pcﬂ, B’:'—- b”’+'qc’,
en sorte que
dA] JE | a’
gz rc+ Az o
¢t de méme pour les autres dérivées.
On aura donc

AN _r  pRG 1 OM(
SRRz o\t Ay

A,( aD N\ A, Ol d | A, plt
+ A‘""T)T«Ti-)“?“'ﬁ oty ow
ou
a*H _ 1 cddal 2, pR’
HF=\RToaR) "t TD ™
1 ol A1 gD Ol A 0Nl
g AA-EaE e e
a1 s _pR a1l o + A o’
dedy TR~ R gy ~ D on\* T gy
A, D AN A, U A, g
+iﬁ("=+ﬁf @ F)"' v TE oy T
[ ¢ I
—.—(ﬁ 55 )+ L (Ayg+Byp)
.l S A OD AN B,
”'Bi’oT(A*B"*'A'B”)' o doan T ad

- — —

Al ¢ qR dh 1 Jtl + B, .
& TRTOK dy ~ Do )

+l$.( gD N\ JH B, 0’114» By g K
[T ondy)o. "D ardy T DR
A ¢ Ji aB s R
= (R “pa )ttt TR
1 dll B% JD 9l B2 otll
toa b mE e

Nous pouvons alors former la quantité

d’ll d*li cdil



SUR LES SYSTKMES TRIPLEMENT ORTHOGONAUX. 369

si nous remarguons que I'on a identiquement

Ar+Bs+ Ct=o,
nous pourrons écrire -

()= E‘%[zAA,p+(A.q +B,p)B +2CB,¢] .

1 dll
T A
+ (g3 55 — i [AAl +BA,B, + CB}].

[2AA,A,+(A,B, + B,A,)B + 2CB, B, ]

Le dernier crochet devient, en remplacant A, B, C par leurs va-
lenrs,

.—,@.-'_:T,IB.A:(I +¢*)— A{Bipg
+A,Bi(14+p*)— A{B,(1+¢%)
+ AIBipg — ABi(1+p*)|.

Il est donce nul identiquement.
Le premier crochet s’éerit

(2AA, +BB,)p+(A B+ 2B,C)q.
Le second
(2AA, +BB)A,+(AB+2B,0)B,.

Nous avons donc a calculer

2AA, + BB,
= i')"(c—l—'-?) [2A3B,(1+¢*)—2A,B} pg+Bi(1+ p*)— B, A% (1 + ¢*)|

B, : 2
= D(c-—z)[(A‘q- B,p)*+ Al+ B

B g
= b=l 9g—bpy+Al+DB]]
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et

2CB,+A,B
= pre—n [2A1Bpg—2A Bi(1+p)+ABi(1+p) = (144D A]]

—A, .
= ml(Acq——B,I))’.p A';’_*_ B:l

—A , , \ .
= ﬁzc—___':—)[(aq~bp)“+z\f+llf|.

L’équation A(1) = o devienl donc, en supprimant le facteur

(a'qg—b'py+ At + B?
D2 —23) ?

' Ro / i » 2
(11) —R—,(bpmaq)-f-li,%(A.,.I,,-I.._,.\,)::u.

Il reste donce & exprimer que cette équation (11) estidentiquenent
vérifice par tous les points du périsphéve représenté par les dqua-
tions (7). Nous avons a développer P'équation (11). Pour cela intro-
duisons la nouvelle fonction auxiliaire

2k =a?+ b0+ 2 — 2,
dont le choix sera justifi¢ ultéricurement
/l'/ — a’(l”"'*' ,'II'II+ ("/‘” - “’li”.
La valenr de D (8) devient ainsi

D=w(r—a)y+l(y—=b)y+e(s—ery+ RR-- 24,

ou. en posant

s —a=\.
)/-—-/I; \.
s —c=1,

D=aX<+UY+c"7l +RR" -2k,
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Les équations (7) et (11) s'écrivent aussi

(12) X+ Y?+Z'—-R*=o,
(13) aX+bY +cZ+RR =o,

| = X5 (@X + 0¥ + L+ RR — sk)R
(14) | o, ol

+ R? —EX(A,B. - B,A)=o.
Or

A B = B,A =(a"+ pe”)(U' + g¢') — (V" + gc" ) a' + pe')
=d'lV—al+ple—c'b)+q(a’c—a'c")

7/ IR R x /, r1n \ o /M
=a'l—al —Z(bc”—r:b()-—,z(‘ac——(n)

L équation (14) s'éerit done finalement

A R X=a Y@ X+ D"Y + ¢ L+RR —2k)+(Re'+R'Z)
(1) X [(@'lh —a ")l 4+ (b"¢ — b e )X+ ("a' — a"¢ )Y | =0,
ou, en développant,

' Rba | X2 —=al’R

Y24 a"UWR | 22 —da ‘ XY
— ar b/,Rr + l)/ b// ],{/
—a'c l{" YZ+ b R ZX + destermes

| . .
'du premier degré =o.

=

Mais on a identiquement, en vertu des équations (12) et (13),
Rla"(X?+72)~aa’R'\NY —a"Re YL =’ R*R + " RR? Y

ot
—Ral’'(Y+722)+ 0V RXY + e RXZ
=—al’R*R’ — H”RR?X.
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La somune des deux premiers membres de ces identités reproduit

Pensemible des termes du second degré de I'équation (15) qui, dévelop-
pée enticrement, devient, par suite,

R (a"l' - a' ")+ RR2a"Y — RR?’X — 2hkR' (VX - a'Y)
+RRR" (X -a'Y)+ Re'(a'V — a' )L
+Re (Ve - 0e)X +Re(c"a —a'e)Y =o.
Ajoutons au premier membre la quantité
R(a'V' —a'b)(a@X+ VY +¢Z +RR),
«qui est nulle, a cause de I'équation (13): il vient
@ RY(R*—e?—0*)~U"RX(R?~*—a*)+ RRR'(UX~a'Y) | o
—WRX(@d + ")+ dRY (¢ + V1) — 2kR (WX - @ Y) |~
e qui peut s'éerire

@' RY (=~ 2k +a?)+ V'RX(2k — ) — URX(a’a" +c'¢”)
+a@RY (¢ "+ V")-2kR(UX—a'Y)+RRR (I X—a'Y)

= 0,

ou enfin
(16) 2k(@RY —-UR'X~—d"RY + VRX)+ FR@Y —b'X)=o0.

Telle est I'équation qui doit étre identiquement vérifice en vertu des
¢quations (12) et (13). Au licu d’éliminer Z ct le paramétre A entre
ces trois ¢équations, ce qui est impossible, je vais éliminer X et Y ct
exprimer que 'équation résultante en Z ct A est identique. Mais je
remarque auparavant que I'équation (16) est une identité si

2h=a*+ 0?4+ ¢*— R2=0.

On a donc une premiére solution du probleme; mais cetle solution,
(ui justifie le choix de l'inconnue auxiliaire 2k, ne donne aucune sur-
face réclle. En effet, la condition 2k = o exprime que chaque sphére (5)
touche son enveloppe en un point-cercle. Cependant, au point de vue
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imaginaire, nous avons le théoréme suivant qui donne de I'équation (3)
une solution avec deux fonctions arbitraires :

Etant donnée une courbe gauche quelconque, si 'on méne une
séric de plans perpendiculaires aux tangentes de cette courbe tels
que le point de rencontre M d’une tangente avec le plan qui lui rst
perpendiculaire décrive une déceloppante de la courbe, et si dans
chacun de ces plans on méne les deux droites isotropes qui sc croi-
sent au point M, le licu de ces droiles sera une surface qui, par une
translation quelconque, engendrera une famille de Lamé.

Mais, dans ce cas, le systtme triplement orthogonal n’est pas com-
plété par deux familles distinctes de la premiére.

Je supposerai donc k différent de zéro : on tire des équations (13)
el (16)

en ]msam .
a=2k(aR' —a"R)+ Fa'R,

B=2k(UR—=VUR)+FIUR.
Portons les valeurs de X etde Y

. RR'+c'Z . RR 4+ ¢'Z
N=—agege Y=-3 77

dans I'¢quation (r2). Cette derniére équation devant étre identique-
ment vérifiée, quelles que soicnt les valeurs données i Z et & 4, le coef-
licient de Z2 doit étee nul, d'on la condition

(2 + 32 +(aa+ U'B)=o0.
Isn annulant le terme en Z et le terme tout connu, on trouve
RRe¢(a2+3)=0
(2 + B)R?— (@2 + U'f) = o.

ol

Si a? + [ n’est pas nul, il résulte nécessaircment de ces trois équa-
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tions les trois nouvelles conditions

R'=o,
c=o,
aa+ b'g =0,

dont la derniére résulte des deux précédentes. Done les surfaces-ca-
nal dont la directrice est une courbe plane située dans un plan per-
pendiculaire @ OZ répondent @ la question. Mais cette solution,
d'ailleurs évidente, n'est pas nouvelle : clle rentre dans les surfaces-
moulures précédemment trouvéces.

Si a® + 8 est nul, on doit poser, en s¢ hornant aux surfaces réefles,

¢ =o,

. B= o

ou
k(@R —a'R)+FaR=o,
2ak(VR—=V'R)+KFVR = o,

et ces conditions sont suffisantes,
Divisons les deux membres de la premiére équation par 2k’ R, de
la seconde par 2 k'R, il vient

RI a’ A.’
E — a-,' -+ 2—‘ = 0,
('7) ) [{l b'l kl
RO TR YF
d’ons
a’ o
- = 5
a = ml',
a=mb+n,

m et n étant deux constantes. Ainsi la courbe directrice du périsphére
doit étre située dans un plan paralléle 4 la translation : je supposerai
que ce plan soit le plan ZOx

b=o.
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I.’équation (17) donne ensuite

logR — loga’ + logyk = log =~
Va

ou

R 2k = ma,
m étant une constante arbitraire. Elevons au carré, il vient
(18) R?(a’*+ ¢*—R*) =m?a’.

Ainsi nous obtiendrons des solutions du probléme proposé de la
maniére suivante :

Décrivons dans un plan paralléle ¢ O 5 une courbe arbitraire, et,
de tous les points de cette courbe comme centres, décrivons des
sphéres dont le rayon sera déterminé en fonction des coordonnées
du centre par Uéquation (18). Ces sphéres enveloppent une surface
qui, par translation paralléle ¢ Os, engendrera une famille dr
Lamé.

L’équation (18) est susceptible d’une interprétation géométrique.
Posons

R? = 4,
d’ol
2RR' = v
1.’équation (18) devient
(19) (@*+c*)u— %f =m’a’,

et la section de la surface par le plan 30z résulte de I'élimination de A
entre les deux équations

(x—a)y+(GE—c)}=u,
20’ (t — a) +2¢'(z—c)+ u=o.

La premiére de ces deux équations est celle d’une circonférence; la
seconde est celle de la corde de contact de la circonférence avec son

Journ. de Math. (4* série), tome VIIL — Fasc. IV, 1892, 49
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enveloppe. Soit ¢ la distance de cette corde au centre de la circonfé-
rence, on a
u's

Pl
fatx ¢y’

—
—_—

[\ J]

et 'équation (19) peut s'écrire

2

' 3 __ 2 _ &
(30) u 8 = I (’;,',_’,'—}:-Z.T"

Soit 6 'angle que fait avec Ox la tangente cn M a la courbe diree-
trice du périsphére, PQ lc rayon de la ligne de courbure cireulaire
correspondant au point M : nous aurons

J—1 )
PQ =u- 24,

2 at
cos?l) = d;:f——(:"-”

d'oti, en portant ces valeurs dans I'équation (26).
PQ = m cos;

or, soient T le point de rencontre de O 5 avee la tangente M1, S celui

de Oz avec la paralléle & MT menée par le point (), on voit que

PQ = ST cos!.
Donc '
' ST = m.
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Nous pouvons enfin énoncer le théoréme suivant :

Si les eylindres de révolution, qui ont pour bases les diserses
lignes de courbure circulaires d’un périsphére symétrique, inter-
ceptent une longucur constante sur une droite A du plan de symé-
trie du périsphére, ce périsphére engendrera une famille de Lane
par une translation paralléle a la droite A.

Il y a intérét & montrer qu'on peut avoir des solutions réelles :
pour cela récrivons I'équation (19) en prenant @ comme variable in-

dépendante

(21) u?— 41+ c*)u+ qm*—o.
Cette équation admettra lintégrale

u=2am,
s1

l+c'==f-l~
a

C.ette dernicre équation admet comme intégrale
I’; ) /;""‘"""
122) 4:==-—a\/;—-1 +marct_ang\/; — 1 + const,

Lia courbe qui représente cette équation a évidemment une partic
réclle qui correspond aux valeurs de @ comprises entre o et . La va-
leur de « correspondante est positive, donc le rayon est réel. Entin,
les lignes de courbure circulaires sont réelles et jajouterai méme que
leur plan coupe toujours le périsphére sous I'angle de 45°.

J'ai donc déterminé tous les périsphéres réels répondant a Ia ques-
tion : il reste & dire quelques mots des surfaces imaginaires pour les-

quelles
«?+ 32 =o.
Il en résulte

aa+008= 0.

Si done on prend

a=is  (i=y7),
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on aura aussi
‘=l

a=1ib+h,

ct cette derniére condition nécessaire est aussi suffisante, comme il
est facile de s’en assurer. Donc les périsphéres symétriques, par rap-
port a un plan isotrope, engendrent aussi par translation une famille
de Lamé. Cette derniére solution comporte deux fonctions arbitraires,
puisque la direction plane et la loi de variation du rayon de la sphére
sont arbitraires.

Reprenons le cas des surfaces réelles pour compléter le systéme tri-
plement orthogonal; le probléme, comme on le verra, s'achéve par
des quadratures. La famille de Lam¢, que nous venons de déterminer,
s'obtient en ¢liminant un paramétre variable A entre les deux équa-
tions

(2%) (e —ay+y'+(s—u-—-c)y =13
(2%

<

) d(r—a)y+e(s—u—c)+ RR =o,

dans lesquelles nous avons introduit un nouvean paramétre u dont la
variation entrainera le déplacement du périsphére parallélement a O s.
Il convient aussi de réerire I'équation de condition entre les fonctions
donnces

(26) R(a*+ ¢? - R?) — m*a? = 0.

Toutes les surfaces d’une des deux autres familles couperont la pre-
miére suivant unc premiére famille de lignes de courbure, par exemple,
suivant les lignes de courbure circulaires, ct, par conséquent, seront
aussi des périsphéres. Ce sont celles-la que je vais dabord déter-
miner.

Soit

(26) (r—ap+)y?+(s—%) —p=0

une des sphéres enveloppées de ce nouveau périsphére. Cette sphére
devra contenir le cercle (23), (24) et de plus couper & angle droit la
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sphere (23), ce qui donne les conditions

a=a+as,
v = u+c+ 'S,
=(a?+¢?)5? + 2RR'S + R?,
—a)l +(u+ec—v)Y=+R
Dans ces équations, S est une nouvelle variable. On en tire

R
-/

;R , R
L=ad—a R *{=u+c-c |—{-"

S =

(alg -+ 't RI’)RQ mza!z

(27) { #'= R = TR

—
P
~

o

Je vais maintenant considérer le paramétre # comme une fonction
de A et assujettir la sphérc (26) 4 toucher son enveloppe précisément
suivant le cercle qui a pour ¢équations les équations (23) et (24). 1l
suffit pour cela que les deux plans de contact des sphéres (23) et (20)

avee leurs enveloppes coincident, c’est-a-dire que

az' o — ¥
= aa "F¢(u+c¢) —RR'

Or
=d+Sa'+a'¥,
V=u'+c¢ +8c¢"+ Y.
La premiére des deux conditions précédentes devient donc

| " o'
b 75-‘-&7

S

a

Y

ou

u = a"c’— a'c" § = aec—a'c R '

(+8) o[,
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en posant

"- I, " LN
c—ame R
‘29) ", —= /‘ q—-c—'“-,—f'-—t’ = d.,

!
J a [

Quant & la seconde condition, il est facile de voir qu'elle est une
conséqquence de la premiére si Pon a bien soin de prendre

. _ ma
FTR
Done la seconde famille de Lamé du systéme triplement orthogonal
sera déterminée par les équations

(30) (=2 eyt (5 -y o) -t 0,

(31) 2(r—a)+y(s—vy—0v)+s5 -0,

ol nous avons mis en évidence la constante ¢ dont la variation entrai-
nera le déplacement de la surface parallélementa O . Les fonetions a,
v el ¢ sont déterminées par les équations (27), (28) et (29).

Remarque. — On tive des équations précédentes

., o/
a = -- .
m

-l
‘- ‘Jl‘ "

7
am

R maz',

— radd
.

4
d’oi
. ’ ,of rz I{" " "w , 33 ” l'!’
R¥a?+ ¢ — R - nita? = w[p-(a"-&-';"-'-— Fy—mtaF |,

ol
.12 [
¢

Or le premier membre de cette égalité est nul en vertu de Féqua-
tion (25); donc le second I'est, ct 'on a

prat+ v — g2y~ mtai=o0,

équation qui joue dans la seconde famille le méme role que Péqua-



SUR LES SYSTEMES TRIPLEMENT ORTHOGONAUX. 381
tion (25)dans la premiére. Il faut remarquer que la méme constante
figure dans les deux cas, ce que l'interprétation géométrique (25)
ou (18), donnée plus haut, permettait de prévoir.

Il nous reste enfin & définir la troisieme famille de surfaces. Soit

w=f(e,y,3)

I'équation de cette famille. Si « ct v sont les paramdtres directeurs des
deux autres familles, on doit avoir, comme on sait,

. Jdu ow du Jw du dw
(32) dwde Ty T EE ="
(13 ) v Jw dv dw  dv dw —o

dror Tyt

Mais il est évidenl que toute surface de la troisieme famille doi
pouvoir, par une translation paralléle a O 3, engendrer la famille com-
plete; done o

w=3s45(r,y)

et
dw ]
a3
] . . a9 dw dw .
Alors les équations (32) et (33) feront connaitre 0 oy et Fon

obtiendra w en intégrant une différenticlle totale. Effectuons le caleul :
j’at d’abord besoin d’avoirz-—-: et %; pour cela, je différentic totale-

ment |'équation (23), ce qui donne, en tenant compte de I'équation (24),

(r—ayde +ydy+(s—u —e)ds — duy== o,
Donc o ‘

Ju Lr—a

v r-e
dr  s—-u—c¢

due ¥
dy ~ s—u=¢
Ju

=1I.

Js
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De méme
o0 r—n
9z " z—v—1

o _ Y
oy  z—v¢—v
oy

==

et les équations qui déterminent w deviennent

dw . dw
(;c—a)7)%+y—‘)—;+:—u——c=(»,

\ oW dw e e
(r—a)5- +tygy i -v=0
d’en
0w _v+y—u—c dv __(s—¢—q)(r-—a)—=(s—u -¢)(s ~2)
oz a—=z dy y(a—z) ’
w__a(v+n)—aluro)r(ute—v—)2+(a—a)s
ay yla—1) N '
Or
=a+a’S,
V+y=u+c+c'S:
donc
w_ _¢
or — _ d’
dw __ a(u4+c+c'SY—(a+a'S)(u+c)—-¢e'Sr+-a'Ss
dy —d'Sy ’
ow __d(u+c)—ad+dx—a's d(z—a)—-d(s—u—c)
ay a'y - dy”
e d(x—~a)—a(s—u—c) , _
dw =— =dz + a7y dy +ds.

dw est une différentielle exacte, comme un intéressant calcul permet-
trait de le vérifier. Mais on sait que, si deux familles de surfaces se
coupent & angle droit suivant leurs lignes de courbure, clles font partie
d’un systéme triplement orthogonal et la troisitme famille existe. La
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vérification est donc inutile et 'on a

w=73+ 3(,y),

('=3+‘/‘[-g’,d'”+b"(J:——(t)—-a'(:,-.-u.__‘_.)dy],
a

a'y

ou, en tenant compte de I'équation (24 ),

R ¢ (a*+ ') (x — a)+ ad' RV
W=z f[— '-;;(,l.c + - Y 1ly].

Dans cette égalité, A est considéré comme une fonction de « et de y,

définie par les équations (23) et (24). Le probléme est donc entiére-
ment résolu.
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