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SUR LE DEVELOPPEMENT DE L’EXPRESSION [R?—aRrcosy+r2|~'. 55

Sur le développement de Uecxpression

}R? — 2Rr[cosu cosu’ cos(r — ') + sinusine cos(y — y' )] + 72"

Pir M. T.-J. STIELTJES.

l. La théorie du potenticl a ¢été étendue & un nombre quelconque
de variables par Green. Dans le cas de quatre variables il faut consi-
dérer 'expression

) 1
() T= (By— Y1) (La— e P+ (L3 — §5 ) (v, — ), )?

(jui satisfait a I'’équation différentielle

aT T T T

() =Tt T T
Posons
£y =I'COS U COS, y=Rcosu' cos..’,
R g Ly = I"'COSU SINX, y.= Rcosu sinx’,
5 'x3= 1'sin cosy, y3= Rsinu' cosy’,
| 2, = rsinu siny,  y,= Rsinu'siny’,
on aura
(4) T= !

R*— aRrcoso + r?
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ol
(5) cosy=cosucosu’ cos(x — x’) + sinusinu cos(y — y').

En développant T suivant les puissances croissantes de r, il vient

'.II

((')) T:ivn_.

Rn +2

lei V,= ﬂ;:"%)—?- cst un palynéme du degré n en cosp, dont on

trouve I'expression en écrivant d’abord

™ __ 1 . N r* (2R cos¢ — r)”
[= R:— r(2Rcose —r) _2 R2n-? ’
o
et en cherchant ensuite le coefficient de 7,
T siin(n-i-llg
‘ \"_ sing
L}
. o n—i o \—2 (n—2a)(n—3) -\tt-
( =(2c0s3 )" — " (2c0s3)" e (2008p)"* —. ...

En introduisant ici au licu de cosp sa valeur (5), V, deviendra un
polyndme du degré n en cos(xr — z') ¢t cos{y — y') qu'on pourra
développer suivant les cosinus des multiples de v — . et y» — ). (Tes
ce développement que nous nous proposons d obtenir.

2. Cherchons d’abord la transformée de I'équation différentielle (2)
aprés Pintroduction des nouvelles variables 7, u, .z, y.
Les relations (3) donnent facilement

A + dil + dx + dot = dr* + 2 du® + r*cos* u d.e? + r?sin* u dy*

et de la on conclut, d’aprés un théoréme bien connu de Jacobi,

0 [ 5. OT\ . 0 [ . T
5"_(’ sSIucosu E‘) -+ % (l simmu cosu Iﬁ)

J (. oT J (. aTy __
+ﬁ(1tangu-ﬁ)+(—ﬁ(1cotu5;)_o

.
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ou bien
[ T oT T
2 7 v —_—
3 ! ! or: + 3 or du®
) T . T 1T

+2cot2u — +

—— a5 3 = 0.
du ' costu dr* = sin*u dy?

En introduisant maintenant au lieu de T le développement (6), on
obtient pour V, la relation

2\
v, + 2cola2u LAl
(‘)) Ju? du
. 1 9V, 1 'V, , _
' costu drt sinfu dy? +n(n+ ’)')V" =0

(Pest cclle équation différentielle linéaire qui permet d'obtenir faci-
lement le développement cherché de 'V, suivant les cosinus des multi-
n
plesde .x — &' et de y — y'.

o. On reconnail sans peine, par I'inspection des formules (5) et
(7), que ce développement se compose d'une série de termes

Cceosi(w — &')cosh(y — y'),
ol 1, k sont des entiers tels que n— ¢ — A cst pair ¢t non négatif.
I‘nsuite on voit que le coefficient C est divisible par
(cosucosu') (sinwsinw )

cL que le quotient est un polyndme en sinw etsin?e’.
Nous posons

(10) V, = }: Elﬁl{zkcosi(x — x')cosk(y — y'),
i &

avee cette convention que, lorsque 'un des indices ¢, k est égal & zéro,
il faudra remplacer le coefficient 4 par 2, ct, lorsque i = k = o (¢
qui n'arrive que lorsque n est pair), il faudra remplacer 4 par 1.

Lin introduisant le développement (10) dans I'équation différen-
Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. I, 188g. 8
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tielle (), on obtient pour R}, I'équation différenticlle

R, dR?, R
i 9 92) — -_— = 0.
(11) o+ 2cot2u — +n(n+2)— —a = = | R,
I‘n posant maintenant
R}, = cos‘usin*u §;,,
87, sera un polyndme entier cn
[ =sin*u
et I'équation (11) nous donne
N (lj ;lk ‘Il
(2) (( =) —5 +]¥ — a8, = o,
i+hk—n
\ "
2
) g@_c—i—/.-f-n-f-»
= ——————
' a
=h+1

On en conclut
Siy= C3(2, 3, y.sin*u);

« cn cflet est un nombre entier négatif, en sorte que la sévie hyper-
géométrique se réduit a un polyndme.
D’apreés cela, on doit avoir

Rf,= Ccos‘usin*u 3 (a,B,v,sin*«),

(. étant indépendant de u. Mais il est clair que le coeflicient R, est
svmétrique cn « el «'; donc

\ R, = ¢}, (cosucosu') (sinusinu’ )

(li’l) ' ’,(a, 3, Y sin u) 3’(1, 3, Sl[l {4 ),

¢! ¢tant un coefficient numérique qu'il reste a déterminer.



SUR LE DEVELOPPEMENT DE L'EXPRESSION [R*—aRrcosg+r2|-'. 59

.

4. Pour cela, posons u = #'; on aura

cosp =(1—1)cos(ic — ')+ Lcos(y — y'),
= (= O 5 (2, By 0),

el, a cause de { + k — 2a = n, le coefficient de  dans R}, st

(_,)iczh[?(?+l)...(p_.«_,)]z‘

We+n...(f—2—1)

Mais, d’autre part, d’aprés la formule (7), le coefficient de * dans 'V,
est

a"] cos(y — ') — cos(x — &))"

in posant donc pour simplifier ' = =, " = 0, on doit avoir

(15)

2
] cosiccoshy.

\' 24(cosx + cosy )"
f A |yl (Y= a =)

S pen [BBAD. .. (B2
PRLA

i
Mais le développement de
2" (cos.c + cosy )"
se trouve directement sans difficulté, et le résultat est

[ 2" (COST - Ccosy )t

li(n)M(n) ,
Focosir cosky.

(16) <' =Z;4H(n_:_k)n(,¢+i+A~>H<n—:+k)II<n+i—)

Lia comparaison de ces formules (15) et (16) donne la valeur cher-

chée de ¢!,
n—i+k n+i+k
. oe=EHneE)
(17) Cik= P

(=5 T (5 nconey

5. Voici maintenant comment on obtient le développement (16).
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On a d’abord

2"(cosx + cosy ) = 2 (r)r(2c08.2)"~"(2¢08y)

cn posanl

_n(n—n) .. (n—r+1) (n)
(r)r= YT = Wi =7

¢t comme on a, d'autre part,

1
(2cos.c )= S a(n),_,cosrs,
2
. :

il vient
. \NA N\ .
w(eost +eosy Y = B B I 4 = 1),_,_ (), _yeosiceosky,
roi k T T
el, en éerivant

A NN .
a"(cos.c + cosy ) = ¥ ¥ jef,cosixcosky,
i k
on aura
c;l‘lr = E (’” )I'(n - ].)n—-r—i("‘)/'— Ay
- S S

otl
r=k, k42, h+4 ..., n—1i

i—hk

< . N —
Soit —-

r— /l “ . ¢ e .
=m, -— =sil'expression précédente devient
m

el = z (Mgeas(n =k — 28) 0 (k + 25),.
[

Mais on voit facilement ue

(1) iras(—k — 28V (k + 28);=(n)m(m) (1t — 1 )

=(n)p(m)(n—m), k-
donc

49:.{,‘:_- (”.)ml(’"’)o (” - ”?)nwn-k""("")l("’ - 'n)n-m—-lc—l +... l
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ou
c:{k = (n)m("')a—m-k?

ce qui fournit le développement (16).
On voit que ¢}, est le produit de deux coefficients binomiaux, il en
est de méme de
cr=(n—=my(n—m—1i).

6. Voici donc le résultat de cette analyse :

{R2 — 2Rr[cosucosu cos(x — &) + sinusing' cos(y -~ y' )|+ r*{~

®
. 7 re
=3 V. o

n Ru2’
0
’ ’ " . . . ’
V.= X ici(cosucosu Y (sinusinu )
i k

< F(a, By vy, sintu)F(a, B, y,sin?a’ ) cosi(w — &) cosh(y — y'),
i+hk—n
—_—

{4+hk+n+a
= ————

4
()

| ] | (s
H('l—;—k>H("—‘—;‘_/‘.)U(/\‘)ll(/{)

M. Tisserand a obtenu d’abord, dans le tome LXXXIX des Comptes
rendus des séances de I’ Académie des Sciences, ce vésultat, qu’en
sin(n +1)3

siny

posant dans I'cxpression

€0s9 = €0s’ U COST + sin*u cosy

ct en développant suivant les cosinus des multiples de « ct de y, le
coefficient de cosix cosky est égal &

¢} cos*usin®*u F2(a, B, v, sin?u).
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Mais la découverte de ce heau résultat a été extrémement labo-

rieuse, comme on peut le voir par I'analyse compliquéc par laquelle
M. Tisserand a démontré son résultat.

En réfléchissant sur cette belle formule, nous avons observé d’abord
qu’en posant

COSQ == COS U COS U’ COST —+ Sin U Sin &’ cos)’,

les coefficients devenaient des produits de fonctions analogues en «
et &', et nous avons trouvé ensuite dans l'extension de la théorie du
potentiel au cas de quatre variables 'origine vraie de cette formule.
Nous observons qu’un point essenticl de notre analyse consiste dans
ce changement de variables
X, = rcosucosx,
T, =rcosusinz,
x,= rsinucosy,
Z,= rsinusiny-.
Green, Jacobi et d’autres géometres qui se sont occupés de cette
extension de la théorie du potentiel ont introduit d'une autre maniére
des variables analogues aux coordonnées polaires, en posant
x,=rcos0,,
xz,=rsin0, cos0,,
z,=rsinb, sinf, cosl,,
z, = rsin{, sinf, sinf,.

7. Nl est clair que notre analyse est parfaitement analogue 4 celle
de Laplace concernantla fonction

X, (cos cost’ + sinf sinb’ cosgp).

Il serait facile de poursuivre cette analogie et d’arriver, par cxemple,
au développement

(18) 5(“73""}/):22(”)3 '
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o

wld

P b o B AL . LA L sin(nR+1)% 5,
([9) A(R = —;—ﬂz— / sInu, cosu, (llll [ [ 3([[“‘[”)/')_—-—-——-———‘({.14 (I) e
|.~o L5

f Jy s
cosy = cosucosu, cos(x — x,) + sinusinu, cos(y — y ),

3(uyx,y) étant une fonction arbitraire continue, donnée pour les
valeurs

0<((<Z»

o ras,
oLy <L 2T,

F(o,&,y) csl indépendant de y,

et telle que

& C—:,J:, y) est indépendant de .,

F(u,0,))=%u,2%,y),
F(u,r,0)=F(u,r;2m).

Mais, au licu d'insister sur ce sujet, nous croyons étre plus utile en
appelant I'attention sur quelques autres formules.

8. Soit
V,= cosng, cosy =&,

V, est un polynome du degré 2 en ., et

] LAy, dy,
(20) (L—u?) 5t =, + 1V, =o.

In posant
& = cos?u + sin?u cosy,

on trouve
%)uf = 2sinu cosu(cos:{, —1) .‘fd‘_if ,
~'0(¥q;" = — sin*usin{ %,
%’-u—v," = 4sin®ucos®u(cosy — 1)* d(;;,," + 2c6s2u(cos:{; —1) ’fl‘;ﬂ,
v,

. . av . dv
= Yusin?y ——= — 2 i peliLOn
gy = sin‘usin ¢ Ja S u cos?Y a2
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I“n substituant ces valeurs dans l'expression

d*V n
+p o

du’

et en déterminant « et § parla condition que le coefficient (]o 2 <ol
¢gal & 1 — 2, on obtient
AW 1 o'y,
4 odu? sinfu 0yt
— 2 arv ! t ' IR 8! d\ "
=(1— #?) 55 — - (cos2u + cosp — coszucosy| -~
¢l ensuite
LoV Ay 19V, V., dV
79w timie o T femueese o =) @ — T
done, d’apreés (20),
P 1 9*V, 1 9V, ! av, —
(21) I + snta o0y? asinaw du =0

Mais il est clair qu'on peut développer V, suivant les cosinus des
multiples de ¢ et en posant

14
(22) V,= Y 2R/cosiy, [=0,1,2y ... 0.

i
On trouve, cn portant ce développement dans I'équation (21),

1R 1 R
4 dut T asinau ou +(

sint u) Ri=o

ou, en posant R} = (sinz)*SY, sinu =1,

(23) t(x t) dt* +(2H—1)(1 ) +(n’-—-z’)S"_.o,
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d’ot1 'on conclut
S!=CF( —n, i+ n, 20 +1,1)
et _
R!= C(sinu)*%(i — n, i +n, 20 +1, sin®w).

La détermination de Ia constante numérique C s’effectuc encore

sans difficult¢ en comparant les coefficients de ¢” dans la formule (22).
On obtient ainsi le résultat

‘ cosp = cos?u + sin*z cos Y,
oM i—a) g
’ SR = E —— u
(24) (cosng=n 2“(”_l)u(u)sm 17/
i

X F(i — ny i +n, 20 +1, sin*u) cosi.
9. On doit 4 Hansen un résultat analogue qu'il sera bon de vappeler
1ci
- X, (cos*ucosx + sin*ucosy)

’ ’ . .

(23) - =Z Z bc;cos* usin®u
i &
XF(+k—n,i+k+n+1,2k+1,sinu)cosiccosky.

L’analyse de Hansen est trés compliquée, mais M. Tisserand a fait
voir (Comptes rendus, t. XCVIL, p. 815) qu'on peut obtenir cctte

formule d’une maniére analogue & celle qui vient de nous donner le
resultat (24).

Mais, quoiqu’on parvienne ainsi d’unc manicre ¢légante i établir
ces formules (24), (25), il nous semble pourtant que la véritable ori-
gine analytique de ces formules ct des expressions

cos®u + sin®u cos,
cos® u cosx + sin*u cosy
reste & trouver. Est-il possible d’arriver & ces résultats par une théorie

analogue & celle du potentiel? Clest la une question que nous avons
cru utile de poser au moins.

— —
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