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Sur le développement de l'expression 

j R2 — 2 R/· [costt cos«' COS(J? — .u') H- sin usina co s(y -/')]-+-/·* j""1: 

PAR M. T.-J. STIELTJES. 

I. La théorie du potentiel a été étendue à un nombre quelconque 
de variables par Green. Dans le cas de quatre variables il faut consi-
dérer l'expression 

'p ï ~~ L*! — /l)S4-(^S — 7Î)SH-(^3 — /3 )'-+-( A — .) x)* 

qui satisfait à l'équation différentielle 

dx\ dx\ dx\ °* . v d'T d*T d*T dlT 

Posons 
. χ

χ
 = /-cos u cos χ, yK = R COSÎ/'COS^·', 

) x2 = rcosu sinx, = Rcos*/' sinj?', 
(3) 

i = /· sin u cosy y y3 = R sin u cos/, 
! aq = r sin m sin/, /

4
 = R sin M' sin/', 

on aura 

(4) ^ R1— aHr cos® -+- r* 
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OÙ 

( > ) cos ο = cos u cos υ! cos (x — sin«sintt'cos(y — y'). 

Ln développant Τ suivant les puissances croissantes de /·, il vient 

<<·>,> τ = 2ν„^. 
0 

Ici V„= S>n

^sino
 cst un

 P^y
nômc du degré n en cos<p, dont on 

trouve l'expression en écrivant d'abord 

R*—/(a H cos ο — r) Zà Rlrt+î ' RP ι ^rw"(aRcos©— r)" 

et en cherchant ensuite le coefficient de /·", 

( Y — s'n H-i)y sin 
< " ) < 

= (aCOS9)" 1— (2COS9)"~--f- pL- ( 2COS9)w"4 — 

En introduisant ici au lieu de cos^ sa valeur (5), V
w
 deviendra un 

polynôme du degré n en cos(.r — x') et cos(^ — y') qu'on pourra 
développer suivant les cosinus des multiples de χ — χ' et y — y'. C'est 
ce développement que nous nous proposons d'obtenir. 

2. Cherchons d'abord la transformée de l'équation différentielle (2) 
après l'introduction des nouvelles variables /·, «, .r, y. 

Les relations (3) donnent facilement 

<lx~
K
 -+- dx\ -h dx'l 4- dx\ = dr2 -h r2du2 + / ''cos2 u dx2 H- / ''sin2 u dy-

el de là on conclut, d'après un théorème bien connu de Jacobi, 

0 ( 3 . dT\ , d ( . <rr\ ( rz sin u cos u ( r sin « cos u 1 

+
 Τχ

 (,■ tangu
 Τχ

j +
 Ty

 [r colu ̂ ) = ο 
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ou bien 

<») 
r2d2T + 3rdT + d2T 

+ 2cot2uGt + cos2u dx2 + sin2u dy2 = 0. 

En introduisant maintenant au lieu de Τ le développement (G), on 
obtient pour V

n
 la relation 

(!>) 
g2Vn + 2cot2uGVn 

+ c-ok + "(" + 2)V"= °· 

( l'est celle équation différentielle linéaire qui permet d'obtenir faci-
lement le développement cherché de \

M
 suivant les cosinus des multi-

ples de χ — x' et de^x — y'. 

5. On reconnaît sans peine, par l'inspection des formules (5) et 
(7), que ce développement se compose d'une série de termes 

Ccos/(^ — x' )eosk(y — y'), 

où /, k sont des entiers tels que n— i — k est pair et non négatif. 
Ensuite on voit que le coefficient C est divisible par 

(cos u cos u y ( sin u sin u' )* 

et que le quotient est un polynôme en sin2m etsin2w'. 
Nous posons 

(10) V„ = 2 2 Hi^cosj'^ - x )eosli(y -/), 
ι k 

avec cette convention que, lorsque l'un des indices t, k est égal à zéro, 
il faudra remplacer le coefficient 4 par 2, et, lorsque i = A" = ο (ce 
qui n'arrive que lorsque η est pair), il faudra remplacer 4 par ι. 

En introduisant le développement (io) dans l'équation différen-
Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. I, 1889. d 
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tiellc (c)), on obtient pour \\"h l'cquation différentielle 

(11) d2Rnk + 2cot2u dRnk + [n(n+2) — cos2u — sin2u] Rnk = 0. 

Kn posant maintenant 

U|'A = cos'// sin*// S;A, 

S"A sera un polynôme entier en 

/ = sin2 u 

et ré<|ualion (ri) nous donne 

(12) t(I — t)d2Snk + Iy — (x + B + I) |dSnk — xBSnk = 0, 

x = i + k — n, 

B = i + K + n + 2, 

γ = λ -hi. 
On en conclut 

Sak= γ.sin3#/); 

α en effet est un nombre entier négatif, en sorte que la série hyper-
géométrique se réduit à un polynôme. 

D'après cela, 011 doit avoir 

R"A = C cos'u sin*// J(a, β, γ, sin2 //), 

Ο étant indépendant de u. Mais il est clair que le coefficient R", esl 
symétrique en u et //'; donc 

04) 
ll"A = c"A (cos // cos u' y (sin // sin u )* 

X J(a, β, γ, sin3//) ̂ (α, β, γ, sin2//'), 

c''A étant un coefficient numérique qu'il reste à déterminer. 
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4. Pour cela, posons u = u' ; on aura 

cos^ = (ι — /)cos(a: — .x·') -f- fcos(/ —/'), 

R".A= <»(' - β> 0> 

et, à cause de / + A — 2α = η, le coefficient de /" dans R"A est 

V ; 7,Χ·[_ν(γΗ-,)...(γ —a— ,) J / ,V>» Γβ(Β-Μ)...(Ρ~«-ι)Ί-

Mais, d'autre part, d'après la formule (7), le coefficient de t" dans V
0 

est 
2"|cos(/ — /') — cos(x — ·**')]". 

En posant donc pour simplifier χ = π, /' = ο, on doit avoir 

. a"(cosx -f- cos/)" 

05) j =2'2'''<4Sî
,
')--ÏÏ?^^0'

cos
'
xcosA

''
k

· 

Mais le développement de 

2" (COSX -}- COS/)" 

se trouve directement sans difficulté, et le résultat est 

; '^(COS#-τ-COS^)" 

(16). r 1 Γί(Λ)Πίη) . 05) j =2'2'''<4Sî,')--ÏÏ?^^0'cos'xcosA''k· 

La comparaison de ces formules (i5) et (16) donne la valeur cher-
chée de c"ik 

(17). r 1 Γί(Λ)Πίη) . 05) j =2'2'''<4Sî,')--ÏÏ?^^0'cos'xcosA''k· 

5. Voici maintenant comment on obtient le développement (16). 
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Οι» a d'abord 

2"(cosx· -+- cos y)" — 2 (//),.( 2 cos.r)''-''(2 cos^* V", 

en posant 

— 1.2.../· — ΐί(Τ)Ίΐ (η —Τ) ' ( tt ^ η ( η — ι ). .. ( η — /· -f-1 ) If ( η ) 

cl comme 011 a, d'autre pari, 

(2cos./;y = ^ a(/()M_>.cos/·?, 2 

il VICIll 

2"('cos.r -+- eosj')" = ΣΣΣ 4(//)r(// - ./('·U^cosîVcos/·/, 

cl, eu écrivant 

2"(eos.r-H cosy)" = 2 2 .'|c£
A
cosf\*: coaky, 

i A 

011 aura 

c7,*=2 )r^;i ~ 2 2 k 2 

où 
/' — /»*, fi -+- 2, /»" 4, · · », '» — l· 

Soit -——- = ///, ' =.ç; l'expression précédente devient 

//* 

<*=2 (")*«-«('* ~~ * ~ ■+■ 25Λ· 
ο 

Mais on voit facilement que 

(u)*n'(n — k - 2·¥.)«-ι(* H" 2i), = (n)
m
(m)

t
(/i — //«;*«., 

= (/< )«,(»*),(/1 — mn-m-k-s 
donc 

(u)*n'(n — k - 2·¥.)«-ι(* H" 2i), = (n)m(m)t(/i — //«;*«., 
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Oil 
ci,k — \fO"i\fwn—tn-ki 

ce qui fournit le développement (16). 
On voit que e"k

 est le produit de deux coefficients binomiaux, il en 
est de même de 

C'U = (/* — »»)*(" - m— ι)
k

. 

6. Voici donc le résultat de cette analyse : 

j Ra — 2Ur[cos//cosi/'cos(.r — χ') -h sin//sin//' cos(y — y')\ »Λ S"' 

— V V rn Rn+2 

V
w
 = V V \ c"k(cos// cos u' )'(sin u sin //' )k 

1 k 
χ i(a, β, γ, sin2//) j(«, β, γ, sin2;/') cos/(.r — χ') eos/»(y —y' )· 

α = » i -+- k — η 2 

β i -Η k + m + s 

γ = k -+· ι, 

α = » i -+- k — η 3 2 k k n+ i 

M. Tisserand a obtenu d'abord, dans le tome LXXX1X des Comptes 
rendus des séances de l'Académie des Sciences, ec résultat, qu'en 

posant dans 1 expression — . ^ ' > 

cos^p = cos2 u cosx 4- sin2 u cosy 

et en développant suivant les cosinus des multiples de χ et de y, le 
coefficient de cosix cosAy est égal à 

4c"*cos2'zzsin2Ar//c?2(a, β, γ, sin2//). 
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Mais la découverte de ce beau résultat a été extrêmement labo-
rieuse, comme on peut le voir par l'analyse compliquée par laquelle 
M. Tisserand a démontré son résultat. 

En réfléchissant sur cette belle formule, nous avons observé d'abord 
qu'en posant 

cosç = cos u cos υ! cos χ -h sin κ sin α' cosy, 

les coefficients devenaient des produits de fonctions analogues en u 
et u', et nous avons trouvé ensuite dans l'extension de la théorie du 
potentiel au cas de quatre variables l'origine vraie de cette formule. 

Nous observons qu'un point essentiel de notre analyse consiste dans 
ce changement de variables 

xx = rcosMcosa?, 
x2 = rcos //sin xt 

x
3
 = r sin u cosy, 

x
k
 = r sin u shy)*. 

Green, Jacobi et d'autres géomètres qui se sont occupés de cette 
extension de la théorie du potentiel ont introduit d'une autre manière 
des variables analogues aux coordonnées polaires, en posant 

xt = r cos G,, 
x2 == rsinO, COSG2, 

a?, = r sin θ ι sin0
2
 cos0

3
, 

xs = rsin04 sinO, sin03. 

7. 11 est clair que notre analyse est parfaitement analogue à celle 
de Laplace concernant la fonction 

X
rt
 (cos θ cos θ' Η- sin θ sin θ' cos <ρ ). 

Il serait facile de poursuivre cette analogie et d'arriver, par exemple, 
au développement 

(18) £(Μι®)7) = 2Ζί"1' 0 
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OÙ 

(19) Ζ'"' = ~T {' sinii, cos«, du, f" y,)8'"(
 " * '

)f
d.i·, dr„ 

cos^ = cosu cos 11, cos(^· — «z*| ) —j— sin 11 sin //
(
 cos(y — /,), 

ti{u,jc,y) étant une fonction arbitraire continue, donnée pour les 
valeurs 

ο < u < 27:, 

ο < ./: < 27:, 
<></<27:, 

et telle que 
,i(n,u:,y) est indépendant de y, 

& cst indépendant de z·, 

j(u,o,y) = ri(u,iT.,y), 
J(//, Λ·, 0)= JL'y 27t). 

Mais, au lieu d'insister sur ce sujet, nous croyons être plus utile en 
appelant l'attention sur quelques autres formules. 

8. Soit 
ΥΛ = cos/ιφ, cos ο = x 

\ „ est un polynôme du degré η en .r, et 

( *» ( ' - -3*-* dx + "V» = °-
Kn posant 

x = cos2 u -+- sin2 u cos ψ, 
on trouve 

Vn du= 2 sin m cos // (cosψ — ι ) , 

(ίψ τ du: ύ\'η · 2 · , d\„ 

= \ sin2 u cos2 «(cos ψ — ι y -f- 2cos2//(eosy — i)"^r d2V„ , · 2 a / ! \a d5Vrt . / 1 \ dV„n 

ΐψΓ = 8,11 sm " cos t lû ' d*V„ . 4 . 2 , d}Sn . 2 . d\'u 
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Kn substituant ces valeurs dans l'expression 

du* ^ P d2 V 6 2 

ci en déterminant α et β parla condition que le coefficient de -^~r soit 
égal à ι — .r2, on obtient 

4 Ou* sin*// 1 <111» _μ _!_ 

= (l — .*.·*) ^ (COS2 It 4- COS'j» — COS2 It COS ψ | ^7 

cl ensuite 

'ι Jw* sin4« <tys 'ι sin m cos h d.v ^ ' 7 <7./; /·/·' L ÎLÛ -1 L._ ÎXf , ' dv„ r2x^ _ d\m 

donc, d'après (20), 

(21) 'ι Jw* sin4« <tys 'ι sin m cos h d.v ^ ' 7 <7./; /·/·' L ÎLÛ -1 L._ ÎXf , ' dv„ r2x^ _ d\m 

Mais il est clair qu'on peut développer V
/t
 suivant les cosinus des 

multiples de ψ et en posant 

(22) V« = 2 2R* cos*ψ, * = 0,1,2,...,//. i 
1 

On trouve, en portant ce développement dans l'équation (21), 

4 au4 asinaw du \ siirw/ ' 7 H ■ —jh ( /I — . s ) II/ — Ο 1 <*«R? , ι dW> , / , r- \1)B 

ou, en posant R" = (sin«)2/S", sin2 u = /, 

(23) <(i -0^· +(aiH-i)(i- 0i^r+(«;'-ia)S; = o; 
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d'où l'on conclut 
S" = C$(i — /1, i'■+· Λ, 214- i, /) 

et 
R"= C(sin«)2'— //, i 4- //, 21 + 1, sin2 m). 

La détermination de la constante numérique C s'effectue encore 
sans difficulté en comparant les coefficients de tn dans la formule (22). 

On obtient ainsi le résultat 

/ cos*> = cos2w 4- sin* κ cos ψ, 

(
2

',) , cos/iç = «2 2 Γΐ(»-ί)ΐκ·2')
 Sln

 " 
ι ' χ <·?(/ — /?,, i 4- «, ai 4-1, sin2 M) cos/ψ. 

9. On doit à Hansen un résultat analogue qu'il sera bon de rappeler 
ici 

ι X
n
(cos2wcosa; 4-sin2«cos^) 

( 25) < =2 2 4C;;A.COS2/TTSIN2AW 

X i(Ï4 K—N, I4-K 4- Η 4-1, 2k4- i,sin2w)cosi.rcos&>'. 

L'analyse de Hansen est très compliquée, mais M. Tisserand a fait 
voir {Comptes rendus, t. XGVII, p. 815) qu'on peut obtenir cette 
formule d'une manière analogue à celle qui vient de nous donner le 
résultat (24). 

Mais, quoiqu'on parvienne ainsi d'une manière élégante à établir 
ces formules (24), (25), il nous semble pourtant que la véritable ori-
gine analytique de ces formules et des expressions 

cos2 m 4 sin2 u cos ψ, 

cos2 u cos a; 4- sin2 u cos^ 

reste à trouver. Est-il possible d'arriver à ces résultats par une théorie 
analogue à celle du potentiel? C'est là une question que nous avons 
cru utile de poser au moins. 
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