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" Sur un théoréme d’Electrodynamique;

Piax M. P, DUHEM.

Ampére a monlré que loutes les actions mutuelles des courants
¢lectriques uniformes pouvaient &tre embrassées par une loi unique
donnant Pexpression de l'action qu'un élément de courant uniforme
exerce sur un autre ¢lément de courant uniforme; cette force, d’aprés
la loi proposce par Ampére, est dirvigée suivant la droite qui joint lIcs
deux ¢léments; de plus, elle vérific la régle de P'égalité entre I'action ct
la réaction.

Les expériences ne peuvent faire connaitre 'action mutuclle de deux
¢léments de courant, mais seulement ’action d'un courant tout enticr
sur un ¢lément de courant. Il en résulte que toute loi ¢lémentaire cui
conduit & la méme expression que la loi d’Ampére pour I'action d'un
courant ferm¢ et uniforme sur un ¢lément de courant uniforme peut
¢tre substituée & la loi d’Ampere. Clest ainsi que Grassmann a pro-
pos¢ une loi ¢lémentaire susceptible de remplacer celle d’Ampeére.

Si ’on suppose donnée P'action qu’un courant fermé ct uniforme
exerce sur un ¢lément de courant uniforme, 'action ¢lémentaire est
susceptible d’une infinité d’expressions différentes. Mais, parmi cetie
infinité de lois ¢lémentaires, unc au plus est compatible avec la réegle
de I'égalité entre I'action et la réaction. Par conséquent, il est impos-
sible de trouver une loi différente delaloi d’Ampere qui soit compatible
avec celte régle, et qui conduise aux mémes conséquences que la loi
d’Ampére pour I'action d’un courant fermé et uniforme sur un élément
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370 P, DUHEM.

de courant. C'est & Gauss (") qu’est dit ce théoréme, dont on a donné
depuis plusicurs démonstralions.

Nous nous proposons de résoudre une uestion plus générale que
celle que Gauss a résolue par le théoréme précédent; cetie question
est la suivanle :

Si Lon connait Uaction qu’'un courant fermé et uniforme cxerce
sur un élément de courant uniforme, et si, de plus, on assujetlit la
loi élémentaire a satisfaire a la condition que le travcail produit
dans le déplacement de deux éléments de courant par les actions
mutuelles de ces deur éléments dépende uniquement du changement
de position relative des deux éléments, la loi élémentaire est-clle
complélement déterminée?

Nous allons démontrer, en réponse a celle queslion, qu’il ewiste
au plus une loi élémentaire compatible avec les conditions impo-
sées.,

1. Imaginons une premicre loi ¢lémentaire, d’aprés laquelle action
qu'un ¢lément de conducteur de longucur s, traversé par un courant
d’intensite &', exerce sur un ¢lément de conducteur de longucur ds,
traversé par un couranl d'intensité 5, se compose d'une force, appli-
quée au milieu de I'élément ds, ayant pour composante

‘ 33’ N ds ds’
o ©33' 5 ds ds’,
3'zdsds,

ct peat-étre aussi (comme il avrive dans la loi de M. H. von Heln-
holtz) d’un couple dont I'axc ail pour projcclions

33 ¢ ds ds’,
(2) 35 I s ds’,
35 9% ds ds’.

() Gauss, Werke, Bd. V, p. 628,
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Imaginons cnsuite unc scconde loi élémentaire dans laquelle les
mémes grandeurs aient pour valcurs

( sy’ dsds’,

(3) ¢35y, ds ds’,
l 33'%, dsds’;
Ay’ g, dsds’,

(4) ¢ 33/ oW, ds ds’,

33 9%, dsds’.

La loi veprésentée par les expressions (1) et (2) est supposée con-
duire aux mémes conséquences que la loi représentée par les expres-
sions (3) et (4) lorsqu’on calcule 'action qu'un conductcur fermé
quelonque, auquel I'élément ds’ est supposé appartenir, traversé par
un courant uniforme d’intensité 3°, exerce sur un é¢lément de conduc-
Leur s, traversé par un courant d’intensité 3. Cette premicre condition
s'exprime par les égalités suivantes

yds fxds =x5ds fx,ds,
35'ds [yds' =35ds [, ds
?
syds frds =33'ds [3,ds,
sy'ds feds =x5'ds f ¢, ds,
33 ds fonds' = 33’ ds f o, ds'
. 1 ,
3y ds f o ds' = 33" ds f 3, ds',

I’élément ds ayant unc position ¢t unc orientation quclconques, ct les
intégrales s’¢tendant & un contour ferme quelconque.

Il en résulte que, sil’on posc

X=a,—a, L= g,—u2

(5) Y = 5, —73, M=o, — o,
LZ=3% —2%, N = %, — 9%,
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on aura
S Xds=o, SLds' = o,
[Yds=o, SMds'=o,
[ Zds=o, S Nds' =o,

quelles que soient la position ct Povientation de élément ds, quelle
(ue soit la position du circuit fermé dont fait partic élément ds', et
quelle que soit sa forme, anguleuse ouw non. Ces égalilés ¢quivalent aux
suivantes

< U VI _dr dy ds

X:(')——,(I) <€L’, ""’"L,y7 d”c‘lz") '(_Z;", Z\'—)’
) ¢ , . dx dy ds

Y == ()Sl O <w’,y 9~y x, y, ~y —(—l; ) ;[‘S:) ’[S),
Jd 1 r _dz dy d=

ZZJS—; ]}(x"}',‘,.ﬂ,y,&,zl_s')%) ;—;),

© J lr dy d

= 2 N(w,y, 53y, 5, 05, Y,

IJ'—' ()S’ A(ilzay7-,-%,y, ~9 d.S', (l.s" (/3)’
9 o _dr dy ds

J\'I-:J.s—,n(xy)/yd,x,y,v,m) -(7;, K>,
d v/ » r _dr dy ds

I. = W e <’L 7‘}/,7 ~ x, y, ~y a;, -(/S, .;_[;)’

x, ¥, 5 ¢tant les coordonnées d'un point de ds ct &/, y', 5’ les coordon-
nées d'un point de ds'’.

Ces égalités expriment simplement que la loi ¢lémentairve vepré-
sentée par les expressions (1) et (2) conduit aux mémes conséquences
que la loi ¢lémentaire représentée par les expressions (3) el (4) pour
'action d'un courant ferm¢ ct uniforme sur un élément de courant uni-
forme.

2. Introduisons maintenant I'hypothése que, dans chacune des deux
lois élémentaires proposées, le travail produil pendant un déplacement
quelconque des deux éléments ds ct ds’ par les actions mutuelles des
deux éléments ds ct ds’ dépend uniquement du changement de posi-
tion mutuelle des deux éléments ds ct ds'.

Dans la premiére loi, 'action de I'¢lément ds sur I'élément ds’ sc
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composc d'une force, appliquée 4 I'élément ds’, ayant pour compo-
sanlcs
sy dsds', s3'5'dsds, 33% dsds

ct d’un couple dont I'axc a pour projections
3 dsds’, sy dsds’, 33 dsds'.

Dans un déplacement éiémentaire de I’élément ds, les coordonnées
du milicu de cet ¢lément varient de Sz, Oy, 83. Cet élément subit au-
tour d'un axe passant parson centre une rotation dont les composantes
sont ¢z, 58, ¢v. De méme, dans un déplacement élémentaire de I'élé-
ment ds', les coordonnées du milieu de cet élément varient de ¢z,
8y’, 85'. Cet élément subit autour d'un axe passant par son centre unc
rotation dont les composantes sont &a’, 88', &y'. Le travail cffectué a
pour valeur

35" (N 82 + 3 Oy + 285 + £ 0o + I B + 9t Sy
+ N 8L+ 38y + ' 65 -+ o + O 6B + ou' ey ) dsds’.

Celle quantité doit pouvoir sc mettre sous la forme

(8’ — Sx) +n(8y — By)+{(85 — &3)
(8 — Ba)+ (3~ 38)+ (3 — ),
(Jucls que soicnt

) N ~ N N,
sx, ¢y, 63, oz, ¢y, oI,
ca, ¢8, &y, o« B, 2.
Il faut et il suffit pour cela que l'on ait
N+ X = o0, L4+ £=o,
Y+ =o, N + M=o,
%+ ¥=o, %+ /' =o.

La seconde loi élémentaire doit donner licu & six égalités analogues.
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374
Il en résulte que, sil'on désigne par
X, Y, 7Z, L, M, N,

ce que deviennent
X, Y, Z, L, M, N,

lorsqu’on y remplace les lettres
oy, 5 ooy, 3,
respectivement par les lettres

! - .
©, y, 7, =, Y, =

/
sy s,

L+ L'=o,
M-+M=o,
N+ N=o.

on doit avoir
X+X=o,

Y-—I—Y':O,
?Z—l—Z’:o,

|

Désignons par @' ce que devient la fonction @ lorsqu’on y permute

ot S

les lettres :
Ty Yy I
avec les lettres
, y, 3,

la premicre des égalités (7) pourra, cn vertu de la premiére des éga-

|

lites (6), s'éerire :
o o'
aw Tt eH =9
ou bien
dz' dy' ds' r ax o dy rds
T e I i T Al T AU S (s
en posant
0P 0P Ak
q —J—x—7=CP” '().}’—/ =?2, .a—’?::.?:;’
(‘) 0P , o o o' o
= 9 ay ¥ 9z T
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Celle ¢galité doit avoir lieu quelle que soit la position du point
(=, 3y 3') sur lc circuit fermé dont fait partic I'élément ds’. On aura
donc une nouvelle identité en différentiant celle-la par rapport a s’ :

Doy (de'\? | doy (dy'\* | do, (d3'\?
55(%) +57(—_,~ + o\

+<() + 0“‘>dld" +<_()_q',+ ()01>d~ dx'

(9) 05" dy') ds' ds' oz’ ds’ ds'
) 0%, + 039,\ dx' dy’'
ot o) @

__[%ide | dsdy | 0% ds)
- os ds ' 0s' ds ds' ds

Dans cette identité,

z, Yy, 5 %, ¥y, s
sonl six variables indépendantes;

dr dy ds dx dy ds'
ds’ ds’ ds’ ds’ ds ds

sonl six autres variables li¢es par les relations

(e | (5 (37 (&) =
() + (L) + (&) =

de' dy' ds'

¢ ne dépend pas de —» 5 » —=; ¢ ne dépend donc pas de “' 4y

ds’
dz . A
7 il en est de méme de ses dérivées partlelles par rapport & z, y, =,

0,, g{—';-f, 03‘ - Par conséquent, le

c’est-a-dire de o', 0,

second membre de I 1dcnt1tc (9) est une foncuon linéaire et homogéne

1 d e
de f i Zs Il doit cn étre de méme du premier, quelles que soient

1 1 . rondre 2 - _, dz' dy' ds
es valeurs que puissent prendre z, y, 5, ', ¥, 3, 50 S50 77



376 P. DUHEM,

Laissant & z, y, 5, «', ¥, 5’ des valeurs quelconques, faisons

dx’' dv' ds'
= —5 =0 — =o0.

ds' — ! ds — ! ds'

Le premier membre de I'identité (y) se réduit i'l‘%—,’- Donc, pour

x’ d}/ do 0’31 l Y .
ces valeurs particuliéres de 7 a, 73 371 5 5C réduit & une fonction

lz d
linéaire ct homogene de ‘dx iiy - Mais @, par conséquent 3, ct par

dy ds'

dx' .
cons¢quent aussi <5 i ', ne dépendent pas de =5 —+ On voit donc
o ds’ ds’ ds

J3,
que 54 r est, cn toutes circonstances, unc fonction linéaire et homo-

. dv dy ds . . .
glne de 55, &, 22, On démontrerait d'une maniére analogue que
ds ds’ ds °
0oy, - 0o, dr (/} ds
2y el 5= sont des fonctions lincaires et homogénes de — T T

Ces résultats étant obtenus, Uidentité (o) montre que
de, 09\ dy' ds' dz3y . 0o\ ds' da! 0y d%,\ dr' dy'
<o:.' +5;)7;d' +<5;+T & dy +<W+H>TT

est, en toutes circonstances, une fonclion linéaire ¢t homogéne de 4 %’

dy d dx' dy’ o5
—~ ‘—{—_ En faisant alors successivement —— T A N

cn raisonnant comme nous venons de le faire, on verra sans peine que

=o, ct

d9: | 9%
05 T oy
095 J2,
oz 05
()L?[ 0’
a9y’ + 9

sont des fonctions linéaires ct homogénes de C;J’ ‘g ZS

Mais, d’autre part, d’aprés la définition des fonctions ¢,, 0,, ¢,,
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donnée par les égalités (8), on a

oy Oy
97 oy’
doy __ 0y
ox T 05
dy" T aa!

On voit donc que les six cuantiiés

()’-?1 ()?1 ()?2 ()‘92 02, d%,
D7 EI A A EA 17
sonl, comme
J% 4 o,  dyy
o'’ 9y ©oes”’

(lr (/_y
T ds’
portant aux ¢galités (8), peut s’énoncer ainsi : I‘out% les dérivées par-
ticlles du sccond ordre de @, envisagé comme fonction de ', y', 5/, sont
da rlg ds
T ds”
En conséquence, la fonetion @ peut s’ expnmer de la maniére sui-
vante

des fonelions linéaires et homogenes de —- ; €cqui, en se re-

des fonctions lincaires et ]lOlllOO'el’lCS de

] dr ly ds , ,
(ll) (1)~01:| l + :ln(—l)" + l\n) / +qu’+ z;’y +U.3:: +7-",

by, by, by etant des fonctions des variables x, y, 5, 27, )/, 5/, el a,, oy,
(_l_l dy ds
ds’ ds’ ds’

in vertu de cette expression (11) de la fonction P et de la premiére
des égalités (6), nous aurons

a,, «, des fonctions des variables x, y, s,

N dde dldy | Ot ds
\‘ Y T ds ds' ds ds' ds

‘ da' dy' ds'
' o gy % g % g

(12)

Journ. de Math. (4¢ séric), tome 1V. — Fasc. IV, 4888, 49
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On peut toujours supposcr que les fonctions o, oy, %,, 2, ne ren-

. ' dxr (, ds
ferment aucun terme du premier degré en —, (7{:’ = cav les termes

. ' dx y (14
du premier degré en —, » qui figurcraient dans les expressions

ds’
wx'y oy, 0,5, oc“ pourralcnt l;oupurs &tre réunis avee les quantlt(:q
d.r d
Ay P oog dy, u\,.‘d Les fonctions a,, a,, aa, o, ¢lant snpposeee ne

contenir aucun terme du prcmlcr degré en &2 a, d}’ 75 ducune ré¢duc-

lion ne peul avoir licu cntre les divers termes de la quantité
(l$l dyl ,S'
Ugy TRy TGy

ct les divers termes de la quantité

. , . , dr dy ds
ces dernicrs ¢lant Lous du premier degré en ==, <X, 22,
ds’ ds” ds

La force X, ne devant évidemment pas changer de grandeur lors-
qu'on change I'origine des coordonnées sans changer la direction ni le
sens des axcs, ne peut dépendre des variables

/

Ly Yy Sy @, )//a 5
ue par les binomes

(v'~z), (Y~y) (5—3).

D’aprés ce que nous venons de dire, il doit en éire de méme séparé-

ment de I'expression
dr' dy' ds'
gy TRy TRy
ct de I'expression
()ejl.)( dx 0';-192 d)’ d. Aoy ds

s T ds T @
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Mais o, a,, a,, ct par conséquent la premiére des deux expressions
(ue nous venons d’écrire, ne dépendent pas des variables , y, 5. Il en
résulle que

dz’ e dy' (l-’
“ds 2 ds’ R

I

ne dépend pas de #', ', 5. Cela doit avoir licu, quels que soient [l o

C[ [l~ '
2 ; ct, comme @, a,, o, ne dépendent pas de ces derniéres va-

ds”’ ds’
riables, on voit que o, ,, o, sont des quantités indépendantes de «’,

, s 3 . N (LI’
y's ' comme de z, y, 5. Ces quantités dépendent uniquement de —»

il[y 7o en sorte que nous pouvons €¢crire
_ de dy ds
o, =0, <EE> s zs‘->a
) . dx dy ds
(13) %y =t (ds ds’ ds)’
___(dz dy ds
Oy =04 _CE’ m) s 4
L’expression
()d‘ol (l.?)‘ ()gbg (ly 4 (_)g_”,):, fl—;_
os” 05" ds ds' ds

ne doit également, comme nous ’avons vu, dépendre de w, y, 53 &,

y’y 3 que par les bindmes (2’ — x), (' — ¥), (3’ — ). On en conclut
aiscment cue, st 'on pose

0&% d"" PSS
*1_‘AIH 'E:=Ai“7 o—ll:fxma

or' T dy ? 0s'
()@L‘) ():Agg ()—,‘bg
(14) 5?2 = Ay, ‘[)3,7 Ay, 5 Auy
()e_'\s O 0l
_()_xls =A317 ()‘}"3 As'.n —(7':—/3 =‘L\3zn

toutes les quantités A;; seront fonctions simplement de (&' — x),

V=) (5=3).
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Moyennant les notations (13) et (14), 'égalité (12) deviendra

, dz dz' dz dy' dr ds'
X= Mg theg o the g o
dydx dy d dy ds'

+ Ay 25+ Ay ydy Ay /99 =

ds dx' s ds' ds ds'

+1\3'd. {, +1‘\30 - l&‘, +A33%¢—l§7

ity do\do
+ % q’s’?l?’ ds | ds

, de dy d=> dy
Rl (?1‘.;’ ds’ ds) ds'

<dm dy cl:> ds'
+ oyl 5 =5y o= ) 7

ds’ ds’ ds)ds’

La quantit¢ X' est susceplible de s’exprimer d’unc mani¢re ana-
logue.

S 1y YR . ' .1 3 . N 1 - . ’

SiI'on désigne par A;; ce que devient A;; lorsquon y permule

Ly ), 3 8
avee

’ ’ ’ ’

£y )f, <y S,

la premicre des égaliteés (7)
NX+\X'=o
deviendra

, vdr dx! (lz d a3’
(A + A )5S0+ (N AL (,y, (A4 AL :L»

dy dz'

+ (An, +A|,) 5 a5

' d" . ’ / /3’
(AM+AM)~ s (A + NS

ds (lz 5 dy! i’
+(-AH+A|)> +<A9‘+Aw) C dy *'(\”—*" \“>(/s ds’

(16)

dr dy d:\dr de' dy' ds'\de
+’<7% d>+ (T P (r>7r
‘ dx dy ds\ dy' dy' dy d3'\ dy
*”(7%7)7“(7‘7 T)?f

(d.v dy (/~> ds’ ((l.z:’ dy' ds'\ ds
+ 2y = + ay |~ '—,—~>——=o.

ds’ ds ) ds ds”’ O ds' ) ds
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Cette identité doit avoir licu quelles que soient la position et
I'orientation de chacun des deux éléments ds et ds’, ¢'est-a-dire (quelles
((uc soicnt les quantités

4

Ty, Y, 5y x&, y, 3,

dz dy s dx' dy  di
7 T a?

ds’ ds’ ds’ ds ds ds

les six derniéres étant liées seulement par les relations (10).

L valeur des diverses quantités A;; ne varie pas si, en laissant quel-
conques les six premiéres variables, nous donnons aux six derniéres
des valeurs particuliéres. Or, si nous faisons

dr . dy o ds
as = =9 F="
dr' _ dy’ s’

A A B

I'identité (16) nous donne la premiére des relations
AL+ A, =0,
(I7) " [‘\23-{—-[\;2:0,
LA+ A, =o.

l.es deux dernicres s'obtienncnt d'une maniére analogue.
lLaissons encore quclconques les valeurs de x, y, z. &', y', 5, ¢l
faisons .

dr dy o ds o
ds — ) ds — 77 ds —
dr' o dy' : ds’

= —=— = —-— =0,
dy' ! ds' ’ ds'

Nous aurons

(Aa+AL) +a,(0, 1,0) 4+ 2,(1, 0,0) = 0.

’osons
(o (r,0,0)=a,, 2,(1, 0, 0) = ay,, 2,(1, 0, 0) =a,,,
<|8) U..(O, I, 0) =y, “2(07 | O) = Qyay “:;(Oa Iy 0> = (lya,

2,(0, 0, 1) = ayy, %, (0, 0, 1) = @, %, (0, 0, 1) = ay,,
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et 'égalité précédente deviendra la premiére des égalités

A+ A, +a,+ay, =o,
A'3+ A’:n + &)y + ay, = 0,
. Ay +AL+ay+a,=o,
(19) {

Ap+ A, +ay+a,=o0,
Ay + A,u; + 0y = a =0,

A+ A, +ay,+ay,=o.

Les cing autres s'¢tablissent d’'une maniére analogue.

Moyennant les identités (17) et (18), I'identité¢ (16) devient

dy ds'  ds dy ds dx' da d3'
(a23+a32)< + >+(a~+“n)<mw+?§7{?

ds ds " ds ds'
+<a|2
“ (dx dy d:)(lx’ . <dx dy' (l::>(l.r
y

H

ds’ ds’ ds ) ds’ ds'"’ ds’ ds' | ds

dx dy ds\ dy' dx dy ds'\ dy
+a"<?l}’ ds’ ds ) ds U"’<ls” ds’’ ds' ) ds

, (dz dy ds\d3 3 dz' dy' ds'\ ds
T\ G A &)@ T\ W &) ds

Laissons dz dy ds quelconques el faisons
as’ ds’ as 4 q ¢

dx' . dy' o ds' o
ds ds' ) ds' — 7

nous aurons la premiére des ¢galités

[ dx (l_y (l_: . c[.z:+a (Ly+a c_l:'

NG A &) T T g 2 ds s’

) dr dy ds\ _ El_.zi —a i)_f +a i:_
(20) “\ % & & G gy — Gy T la g
dx dy ds\ _ dr dy dz

(% F)= aFran g

les deux autres s'obliennent d’une maniére analogue.

da dy' dy’ (/y er
@) dds T ds @

)

)
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Mais les fonctions &, a,, «; sont supposées ne contenir aucun terme
dez dy ds

du premier degré en —=> —=, —=- On a donc
ay = 0, @y =0, Gy3 =0,
a4y = 0, Qg = 0, Gy3 = 0,
Ay = 0, Agp = 0, Q33 =0,

moycnnant quoi les identités (20) deviennent

dz dy ds —o
o, 21?’2:’?’ds =0,

dz dy ds
(21) Ola <7s"’ =5’ ?l?)

dz dy ds
| P\ @ dsT ds

f

0,

I

0,

el les identités (19) deviennent
A+ Ay,=0, A,+A =o,
(22) ¢ Ay +ANjy=0, A+ A =o,
A+A,, =0, A,+A,=o0.
En rvéunissant les résultats contenus dans les égalités (14), (15),

(17), (21) et (22), on trouve que I'expression la plus générale de X cst
la survante :
¢ dx dx' dx dy' dz ds'
A= Mz Frlega+thag @
dy dz' dy dy’ dy ds'
& @ T oy TG
dx' ds ds'

dz ds dy'
G T MG T T AT G

(23) + A,

dans laquelle les quantités A;; sont des fonctions de (2" — ), (' — y),
(5~ 5), qui verifient les égalités suivantes :
A+ A, =o, A,,+ A, =o, A+ A, = o,
(24) A+ A, =o, A, + A, =o, A, + A =o,
Ay + Al =o, A+ A}, =o, A, +A,=o0;
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(_),i_]i . ‘(l{\lg’ ()f\ga . ()A.“; ().‘\12 . dl‘\“

day 05 05"~ dz”’ oz — 9y’

(9-)-) 0.1\:_,;; . ()}\22, dl‘\ﬂ — ()An ()A«n . ()Ag[
N ' T 04 Js' or’’ ar' T oy

OAgy __ 0A4, Ay 04y Ay 0ds
dy' PERN P ED Y ar — ady

Y, 7, L, M, N s’expriment d'une maniére semblable.

3. Les grandeurs L, M, N, X, Y, Z sont encore soumises & unc
condition que nous n'avons pas invoquée jusqu'ici. Dans chacune des
deux lois, la force qui sollicite I'élément ds ct 'axe du couple qui agit
sur le méme ¢lément doivent étre indépendants cn grandeur et en
dircction du choix des axes coordonnés. Par conséquent, les deux
grandeurs géomeétriques jui ont pour projections sur les axes, P'ane les
longucurs X, Y, Z, lautre les longucurs L, M, N, doivent étre en gran-
deur et direction indépendantes du choix des axes. Elles doivent dé-
pendre uniquement des paramétres ui flixent la position relative des
deux éléments ds, ds’.

La position relative des deux ¢léments ds et ds” dépend de qualre
parambtres : la distance r* d'un point m(x, y, ) de Uélément ds i un
point m'(#', ¥’y 57) de I'élément ds's Tangle 0 que U'élement s fait
avee la droite mun'; 'angle ( que I'¢lément ds’ forme avee la méme
droile mm’, enfin 'angle © des deux dircctions ds, ds'.

Les relations

or _xz—a' dr y—y'dy :—3' ds N
I i S i sl S e
o x'—xdd v —yvdy  —zds cos )
o — r ds rods roods T ’
or 1 /dzda’  dydy + ds ds”
(26) dsos' —  r\ds ds " ds ds" " ds c/s’)

1<.r—m’ dx v —9' dy 5—35 ds
4 Yy a as

-7 r ds r ds + rds,
‘'~z dr | Y —ydv 5 —35d3
X(r W+ﬁfw+,-m>

=— Il.(cosw — cos0 cosf’)
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montrent que la position relative des deux éléments ds et ds’ est fixée
or dr  0*r
9s’ 05" 9505

La longueur absolue de la grandeur géométrique, dont X, Y, Z sont
les projections, est

par les quatre parameétres r,

VX2 Y222,

L’orientation de cette grandeur cst fixée, lorsqu’on connait, d’unc
part, le cosinus de I'angle qu’clle forme avec la droite mm’, cosinus qui
a pour valeur

X(#'—2)+Y(y'—y)+2(s'~3),
2

d’autre part, le cosinus de 'angle qu’elle fait avec I'élément ds, cosinus
qui a pour valeur

Xd—x +Y(£’ +Zd:’

ds ds Zs'.
On doit avoir
7 DY o" d" 021.
(’_)7) X2+Y24 Z2:)\<I‘, 3’ %5 m);

, ' / ar or 02r
(28) X(&' — )+ Y(y'—y) + L(z -Z)=H<", % o M)

dx dy ds __ (. 9r or dr
(29) X%+YFS +Z‘—E—V<I’m’ o5’ ().903/).

En vertu des égalités (12) et (21), nous avons

X Pordr | Qs dy | Oy ds
o8 ds ads' ds Js ds

et, d’'une maniére analogue,

=9 &t ds T &
_ 081 dx ()92 Cl.)’ 33 ds
=% & T ow d T &

Journ. de Math. (4 série), tome*IV.— Fasc. IV, 1888, 50

Y= o, dx by dy = O, ds
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Appliquons & ces expressions l'identité (29). Le premier membre

!
de cette identité est linéaire et homogéne entre ‘;w, ) ‘Zly, ) fl" il est
entier, homogéne et du second degré en Zz Z,y Z‘ Le second
!

. . . . dx
membre doit donc &tre aussi une forme linéaire et homogéne en —;

dy' d3' d.z.' dy ds yp.:. O
75 7 ¢t une forme quadratique homogene en —— —2, —=- Mais, 5
est linéaire et homogéne en —- dx ‘f;s . gr, est linéaire et homogcnc

dz' dy' ds'  or

:’ dsl’ ds” d Js'
dz' dy' ds'
a5’ ds’’ dy

) (),_ 0’. 02,. (), ()" 02[.
‘I<l,-0;’ Frk m) fQ ) ( ) -q-g(r)(—)? Jsds

En introduisant cette valeur de la fonction v dans I'identité (29), et
en v faisant

dzx d
est hncalrc et homogene d'une part en —&» Z;

ds . .
—.» d’autre part en + On doit donc avoir

dx_[ dy_o (_i_:_‘o
das . ds T ds — !
ar_ody . d
dss — ! ds' = ds" !

on trouve la premi¢re des identités

do "(/) (z'— ) (r) ' —.r

d‘”l [f(] ] s +al' r

ovh, 3 o(r) o —
(30) = [/(,.) m](y ,;y) o (, r) ) ~7,

0:’33 2 /) (s'—3)* g(rys'—z
(): /(’) IE) -+ r ;0
les deux autres s'¢tablissent d’unc maniére analogue.

En faisant dans I'identité ( 29)

dr __ ‘/2 s
ds d ds
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on trouve la premiére des identités

Ol o i —_—) (Y — d ey
_0_572_}__(_);’,3:2'/'(, _o("](x -7") (y' J)_'_a(')ﬂ Y,

Oy 024 _ (] =), g #
=RV ORE i TS

, %”,l -+ %‘;}3 =2 Lj‘(r) - gr i(-""‘-”)’i‘(x""“') + é'(r") x'z—x’
(31) %4_%%,:2Lf(r)_g(,‘r)}(}’—-o'zz( '—3) (, s’_.;,
o Gy = () - | st 22,
-(Z% +QL§? =2 -f(z) "(r)w (& —')lf" —)) + a(r') .,?";-.?’;

les cingq autres s’obtiennent d'unc maniére analogue.
En faisant dans I'identité (29)

do_, dy _di_\i

ds — ! ds — ds — 2’
dx’__[ ({yl—— :;.‘—
ds" — ! a5 =@ H =0

on obtient la premiére des identités

([0 - ER] = o=

(32) a

)

- _ d“"a ()vg — 00\-)3 091 _ ()cllog ()U‘,J,.
( =02 T T T T e T o)

Les deux autres s’établissent d’'une maniére analogue.
Parmi les identités (31) et (32) se trouvent les suivantes :

) i n' p— 2 [ g R '
()(_v/lv%z"‘“‘ou] [f(’) (:)] ' w)rs(}’ y)+ E'I)J/ i3

r

9 . L o), g e
o [ =a [ () - ED] =i =)  s0) 2o

2 r

go e+, ] = [f(r )— "(’)] (&= 5) (@~ 2) (Y~ ).

03 75
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Au moyen de ces égalités, exprimons 'une des conditions néces-
saires

? 0
W[Jbg—k%,] = W[Wug—l-us,],
o :
()./ ().Z‘ [J"Q -+ 'ﬂ’ ] 0.:3'05' [d“".'. -+ m’l ]’
0:v ()y’ [4:+ w0 = 5757 'dx [+, ],

la derniére, par exemple; nous trouverons

ce qui entraine

2[ron-E2]= 252

ou bien

s . d-’,’ .
(33) f(r)y=1%0,

Désignons par F la grandeur géométrique qui a pour composantes
X, Y, Z; par (F, ds) angle que la direction de cetle grandeur géomé-
trique fait avec la dircction de I'élément ds; en vertu de I'égalité (33),
I'égalite (29) deviendra

i} Ltdg(r)y/o
F cos( (lé‘)v ”(")03 ()309 +3 2 dr (()v) ds'’

ou hien, en posant
G(r)= [ g(r)dr,

1 0@ (r)d/ +1d2(J(1) ar\or
9 sds’ Js 2 dr ()s) o5

F cos(F, ds) =
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Mais on a
PGr)yor _ 0 TaG(r) or _9G(r) 9 [or
dsos’ ds — 0S| ods s | ds  0s' \0s
a7 or\1 1dg(r)y 9 [for\?
= & _é’(”(a?)_ e a:(a:)
1o or\*] 1dg(r)/dr\2or
= 5o _é’(")(a.?) |*+3: % (a‘g) PR
On a donc

(34) Fcos(F, ds):%%[g(,.)(gg)’] 3 %%)%

On peut, tout en laissant fixe I'élément ds, faire varier 1'élément ds’
tout le long d'une courbe fermée. Dans ces conditions, la somme des
projections des grandeurs géométriques F ds’ sur une direction fixe
quelconque, par exemple sur la direction de P'élément ds, doit étre
égale & 0. On doit donc avoir

| F cos(F, ds)ds =,

l'intégrale s’étendant & un circuit fermé quelconque. Sil’on se reporte
a l'identité (34), cela signific que I'on doit avoir, quelle que soit la
position des deux ¢léments ds et ds’, c’est-d-dire quels que soient r,
dr ar  *r

35 97’ grgy’ ume identité de la forme

g0y _ 0 5, )
dr \0s/) os' — os ( ' 0s

) § . DF(r 0~—’->
0w e V%) e

=" " o(ﬂ> Js 05

ds

Il est ais¢ de voir qu'une semblable identité n’est possible cue si
l'on a
dg(r)

=0
dr !
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c’est-a-dire

(35) g(r)=1,

y désignant une constante quelconque.
L’identité (33) devient alors

(36) f(r)=o.

Les identités (30) et (31) deviennent alors

by _y2'—x I_(x’-—x)2
' r r | r ’
by _ Y V'~ _ =)
(37) =1 - R,
()93_15'——5 -l— (5" —3)?
vos' T r o | r? ’
Oy | Oy ¥y Ly (@ = 2) (=)
(38) oz’ " T r r rs
La premiére des identités (38) peut s’écrire
f— 2 (2'—z)2 (y' — v
A,+B,=—172 Yy 21 Y =2

r r r 8

Intervertissons les lettres z, y, z avec les lettres «', y', 2’. A,, sc
change en A),,, B,, en B), et nous avons

, , . 2 I N2 () s
A'20 -+ Bli = ;Y- .y r y + —,.:{ (x x),-:i("y ! ).

Nous avons donc
A, + B“-I-A;, -+ B'” = 0.

Mais, en vertu des égalités (24) et des égalités analogues relatives
aux quantités B, nous avons

A,+ A, =o,
B,,+ B, =o.
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Nous obtenons donc la premiére des identités

Aa2=Asn B24=B|2,
Am:A:m B23=Ban,

(39)

les autres s’¢tablissent d’une maniére analogue.
Remarquons maintenant que les identités (37) peuvent s'écrire

()evl)l —_— x _2- (y'—y)’+(~’-—-z)2’
dx — 29z r?
o, — y 0 (5—sP+(2'—2z)
T 2y r
e ___ 190 (@—xP+(y—y)
ds' 205 r?
et donnent
(V' —7)+ (5 —35)? P
(y‘l)'—— Y ’.2 +a()’,~ ]
(5 =5+ (2'—2)?
q]{,_! - — 2 ) -+ %(e y .’L‘)
&' — @) (=) »
e,=—1! FT = g,y

De 14, nous déduisons

RN /' — DXy,
A= == D 4 LIy ~ )+ (7 = a1 =)+ 22009,
v, f— i ! %—-) 3,”
B, =9 = IO Loy (@ 2] (2 — 2) + 22C5 2,

.............................................................................

La premiére des identités (38) peut s’écrire

Aa+ B, == YD 2y —yy (2 — 2] (v — ).

Retranchons aux deux membres A, qui est donné par la premiére
égalité (40), et qui, en vertu de la premiére égalité (39), est identique
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a A,,, et nous aurons

IRy, 5")

Bil:%[(.y'_}’)2+(zl;‘5)2]()/“}/)'_ 9y’

De 14, nous déduisons

()B N ! 9 / f— 2 '— ? 2R I7;I
Bos 1 (= 2y -y ) SN ) PR

D’autre part, de la deuxiéme égalité (4o ), nous déduisons

B /
== -y)+

by(z'— 2P (y' —y)* _ 0*8(s, )
re da'®

Mais, en vertu de la troisieme égalité (3g), on a

dx' T o'

D’ailleurs, on doit avoir, d’aprés des égalités analogues aux éga-
lités (25),
0By 0By, 0%,
dy' — ox' T o2’ dy

En exprimant cette égalit¢, on trouve

Y /ot 2 023‘(}",5') . *8(x',5)
7 (5 —32) —[ A T

Sil'on observe que & et B ne dépendent de z, y, 5 que par les dif-
férences (2’ — ), (' — y), (3’ — z), ceci peut s’éerire

,77 =ol(z'— ), (& —2)]+$|(y' — ¥), (5 — 7)),

v et § étant deux fonctions convenablement choisies.
Je vais démontrer que ceci ne peut avoir lieu que si 'on a

(41) Y=o.

Supposons en effet y différent de o.
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Si on laisse & (@' — ) et & () — y) des valeurs quelconques, ct si
I'on donne & ('~ z) la valeur o, les deux fonctions

o[(z'—x, (5'—3)],
YI(y'— s (5'—3)]

peuvent étre ou toutes deux finics, ou toutes deux infinies; mais U'une
ne peut devenir infinic tandis que I'autre demcurerait finie, car, dans
I'égalité

F=2l —1‘% (5= )|+ Y —y) (==,

pour (3'-— 5) = o, (#'— @) ct (¥’ — y) ayant des valeurs quelconques,
le premier membre serait fini ct le sccond infini.
Supposons c¢n premicr licu que les deux fonctions

ol(w' — ), (3= =)}, $[(y ~x) (5= 3)]

demeurent finies pour (5 — 5) = o. Posons

O(w'—x)=9[(x"— ), 0],
V(' =y)=4[y'—y) ol

nous aurons

v N R
w—ar =y~ t@ =)+ =),

Le premier membre devient infini pour (x' —z)=o0, ()’ —y)=o0
si ¥ n'est pas nul. Je dis qu’il n’en peut étre de méme du sccond. En
cffet, I'une au moins des deux fonctions @, ¥ deviendrait infinic pour
lavaleur o de son argument. Supposons ue ce soit la fonction ®@. Alors,
si I'on faisait (z'— x)=o0, en laissant ()" —y) queclconque, dans
I'¢galité précédente, le premicr membre serait fini et Ie second infini.

Supposons en second lien que ¢ ct ¢ deviennent tous deux infinis
pour (5'— z)=o.

Journ. de Math. () série), tome IV. — Fasc. IV, 1888, 51
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Remarquons que 'on a

. t _
[(2'— @)+ ()~ p* )2+ (' — 5) ]
=3[(o'—=), (3~ )|+ Y[y ~ ), (5 — 3)],
1
(2 — &)+ (Y —y)P+(7—3)]

=pl(@, — 2 (5= ]+ 4 [(¥' —x), (5 —3)],

ou, en rctranchant,

1 I
N@ =2+ =P+ =T (@ =)+ =)+ — T

=¢l(z' — @), (' = )| = ¢l(z| — @), (+ = 2)].

Pour (5'— 5)= o, le premier membre est fini; il cn est donc de
méme du seccond ; ainsi, bien que 'on ait

a[(z' —x), 0] = =,

(' =), o] = ¢[(#,— ), 0|

est finie. Sidonc on désigne par @ une valeur déterminée de (' — ),

ct si I'on pose
O(z' —3)=9[a, (5 - )|,

la différence

on pourra ¢crire

(@ — ), (5' = 3)]= O(5' = 2) + 2. [(2' — ), (£ = =),

¢, demeurant fini pour (3'—3)=o.
En sc reportant alors a Tégalite

L= g[(e' — ), (' = 3)) + JI(y = y)r =3,
qui pcut s'écrire

X —@.[(9«“ — @), (3= 3)| =0 —5) =4[y —y) (# = 5)]
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on voit que I'on doit avoir

Y =) (#=2)|=—0('= 5) + 4, [(' =), (s = 3));

{, demcurant fini pour z' — z = o.
On aura alors

m=al@ = 2) @ = D+ Wl =p), (&= 2),

égalité dont on démontrera l'impossibilité comme on a démontré I'im-
possibilité¢ de I'égalité

=gl —a), (&= )+ [ =) ("= 3)

dans le cas ou les deux fonctions ¢ et ¢ demeureraient finies pour
(s'—z)=o.
On a donc, comme nous I’avions annoncé, I'égalité

(41) Y =o.

De cette identité (41), nous déduisons deux conséquences; en pre-
micr licu, les identités (37) deviennent

d-bL
AI 1= '(');TI =0,
. . hy
(42) ( By = (();yf =0y
C ()e,;

38 = gy = O
En sccond licu, I'identité (34) devient
F cos(F, ds)= o.
la grandeur géométrique F est donc perpendiculaire & I’élément ds,

ou identiquement nulle. Dans cette derniére hypothese, la proposition
a laquelle nous voulions parvenir scrait établie. Nous attachant donc
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& la premiére hypothése, nous remarquerons que la grandeur géomé-
tricue (X', Y’, Z') doit &tre semblablement perpendiculaire & 1'élé-
ment, ds'. Mais les égalités (7) signifient que les deux grandeurs IF et I
sonl ¢gales, paralléles et de sens contraire. La grandeur géométrique F
est donc dirigée comme la perpendiculaire commune aux deux ¢lé-
ments. .

Cela posé, faisons choix d'un systéme d’axes coordonnés ainsi com-
posé. L'axe des x est paralléle  la perpendiculaire commune aux deux
¢léments ; axe des y est paralléle & I'élément ds. Nous avons alors

& —x=r, Y —y=o, $’—35=o,
dr d ds
—5= =0, ——2: =1, -— =0,
ds ds ds
dx' dy' ds’' .

Si nous observons en outre que X devient If, que A, est ¢gal & o,
d’apres Pune des identités (42), et que Ay, qui est en général une
fonction de (z'—x), (y'—y) et (3'— 3), devient une fonction de »
cue nous pouvons désigner par & (r), nous Lrouverons

(43) IF=a&(r)sinw.

Envisageons un circuit fermé plan dont fasse partie I'élément ds’, et
un élément ds situé dans Ie plan de ce circuit. Toules les grandeurs
géométriques F ds’ scront dirigées suivant la méme droite, savoir sui-
vant la perpendiculaire au plan de I'élément et du circuit. La somme
de ces quantités devra par conséquent ¢tre ¢gale d o

(44) Ja(r)smwds =o.

Appliquons cette ¢galité au cas particulier suivant.

Le circuit auquel appartient P'élément ds’ est un rectangle ABCD
(fig. 1), de base DA = b, de hautcur AB = 4.

L’¢lément ds est parallele & DA et situ¢ sur le prolongement
de BA, & une distance OA du point A.
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Iivaluons l'intégrale
J=f&a(r)sinwds

¢lendue a ce contour.

Fig. 1.
C < B
A
13
Y
b
b —— A
a
0 ‘ds
Lelong de AB, on a
sinw =1, ds' = dr;

les limites de Pintégration sont @ ¢t a + 4. La partic correspondante
de Pintégrale J a pour valeur

[ " () dr

®

Lelong de BC, on asinw = o. La partic correspondante de Uinté-
grale J est égale d o.
Le long de €D, on a

. rdr
sSiInw = —1, dS:_-_-"_—_T—",
r— b

les limites de P'intégration sont \/(a + A)* + b* ct ya® + b°. La partic
correspondante de J a pour valeur

V(R + b2 ”
— === R(r) dr.
e Gl

Le long de DA, on a sinw = o. La partie correspondante de l'inté-



398 P. DUHEM.
gralc J est ¢gale &4 0. On a donc

.]=f’1+/lsl((') (ll’——f x(r) j’d’f_.

/)2 x
* N Vrr—2b

L’identité (44 ) nous donne alors

Via+ 3+ 02

.[M&L(r)q,-——f &(r)dr = o,

Ve b2

quels que soient @, b, A. Dilférentions cette identité par rapport & h.
“lle nous donnera la nouvelle identité

a(a+h)— e al@+ P+ | =o,
ou bien, cn posant
a+h=u,
(@R =y,
‘l'__—- a.

Jl(.‘L‘):: Nice {2-.91()/).
vy —4o

11 suffit de faire dans celte identité, qui doit avoir lieu quels que
solent a, b ¢k, x = a, c'est-d-dirc i = o, pour reconmaitre qu'elle
entraine

éil(:r,) = 0.

[identit¢ (43) devient alors
F=o.

Un caleul tout semblable montrerait que la grandeur géométrique
dont les projections sont L, M, N est identiquement nulle.

La proposition que nous avions ¢noncée est donedémontrée : si {’on
suppose connue Uaction gu'un courant fermé et unijorme cxerce
sur un ¢lément de courant uniforme, et si de plus on astreint la loi
élémentaire a cetle condition que le travail produil dans le dépla-
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cement de deux; éléments par les actions mutuelles de ces éléments
ne dépende que de leur changement de positions relative, celle ot
élémentaire est susceptible au plus d’une détermination.

4. Ce théoréme renferme comme cas trés particulier celui que
Gauss avait donné; si cn cffet la loi ¢clémentaire est conforme & la régle
de I'égalité entre 'action ct la réaction, le travail produit dans le dé-
placement de deux éléments dépend uniquement de la variation de la
distance mutuelle. i

La loi d’Ampére et la loi de Grassmann conduisent a la méme loi
pour I'action d’'un courant fermé et uniforme sur un ¢lément de cou-
rant. Dans le cas ol I'on adopte laloi d’Ampére, le travail élémentaire
dépend uniquement du changement de position relative de deux élé-
ments. D'aprés le théoréme que nous venons de démontrer, il n’en
peut étre de méme dans le cas ol l'on adopte la loi de Grassmann. 11
est ais¢ de le vérifier.

Laloi d’Ampére etla loi du potentiel électrodynamicue élémentaire,
proposce par M. H. von Helmholtz, sont toutes deux telles que le tra-
vail ¢lémentaire ne dépende que du déplacement relatif des deux ¢lé-
ments. Ces deux lois ¢lémentaires ne peuvent donc conduire aux mémes
formules pour représenter 'action d’un courant fermé et uniforme sur
un élément de courant uniforme; elles conduisent, en effet, pour ce
probleme & des résultats différents.

5. Le théoréme que nous venons de démontrer est susceptible d’¢tre
étendu aux actions des courants qui ne sont pas fermés et uniformes.

Dans tout courant linéaire réalisable, I'intensité¢ du courant doit
varier d'unc maniére continue d’un point & I'autre du conducteur; de
plus, sile conducteur traversé par le courant n’est pas fermé, I'inten-
sil¢ du courant doit étre égale 4 o aux deux extrémités du conduc-
teur.

SiTon suppose donnée I'action d'un courant réalisable quelconque
dont fait partie I'élément ds’, et dont l'intensité en un point de cet
¢lément est ¥, sur un ¢lément de courant quelconque, de longueur ds
ct d’intensité 4, et si I'on veut de plus que le travail ¢lémentaire ne
dépende que du changement de position relative des deux éléments, la
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loi élémentaire est-elle complétement déterminée? Le théortine précé-
dent ne le démontre pas, car on pourrait fort bien imaginer qu'il
existe deux lois élémentaires distinctes, différant 'une de I'autre par

ds . dy . .
des lermes en —- el -5 » et se réduisant I'une & Pautre lorsque on a

dy o dy o
ds — 77 s’ —

Nous allons démontrer qu’il n’cn est pas ainsi, et que la loi élémen-
taire cst encore, dans ce cas, complétement déterminée. Développons
celle démonstration pour la force élémentaire; le couple ¢lémentaire
donnerait lieu aux mémes considérations.

Soient

Xdsds’, s X, dsds’,
5y dsds’, 5,dsds,

zdsds'; ( z,dsds

les valeurs, dans chacune des deux lois, des composantes de la force
exercée par 'élément ds’sur I'élément ds. Posons

Pour que les deux lois conduisent & la méme action d'un courant
réalisable quelconque sur un élément de courant quelconque, il faut
ct il suffit que I'on ait

[~ J d3 _dx dy ds
. X= (W:)’q) <~5’, Z",}/, Z’, 3, 7 Xy Yy =, —(57 ;z;’ zz:):

0 PR - I _dx dy ds
(45) Y:—Jgalg(g”x,y,a,ﬁ, CTS'-, .L,)’,.’v,%, E;, d_?-)’

J .y Co dJ"_d.z‘dy(l:
Z:m;é,P<9l,$,y,e,5,m)%,).s,a}-y ?l-c_’;[‘s>.

Pour que le travail ¢lémentaire dépende uniquement du déplace-
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ment relatif des deux éléments de courant, il faut et il suffit que U'on
ait

: X+ X' =o,
(46) Y+Y =o,
Z + 7 =o.

En vertu de la premicre des identités (45), la premiére des iden- -
lités (46) peut s'écrire sous la forme suivante :

, 00\ dY |, (0% de | 0@ dy | 0% ds"

; (‘I’H’W)Js'""”"(azwwm—y @)
4 = [(r 450\ B (0¥ dz | 020dy 0¥ ds\]
—"[+aaa Nz T d T

Les quantités
ob P b [
(I)+gld-TV, 5'%) é’d()—)’,’ 3’%)

qui figurent au premier membre sont, comme @, indépendantes de

ay dx' dy 5
— = =

ds’’ ds ds’ ds

Les quantités
oD’ od' od' Jb’
T % o o
I 43 3 y d oz y S d)’ y 3 9=

qui figurent au second membre, sont, comme &', indépendantes de

@ de dy ds
ds’ ds’ ds’ ds’

Le sccond membre est donc une fonction linéaire et homogéne de
ces quantités. Il doit en étre de méme du premier, ct cela quels que

solent
¥ dx  dy' di
ds’ ds’ ds’ ds’
Faisons
as' dz' dy' ds'
& =% FT=H W =% gy

Journ. de Math. (4 série), tome IV. — Fasc. IV, 1888, 22

= 0.
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Le premier membre se réduit &

o

’
3 =

cui doit ainsi étre une fonction linéaire et homogéne de

dd dz dy ds
ds’ ds’ ds’ ds’
b i

. . " J
On démontrerait d'unc manit¢re analogue que %’ bk 8’ 5z sont des

fonctions ling¢aires ct homogtnes des mémes uantités. Dés lors, tous
les termes qui figurent dans I'identité (47), sauf le premier, étant des
fonctions linéaires ct homogénes de ces quatre quantités, il doit en élre
de méme du premicr.

Les quatre quantités

ab
05"

, ob , Jb , o

V3, 5 o
() I PR 4] ik 3 0_}/"

3’
c'est-i-dirc les quatre dérivées particlles de 9 = 3'® par rapport a 3,
@'y ', 5', ¢tant des fonctions linéaires ct homogenes de

a3 de dr ds
ds’ ds’ ds’ ds’
on a
'l ,dx , dy , ds , dd i
AP=As -‘E—FBJ ’JI-‘*"C" - + D> - + Iy,
A, B, C, D, I étant cinq fonctions des seules variables

Z, y) Z, ':”
!

' ) [
X, y, <y A,

dont le produit par 4’ s’annule pour 3’ = o.

. d3 d»!
Si nous supposons — = 0, - = 0, Nous trouvons

yD=Ay dz -+ By dy + Cy' ds + Fa.
ds ds ds
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Mais nous trouvons ainsi la valeur de 5’® qui convient & deux élé-
ments de courant uniforme. Or, d’aprés le théoréme démontré pour ce
cas, Loutes les dérivées partielles de ®, qui sont les divers coefficients A
qui figurent dans l'expression (23) de la force X, sont égales & o.
Donc 5'® doit se réduire & une constante, lorsque 1'on fait 5 = const.,
5" = const., ce qui exige que 'on ait

A =o, B=o, C=o.
F=4(s,%),

ct, par conséquent
sO=D(s. 2,y 5,5 2y, ) 2+ 5F(35)
9 ) y ~ . ,y, -~ dS ¢ .
L’identité (47) deviendra alors

, 0D\ d3 dy

0¥\ d3 oD da' oD dy' JD d5'

o [t Taadiel himi el —_— L = ==

+<J+5 0~)’> ay o dy Tt dy' ds’' MERT:
. .. 0D\ d% d3
*“[(DH?)I)WE

2 0¥\ds oD dx  oD'dy = oD ds

+<j+°’a‘s)£+b‘;z+@z;+'a;azj‘

Ry dr' dy' ds' . A
Le second membre est indépendant de —=» =5» ==+ Il doit en étre
ds'” ds'” ds

de méme du premier. On a donc

oD 7)) oD
WZO, 8‘720, 2)?=0.

Drailleurs D ne devant dépendre que des différences (a' — ),
(¥ =), (& — 5),0n voit que D est indépendant des variables

- / ’ ~le
Zy Yy By X, ¥V, 53
Oon a amsi

D =wn(3, 1),
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ct, par conséquent,

d g A8 dd 3 .z dy’
X=s5[50(,8)] 7 = + 55 5505, 5)] 57

La quantité X est la projection sur 'axe des  d'une grandeur géo-
métrique qui doit dépendre uniqucment en grandeur et position, des

5
intensités § et §’, de leurs dérivées Z Z 7> ¢t de la position relative des

deux ¢léments ds, ds’. Or cette projection est indépendante de la posi-
tion des deux ¢léments par rapport & 'axe des 2. Il en résulte qu'ellc
ne peut &tre qu'identiquement nulle, ainsi que la grandeur dont elle est
la projection. Ce résultat démontre le théoréme que nous avions
énonce.

Par conséquent, il est démontré que, st I’on connait I'action d’un
courant réalisable quelconque sur un élément de courant quel-
conque, et sil’on veut ramener celle action & une action élémentaire
telle que le travail produit par cette action dans le déplacement des
deux éléments entre lesquels elle agit dépende uniguement de leur
changement de position relative, la loi élémentaire est susceplible
au plus d’une détermination.

Nous avons démontré ailleurs (*) que la loi de I'action d’un courant
réalisable quelconque sur un élément de courant était connue, ou, du
moins, nc renfermait plus qu'unc constante inconnue (constante
d’Helmholts) dont la valeur devra étre demandée & I'expérience.
Nous avons montré en outre que celic aclion pouvait étre ramence a
unc action ¢lémentaire donnée par la loi suivante :

L’élément ds' exerce sur Uélément ds une attraction dirigée sui-
vant la droile qui joint les deux éléments et ayant pour valeur

433 ds ds' -
Wé”lfgd‘ (2cosw — 3 cosheosl') + =—— A ds ds (Sil,: 50 — o é—cose')
1+ X dydy /
+ b 2 dsds dsds',

(*) Applications de la Thermodynamique auz actions mutuelles des courants
électriques (Acta Societatis Scientiarum Fennicee, t. XV. Helsingfors; 1887).
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& élant la constante fondamentale de I'Electrodynamique, et \ la
constante d’Helmholtz.

Cette action vérifie la régle de I'égalité entre 'action et la réaction;
lc travail produit par cette action par I'effet d’un déplacement des
deux ¢éléments entre lesquels elle agit dépend uniquement du change-
ment de position relative des deux ¢éléments; il résulte alors du théo-
réme précédent qu’elle représente la seule action élémentaire jouissant
de cetle propriété et compatible avec la loi que nous avons démontrée
par 'aclion d'un courant quelconque sur un élément de courant quel-
conquc.

———



