JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

LEON AUTONNE

Recherches sur les groupes d’ordre fini contenus dans le
groupe quadratique crémonien. Premier mémoire : Etude
d’une substitution crémonienne isolée

Journal de mathématiques pures et appliquées 4¢ série, tome 4 (1888), p. 177-247.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1888_4 4 177_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1888_4_4__177_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

GROUPES D'ORDRE FINI DANS LE GROUPE CREMONIEN, 177

Recherches sur les groupes d’ordre fini contenus dans le .
. 7 . . ’ . V2
groupe quadratique crémonien. Premier Mémoire : Etude
d’une substitution. crémonienne isolée ;

Par M. Licox AUTONNE.

InTRODUCTION.

Aprés avoir, dans deux Mémoires insérés au Journal de Mathéma-
tigues (années 1885 et 1886), étudié les groupes d'ordre fini contenus
dans les groupes quadratique et cubique Cremona, je me propose, dans
le présent travail, d’étendre le méme genre de recherches aux substi-
tutions birationnelles qui, au lieu d'avoir seulement une série de trois
variables homogénes «; (coordonnées d’un point x du plan), con-
tiennent deux séries de trois variables homogénes : x; (coordonnées
d’un point z du plan), »; (coordonnées d’une droite « du plan).

Soit

a b

x; q;i(w, u> _fa b }
e d -
c d
u; kIJi(CC, u) (
une pareille substitution, ¢; et {; étant des polyndmes qui contiennent

les x; et les «; aux dimensions marquées par les entiers a, b, ¢, d,
lesquels ne peuvent étre négatifs.
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La substitution s sera birationnelle si, posant

oy, = (‘Qi(x, U), tr‘pi z= "Pz’(w; u. .
(, B = facteur de proportionnalité)

on a aussi
a b

yor=0{y, o) Bu=unly,
¥, = facteur de proportionnalité),

o

¢)

R

0; et n; étant de méme nature que g; el ;. On powrra éerire, dans ce
cas,

si—= =

| x; 0; (1,. ll) \ a )
‘ L

La substitution s est une substitution de contact, si chacun des deux
systémes d’équations

\ N\
Z ;= Z u; dx; = 2‘.1,, du;~-0
i i i
~ —~ -
Z Vv = }d 0; (l)/l' = Z)Q ([‘.‘i =1 0
i ; p

el

entraine 'autre.
Jappelle crémonienne une substitution

'?:s(l b“

Le dF

qui est ala fois birationnelle et de contact. L'appcellation crémonienne
est justifiée par le fail que s se réduit & une substitution Cremona ordi-
naire, sil’entier b est nul.

Soient deux crémoniennes s et §',

b, o (e, u) € a,u) |

T (e, ) ]’ e Y u
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la substitution
' Ly ?’i("?’ "f‘,) '

Py '4’2('{*, "!‘)

est, par définition, le produit s's de s’ par s. Je démontre que les cré-
moniennes forment un groupe, que j'appelle groupe crémonien.

C’cst la construction de groupes crémoniens, dits quadratiques,
formés par des substitutions

les entiers @, 0, ¢, d <2, quiest I'objet du présent Mémoire.

Pour la construction des groupes Cremona, je pouvais opérer sur
des substitutions dont les propriétés étaient bien connucs. Au con-
traive, le champ des recherches relafif aux crémoniennes est presque
inexploré. On connait bien (Mayer, Mathematische Annalen, t. VI1I)
cerlaines ¢quations aux dérivées partielles, auxquelles g; et §; doivent
satisfaire pour que la substitution s soit de contact, mais personne n’a
encore donné, au moins & ma connaissance, les conditions de biration-
nalité ct la forme explicite des fonctions entiéres 9, et .

La construction des groupes crémoniens a dii, par conséquent,
ére précédée de la construction et de I'étude d’une crémonienne
isolce.

Jai démontré dans un autre travail (Journal de Mathémaiiques,
1887, et Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences
du 8 [évrier 1886) que, si I'un des enliers a, b, ¢, d est zéro ou un,
la crémonienne s s’obtient en combinant une substitution Cremona,
convenahlement choisie, avec la substitution d’échange

S U

U Xy

Dans ce cas, je donne & s le nom de crémonigue.
Ce résultat m’a permis de construire les groupes crémoniens linéaires
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formeés de substitutions

[a b
le d ”
ol.aucun.des entiers @, b, ¢, d nc dépasse P'unité.

J’ai fait voir qu’un pareil groupe, s'il est d’ordre fini, s’obtient cn
combinant avecla substitution d'échange I'un des groupes de M. Jordan
[linéaires et d’ordre fini & trois variables homogénes (Journal de
Crelle, t. 84)].

Un groupe quadratique crémonien conticnt, ou peut contenir, des
substitutions linéaires (monistiques ou dualistiques), des crémoniqucs
et des substitutions

2 2

qui s’appelleront tout simplement quadratiques crémonicnnes.

o

Le présent Mémoire est exclusivement consacré & I'¢tude d’une sub-
stitution isolée contenue dans un groupe quadratique crémonicn. Les
substitutions linéaires (monistiques ou dualistiques) ont éié étudices
ailleurs (Journal de Mathématiques, fasc. 1, 1887, ct Comples
rendus des séances de I’ Académie des Sciences du 8 février 1886);
je ne m’occupcerai donc que des crémoniques cl des crémonicnnes.

Un second Mémoire traitera de la composition des crémoniennes, de
la construction des groupes quadratiques et de la recherche des
groupes d’ordre fini.

Le présent travail est divis¢ en cing Parties.

Dans la premiére Parlic, j'expose les définitions et quelques géné-
ralités applicables & des crémonicnnes de dimensions quelconcues, ct
je fais voir que le produit de deux crémoniennes cst aussi une crémo-
nienne, en d’autres termes (uc les crémoniennes forment un groupe,
le groupe crémonien.

Dans la deuxi¢me Parlie, j’¢tablis le théoréme snivant :

Tueorime. — Toule crémonique quadratique estde la forme acf,
o et B étant des substitutions linéaires quelconques, monistiques ou
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dualistiques, el o l’une quelconque des trois substitutions
Ty Ly, X, BT, z, x, %,
T, X%, Xy x3 Zy x;
Ty X,T, Ty Xy &y A
= ! . . W= y P ==
! u‘ .’L‘;u, u‘ ——-.1}. I‘, u| .7/'2’“2
| !
' 2 B | ! 2 2
Uy Tyl Ugl XUy { | Uy T Uy — Ty Uy
LUy Tiuy [y, -xiug . x5 U,
— (= — —1 — A=l
(=0, w=o', o=p",
2 oA ‘
A.:-'L':—.’L'Q.‘IJ:” Ai= 6;—', 7"'—":(Au),',
i

ro=Au,— A, u,, e

Je définis (17 du Mémoire) certains éléments fondamentauz et
certains connexes fondamentauz qui jouent vis-a-vis d'une crémo-
nienne respectivement un role analogue a celui des points fondamen-
laux etdes lignes fondamentales vis-a-vis d’une substitution Cremona.
Les expressions éléments et connexes signifient d'ailleurs (1 du Mé-
moire) la méme chose que dans la terminologie de Clebsch (Legons
sur la Géométrie, traduction Benoist, t. III, Connexes).

Ainsi, pour mettre en paralléle les propriétés respectives des substi-
tutions Cremona et crémoniennes,

Une substitution Cremona fait cor- Une substitution crémonienne fait

respondre, 4 un de ses points fonda-
mentaux, co points, et aux co points
d’une de ses lignes fondamentales, un
seul point.

correspondre, & un de ses éléments fon-
damentaux, o éléments, et aux oo?
(1 du Mémoire) éléments d’un connexe
fondamental, ou un nombre fini ou o
au plus éléments.

Un facteur fondamental est un facteur qui, égalé a zéro, donne

Péquation d’un connexe fondamental; pour chacune des crémoniennes
que je considére, je donne le Tableau des éléments et des facteurs fon-
damentaux.

Journ. de Math. (4° strie), tome IV, — [Fase, IT, 1888, 24

-



182 , AUTONNE,

Dans la troisiéme Partie, j'établis le théoréme suivant :

Tutorime. — Toute crémonienne quadratique qui r'est pas cré-
monique est un produit de deux ou irois crémoniques.

Nous sommes amenés ainsi & distinguer ainsi les crémoniennes &
deux et & trois composantes crémoniques.

Comme toute crémonique, d’aprés la premiére Partie, s’obtient en
combinant des substitutions linéaires avec ¢, @, p, lesquelles sont des
substitutions quadratiques Cremona, on voit que toute crémonienne
quadratique s'obtient en combinant des substitutions quadratiques
Cremona avec des substitutions linéaires monistiques ou dualistiques.
Ce résultat est & rapprocher du fail bien connu, qu'une substitution
Cremona d’ordre quelconque s’obtient en combinant des collinéations
(substitutions linéaires monistiques) avec des substitutions quadra-
tiques Cremona.

La quatriéme Partic cst consacrée aux crémoniennes quadratiques a
deux composantcs crémoniques, et établit la proposition suivante, dans
Iénoncé de laquelle on a désigné par E et H les substitutions

Lz, uy | Lo, oy
. x, hu, ‘ | La u, 1
| ; i
| wy iy i Loy Uy — €Uy \

H:H"':l i E"—h"’r:| '
Cuy ha | o, — &
LUy €y I LWy exy, Ly
| | i
Uy Ly P Ly

I, e = const.
)
Tuiorime. — Toule crémonienne quadratique & deux compo-

santes crémoniques est de la forme «sf, « et § étant deux substi-
tutions linéaires monistiques ou dualistiques, et s une des quatre
crémoniennes suivantes :
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! J " - .Z', a3"4
P, r
i 2 I
i . | T — uy(zju+exiuy,) |
oEo = (oEke)'=| \
u, ro(2ex us — xyu,) i
Uy u;(ex’ + z,x,)
Us -~
’: {l;| —‘nll/" u:’"‘
2 2 2,00
. A I+ ug (X, Uy -+ ex uy)
tEo = (okp) "' =| )
u, x tts( 2oty + 21))
Uy ri—u;(ex+ xyx,)
A xiu;
! x, — Xy Uyl
9
T, r
i 2 2 2
\ Lxy uy(wie, —xyu, - exiuy) |
eslp=(pEo)"' =
K2 ro(ry+ 282, u,)
u, u;(ex;+ A)
Us -7
z, hx,u,r,
X, hx

2

xy,  ry— hru,(xte, — 23 u,)

pHp =(pHp) '=

*
u, — hzyu,(2r,+ h*z,u,)
u, ry—hui A
u, h*x}u;

A et r; ayant la méme signification que dans la premiére Partie.
La cinquiéme Partie est consacrée aux substitutions crémoniennes
quadratiques & trois composantes crémoniques. Si 'on désigne par e,
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k, K les substitutions linéaires
b
by ouy ! ", x, ’ , x, — 4Kz,
i nl'g UJ .’l?._. _%I(.—zmg tL) 4K2x2
i Ty Uy ! Ly Ly X3 Ly = Ty
e—e = i, k= ' ki:i
! u, | LUy u, ! Uy u,
U2 (l/'“ ! : u:_: - 4K2 l[2 : I ltz - ( u._,+ us\) !
| ' H
Uy | u, Uy i cuy, — 4K+,
on a la proposition :
Tutorime. — Toute crémonienne guadratique & trois compo-

santes crémoniques est de la forme off ou an, « et § désignant des
substitutions linéaires monistiques ou dualistiques, oi

A=ax— w,ux,,

A=

€, I
o, r;
oy 17— 4K*uA
E=t"= ke '
TTE TR fJ_'Iu 2X, 7 .
3 -—or Ty
! 2 ’ 9 ;
Puy CGH4KEN
o

A=A-Ki, K=const.,

dA oA
=g =g r=(Aw),  u=(Ru),
K, K-, K?—r13o0;
| @, — Py
x, r
b ri- (KRGA
n=7"'=pewek'w = '
u, 20X, I
u, t,+4K*u;A
Uy ry

(X =A — K?*zj, le reste comme plus haut).
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Quant aux éléments et aux facteurs fondamentaux, ils sont donnés
par le Tableau ci-contre. J'appelle d’ailleurs élément adhérent :

A une courbe, lesystéme formé par une tangente etle point de contact ;

A une droite, le systéme formé par la droite et un point de cette

droite;

A un point, le systéme formé par le point et une droite passant par

le point.

Je donne aux cotés et aux sommets du triangle des coordonnées les

noms indiqués sur la figure.

wﬂ
/
./I ~
K .
\\
Qd ™~ Q'
[ 79 ’:§
& o
/
J4 L1 =0 e
] [°} o'
Les éléments fondamentaux Les facteurs
Pour sont les o éléments adhérents a fondamentaux sont
o, w, w ', Qe 0 o Zy, Xy, Xy
/ /!
Wee o vevoaononn (ﬂ, w, Q, Q xi, ch
Povereneneninas ©, Q Z,
% 5 F- T ©, Q Loy Uy
n ! / P
pEw. Ll w, o, §(?), Q, Q 2y, Ty Us
wlo........... w, Q, exl+A=o0 Ly, Ug, Iy
sle,.......... w, o, & O ex?+x,x3=0 Ly, Ug, Ty
L w, , A=o, A—K*z2=o0 Ty, Uy, Ty
Roeertvetnnnrnan w, 2, A=o0, A—K>z?=0 Zqy Ugy I'y
A=2x'-z,2 A= A
=Ty Xy L,y A= 5o
I oz,

'iz(Au)ia 7'|:A2u3_Aau2,

J’al systématiquement laissé de cdté, comme moins importantes au

point de vue de la construction des groupes crémoniens quadratiques,
les nombreuses propriétés géométriques des substitutions crémo-

(1) b est le point situé sur &', dont les coordonnées sont o, 4, 1.
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niennes. J'ai négligé notamment les relations qui existent entre les élé-
ments et connexes fondamentaux de la crémonienne s, et les connexes
et éléments fondamentaux de s~'. Ces relations sont tout a fait de méme
nature que celles qui existent entre les points et lignes fondamentales
d'une substitution Cremona, les lignes et points fondamentaux de son
inverse.

PREMIERE PARTIE.

’

GENERALITES ET DEFINITIONS.

1. La terminologic adoptée dans le présent Travail est celle de
Clebsch-Lindemann (Legons sur la Géométrie, Connexes, tome 111
de la traduction Benoist). Jerenvoic & I'Ouvrage cité pour la définition
des mots élément, élémen! principal, situaiion réunie, conneze,
coincidence, coincidence principale, couple de courbes, ctc.

Toutefois, comme je ne m'occupe que d’éléments principaux, le mot
élément voudra dire élément principal; un connexe aura ainsi pour
moi %? éléments, ceux de sa coincidence principale. De méme, admoins
de stipulation contraire, des éléments infiniment voisins seronl toujours
supposés en situation réunic.

Un élément (x, u) formé par le point > d’une courbe etla tangente u
en ce point adhérera ou sera adhérent i la courbe, laquelle & son
tour sera adhérente ou adhérera d1'¢lément. De méme tout ¢lément
(x, a) adhére & la droite fixe a, laquelle adhére & Iélément (z, a).
Enfin tout élément (b, u) adhére au point fixe b, lequel 4 son tour
adhére & I'élément. Il y a évidemment w éléments adhérents & une
courbe, & une droite, 4 un point.

Suivant I'usage, je désigne par 2, y, 3, ... des points ayant respee-
tivement pour coordonnées z;, y;, ;. ... (i =1,2,3), ¢t par u,o,
w;, ... des droites ayant pour coordonnées u;, v;, w;, .... J’écrirai f(x)
au lieu de f'(,, ®,, x,), . ... Dans une forme & plusicurs séries de va-
riables

Plx,y,..ytty0,...),

je soulignerai celles des variables qui seront considérées non comme
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coordonnées, mais comme paramétres. La notation

P(w y,...)

met en évidence les dimensions avec lesquelles figurent dans la
forme P mixte les variableshomogénes x;, y;, .... Enfin, quand aucune
ambiguité ne sera possible, je désignerai une forme mixte simplement
par

(o ih) '
Ly Ya ey Uy Oy oni ]y
par exemple.

Il va sans dirc que nous supposerons toujours, & moins de stipula-
tions contraires, entre les six variables z; et u; la relation

2 u;z; = 0.
i

Toutes nos formules ne seront exactes que sous le hénéfice de cette
rclation.

2. Soit une substitution de contact (voir, pour la définition, I'Ou-
vrage précité de Clebsch-Lindemann, t. III, p. 465)

| ( . -
o b ) , v\, u) to Yi oY=
) l . ‘ ‘ - | ¢ d i i ) i, ~o.— .
v G l ; |I (t" 411,(.1" u) \ l‘l ‘l i Jv‘ ~Pl

(¢, o = facteurs de proportionnalité; 9;, {;= formes rationnelles et
entiéres.)
Sil'on a réciproquement

a b e
v =0y,0). Fu=nly,")
(¢', o’ = facteurs de proportionalité ),

la substitution s sera birationnelle et 'on posera par définition

| (n' /AN
NREZ 0\, u) ]
§ - f Feod -
| |

f" b
e a )

I)

.

Ay
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Il est évident que 0;(9, §) et n; (¢, {) sont respectivement propor-
tionnels & ; et u;.
Une substitution, qui est & la fois birationnelle et de contact

a b)
S ==
c d ”
sera appelée crémonienne, parce qu'elle se réduit & une substitution
ordinaire Cremona d’ordre @, sil'entier b est nul. Une crémonicnne
devient crémonigue si 'un au moins des quatre entiers a, b, c, d est
zéro ou un. La crémonienne esi lindaire monistigue ou dualistique
(voir ma Note dans les Comptes rendus du 8 février 1886 ou mon
Mémoire du Journal de Mathématiques, p. 64; 1887) si aucun des
entiers a, b, ¢, d ne dépasse I'unité; la crémonienne est quadralique
si aucun de ces quatre cntiers ne dépasse deux. Je sous-entendrai sou-
vent substitution devant crémonienne ct substitution linéaire devant
monistique ou dualistique.

3. Soit une crémonienne

“Uz @
S =

b uy 4’[

L’élément (y, v) dont les coordonnées sont ¢;(x, u) et Y;(x, u)sera le
iransformé par s de 'édlément (z, ) et sera désigné par s[(z, u)).

Soit (x, u) I'élément courant du connexe C: le lieu géométrique des
éléments s[(z, «)] sera le connexe s[C], transformé par s du con-
nexe C.

Soit P(z, u) une forme mixte, je poserai

] x; 0,-

. -
H st =
’ui ’zi

s|P(x, u)]=P(g, ).
Comme on a identiquement, & wun facteur de proportionnalité

pres (2), ‘ |
P(x, u)="P[0(5, ), n(% P
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on voit que, si P = o est I'équation du connexe C,
s P(x, u)|=P0,n)=0

est I'équation du connexe s[ C].

Soient une courbe ¢, (x, «) I'élément courant adhérent 4 cette
courbe. Par les propriétés connues des substitutions de contact, on
voit que s[(z, w)] est I'élément courant adhérent & une certaine courbe,
que j'appelle transformée de ¢ par s et que je représente par s[c].
Si

p(a)=g(¥)=0

sont les équations de la courbe ¢ en coordonnées-points x; et coordon-
nées-lignes u;, on voit aisément qu'il suffit d’éliminer successivement
entre les trois équations

s [p(e)| =5~ [q(0)|=p()=g¢(n)= Y uz;=0

x; et u; pour avoir P'équation de s{c] successivement en coordonnées-
points ct coordonnées-lignes.

4. Soient deux crémoniennes

&Z; '1";(5"’ u)

u; Yi(x, u)

x; i(x, u) '

u; Yz, u) '

b

la substitution
_ = %o )
| w Yo, ¢)

sera par définition le produit s's de s' par s, dans Uordre indigué
de facteurs.

Au point de vue géométrique §'s équivaut aux deux substitutions s
et s’ successivement faites (dans I'ordre indiqué ); s et ' étant de con-
tact changent par définition des éiéments infiniment voisins cn situation
réunie en des ¢léments infiniment voisins en situation réunic; il cn est
donc de méme de s's, qui, par suite, est de contact.

@ s[el
Jil

.S'I S =
u

s[

Journ. de Math. (}° séric) tome IV. — Fasc. 11, 1888. 25
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Posons (y, ¢)= s[(x, u)] et cnsuite (5, w)=s'[(y, ¢)|, on aura,
d’aprés ce qui précede,

(5, w)=¢5s[(x, u)].

L’inverse "' de la crémonicnne §' est évidemment crémonienne ¢t
transforme (z, w) en I'élément wnique (y,¢), ct s~ transforme
(¥, ¢) en T'élément unigue (x, u); la substitution s~'s'~'= (s's)™
équivaut aux substitutions s'~* et s~* successivement faites dans 'ordre
indiqué et change (z, w) en I'¢lément unique (z, u); donc s's cst bi-
ralionnelle et, étant déji de contact, cst crémonicnne comme ses com-

4

posanies §' e s. En résumé :
Tutorine. — Les crémoniennes forment un groupe crémonien.

5. Posons (y, v)=s[(z, u)] ¢t par suite (&, u)=s"|(y, )],
s étant la crémonienne

&L 7 B | g ()l' !
?

)

s M= .
u; '\IJ,' \ t; n;
J’appelle équation primordiale ou simplement primordiale de la
crémonicnne toute ¢quation algehrique, telle que

m n

q ny
f(w, )f) = o, /i (\'cl;", c')> =0, VA (’22, y> = o, f;<,z]:, ’/c:) = o,

dont la crémonienne entraine 'exislence entre une séric de coordonndes
de (z, u) et une série de coordonnces de (y, ¢). Fappelle plus spéeia-
) ) 1
lement
JS= o, primordiale puncto-poncluclle de s ct de s,

puncto-linéaire de s,

fi=o, » . , »
' lin¢o-ponctuelle de s~*,

......................................

6. Soit (z, u) I'un quelconque des » éléments adhérents & un cer-
tain point  du plan et posons (y, ¢)=s{(z, u)|. Les = points y sont
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situés sur la courbe d'ordre n (woir 1 du Mémoire pour les explica-
tions des lettres soulignées)

f(g,})-—-o

et les o droites ¢ touchent la courbe de classe ¢,
my
/(z%)=o.

Deux ¢léments (, z) infiniment voisins sont en situation réunie;
puiscuc s est crémonicnne, il en est de méme de deux éléments infini-
ment voisins (y, ¢) = s[(x, w)]. En d’autres termes, les ¢quations

flzy)=0 o f(55)=0

représentent, 'unc en coordennées-points y;, I'autre en coordonnées-
lignes ¢, la méme courbe d’ordre m et de classe ¢, ou plutét, en con-
sid¢rant a; comme des paramétres variables, le méme réscau de «*
courbes d’ordre m ct de classe ¢,. Jappelle ce réseau afférent a la
substitution s~! ct ponciuel comme se rapportant aux divers points
du plan. Je le désigne par la notation

R,
allectant la lettre R comme indice supéricur du nom de la substitution
ct comme indice inféricur de la premiére lettre du mot ponciuel.

Dc méme, les deux primordiales

/i (/a?, ”g) =0 et f, (11);, f’é) =o,

par exemple, représentent un réscau d’ordre m, et de classe p,, que
j'appelle réscau linéaire (se rapportant aux diverses droites ¢ du
plan) de la crémonicnne s et que je désigne par la notation

s
{°
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En résumé, la crémonienne s aura deux réseaux

R; d’ordre m et de classe p,, f(“:';’)"/) ='ﬁ‘<2’ i;) =

m,

‘ 41 Py s’
K om » Pw f (5"1 2) =74, ¢)=o.

La crémoniennc s—* aura deux réseaux

m o my oy
—1 ’ Y, g — . m—
Ry d’ordre 7 ct de classe ¢, f(a_z,y) = f, (g, v>_ 0,
— Y ACIEN P2 (s
R™ » m » s J (l_’;ay) :fa<l_‘a V) = 0.
7. Nous avons raisonné comme si entre deux mémes séries de coor-
données de (z, ©) ct de (y, ¢) n'existait qu'une scule primordiale.
) ) q P

Supposons maintenant qu’il y ait deux primordiales puncto-ponc-
luelles par exemple

f(;ll::, )"/> =0 el /'(,;, }) =o0.

Six est donné, y est I'un des nn’ points d'intersection des deux courbes
d’ordres n et »' respectivement

(1) Nz, y)=o0, flz,y)=o;

y; ne dépend donc que des x;, ct la crémoniennc

/

¢ ’ e d i
d u; 4»[(;5, u

devient crémonique puisque « manque dans g, et b = o.
Pour que s restat crémonienne, il faudrait que les deux courbes (1)

eussent o points communs, c'est-a-dire fussent décomposables, avec
une partie commune. Alors on aurait

(a b ] £ (9,(;111', 12} E

8§ =

f=(xy)F(z,y),
f=(z,y)F(z,y)
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et c'est '
F(z,y)=o0

qu’il faudrait prendre pour véritable ct unique primordiale puncto-
ponctuelle.

8. Sil'un des réseaux d’'unc crémonienne s, le réseau ponctuel R,
par exemple, se décompose en un systéme de droites (ou de points), il
n’est plus représentable par une seule équation en coordonnées-lignes
(ou coordonnées-points); en ce cas, la primordiale linéo-ponctuelle (ou
puncto-ponctuelle) de s ne peut plus étre unique et s devient crémo-
nique.

9. Existe-t-il, en général, des primordiales pour une crémonienne
donnée? 1l est aisé d'en former. Soit une crémonienne

&y ?i(w’ u)
. u; 4’,'(%‘, U) '
Posons
(1) oyi=qi(x, u),

(2) go;=Y;(x, u),
(3) 2 u;x; = o.
i
o, o = facteurs de proportionnalité.
Nous obtiendrons, ¢n éliminant entre (3) et les trois équations,

(1), p et u;, une primordiale puncto-ponctuelle,

(1), ¢ et w, » linéo-ponctuelle,
(2), 0 ct u » puncto-linéaire,
(2), 0 et z, » linéo-linéaire.

Par suite une crémonienne possédera en géne’ral les deux réseaux
linéaire et ponctuel dont nous avons montré plus haut les propriétés.



194 AUTONNE,

10. Réciproquement, d'une primordiale, puncto-ponctuclle par
exemple, f(x, y)= o0, on peut remonter 4 la crémonienne.

En effet, on sait (Legons sur la Géomdirie, t. 111 dela traduction
Benoist, p. 466 et suiv.) que (, ¢) est I'un des éléments adhérents &
la fois aux deux courbes

fzy)=o et f(z+day)=2 da

avec

of(z,v) _
5 =

i

2 u,-dx,-: 0.
i

Eliminons y; entre les trois ¢équations

S= z dx, Ewi)’i—_‘oa
en tenant compte de

2 w;x; = Z wdx;=0;
i i

u; proportionnel & (i« dx),;,

d'ott
(xdx), =x,dx,— x,dr,,

ne
(&v, u, x) =

de I'élimination donne le produit des 7* points d’intersection de

f= E dx,_.o,

en coordonnées—lignes w;.
Parmi ces n* points se trouve y dont I’équation est

Le résultat

Wy = Z wigi(z, )= o.

Le facteur w, doit se détacher par conséquent de (W, u, x) et les
fonctions ¢; se trouvent déterminées.
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Opérons de méme sur la primordiale puncto-linéaire, nous détermi-
P )
nerons les fonctions ¢;, et la crémonienne s sera construite.
Dailleurs, dés que y;, c'est-d-dire ¢; est obtenue, on a ¢;, c'est-
> 13 . 2 df (z, y )
a-dire {; en remarquant que o; est proportionnelle & g clest-
a-dire &

oz, 9),
dx i '

41, Tukonime. — Le réseau ponctuel (ou linéaire) du produit s's
de deux crémoniennes est le transformé par s du réseau ponciuel
(ou linéaire) de s'.

Jappelle d’ailleurs réseau transformé s=*[R;] le réseau des trans-
formées par s=' des * courbes de RS.

Soient 6 et ¢’ deux crémoniennes quelconques,  un point fixe d’ail~
leurs guelcongue du plan. Les % éléments o[(z, ©)], pour « variable,
adhérent & une certaine courbe d'ailleurs guelconque de Rj™' (6) et
les oo ¢léments o'o[(x, u)] adhérent (3) & la transformée par o de
cette courbe, laquelle transformée cst une certaine courbe d’ailleurs
quelconque de o'[R]™']. Mais (6) les o éléments o'a[(x, ) adhérent
a4 unc certaine courbe d'ailleurs guelcongue parmi les «* courbes de
R™; donc, en exprimant par I'égalité des symboles la coincidence

p
des réseaux,

RY™ = o [Ry).

Les crémoniennes o’ et o sont quelconques : appelons s~' la crémo-
nicnne ¢’ et 8! la crémonienne o, il viendra I'égalité

Ry*=s'[RS],
qui démontre le théoréme.

Il suffit de raisonner comme ci-dessus sur les réseaux R, pour établir

que
Ry =s"'[R]].

On aura seulement & considérer, au lieu d'un point fixe quel-
conquc 2 du plan, une droite fixe # quelconque.
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Soient
./"(‘%Z):O’ F’(“,Z):(’

les équations en coordonnées-points z; et coordonnées-lignes u; du ré-
seau R7; les équations du réscau RJ* en coordonnées-points ct coor-
données-lignes s’obticndront en ¢liminant respectivement u; ou w;
entre les trois équations

S @ y)= F ('.}:, y)= 2 u;;== 0,

la crémonienne s étant

. £ (P,'(\-’L',U) ]
T $i(x, u) [

12. Soit s une crémoniennc ; soient « et § deux linéaires quelconques
monistiques ou dualistiques, la substitution

asf

sera évidemment crémonicnne, comme s, o et §, ct par définition sera
équivalente & s. Deux crémoniennes équivalentes & une troisiéme sont
équivalentes entre elles. Parmi les crémoniennes en nombre infini
équivalentes a s, nous prendrons comme forme canonique de s la cré-
monienne qui a I'expression la plus simple, gréice 4 un choix convenable
des linéaires « et f.

Ce qui précéde s'applique aux crémoniennes en général, Ies enticers a,
b, ¢, d étant quelconques. Je vais passer maintenang aux crémoniennes
lin¢aires, ou @, b, ¢, d <1, et aux crémonicnnes quadraligues, o\ «, b,
¢, d< 2.

13. Toute linéaire est évidemment crémoniques; comme je 'ai dé-
montré ailleurs (Journal de Mathématiques, p. 74; 1887), une li-
néaire ne peut étre que monistique

X Z ;% ;
i

b

a—-! x Alz]
|y Au]

!
|
_
|

; u[ 2 al'j uj
7
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(@;; élément du systéme adjoint des ;;), ou dualistique,

X b,~u-
= Blu] | _ 20t
u BI_‘[C'/'] i u; zﬁijxj ’

i

(Bi; élément du systéme adjoint des &;;; a;;, b;; = const. de détermi-
nant o).

14. Les crémoniques quadratiques ont I'une des quatre formes sui-
vantes :

'2(; 1 2 02) ‘21)
b] ? b b
{21} 02‘ ,r 2’ lzo’

sil'on a égard au théoréme de la page 71 du Journal de Mathéma-
liques, 1887, ainsi concu :

St lune des deux séries de variables x; et u; entre linéairement
(ou manque) dans Uune des séries de fonctions ¢; et Y, qui défi-
nissent s supposée de contact, cetle méme série de variables manque
(ou entre linéairement) dans Uautre série de fonctions.

Une crémonique

}:l: Ly 'p,(x) I

. 2\ !,
“ X w0 () |
i |

ot ®;; est le coefficient de O

dans le développement du déterminant

dxj
des dérivees %, et la substitution ternaire
j
[ & 2:(f) |
une substitution Cremona. -

[
fo s

Journ. de Math. (4* série), tome IV, — Fasc. IL.
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Sil'on désigne par ¢ la dualistique d'échange

=.t"',

=

‘12]_,. (o;]___
' o o "" '\_)\‘\7 l : o !"')\"\
ou
32 ]):J'l.
l2 o

En résumé, toule crémonique quadraltique est équiwalente a une
crémonique de la forme .
11 suffira donc de construire la forme canonique (12) de .

Remarque. — On voit aisément que P'inverse d’une crémonique est
aussi une crémonique.

15. Je réserve plus particulitrement le nom de crémonienne qua-
dratique & la substitution

[
[

N
|

Dans ce qui suit, j’abrégerai le langage en disant crémonigue el cré-
monienne au lieu de crémonique quadratique et crémoniennc quadra-
tique.

Je me bornerai, pour une crémonique ou crémonienne, 4 donner sa
forme canonique, puisqu'il suffira, pour produire la substitution, dc
multiplier devant et derriére la forme canonique par des linéaires con-
venables; pour cette forme canonique il suffira (10) de donner une
primordiale.
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DEUXIEME PARTIE.

FORME CANONIQUE D'UNE CREMONIQUE : ELEMENTS, FACTEURS.
CONNEXES FONDAMENTAUX.

16. 1l suffira de construire la forme canonique de la crémonique

A (14). Soit
A=

} o 9(%)

;l(,' [

La primordiale puncto-linéaire de A
2 vigi(r)=o0

représente pour ¢ conslante, mais quelconque, une des %* courbes
de R}, lequel réseau est un réscau de = coniques passant par trois
points fixes, puisque la ternaire

| & 9:(0) |

est une substitution Cremona.
Trois cas sont & distinguer :

I. Les trois points sont distincts. On peut amener ces trois points a
coincider avec les trois points

fl;| =|'L'~)=O, x.;“;w;;zo, JL.;]:-‘I/": 0,
grice & la multiplication de A par une monistique qui équivaut, comme

on sait, a un changement de coordonnées. Eu égard & 1'équivalence,
on peut donc écrire

= ALy + Qi X' l| = Ay Ly Loy

(a;j= const. de déterminant % o).
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Alors

2 V0 — 2 (ai|w2w3+ Qi T3, -+ aiawiwa)vi

¢

= Ty 2 Gjy "i""mawcz Qjx Vi + -'ci"‘%z Qjy O
i i i

Remp]acerz a;;%; par ¢;, c’est multiplier encore A par devant par

une monistique a (cffectuer le produit a)), ce qui est licite au point de
vue de I'équivalence. Alors la primordiale devient

Py LgiLy 4 Pylig iy == 40 Ly = 0,

et la crémonique prend sa forme canonigue (14 et 12),

'l;l -L‘gal/’;;
Ly Ly
Z: — = C—' .
Ly Ly Lo
i a
G i

I1. Deux points fixes sont infiniment voisins sur unc droite et le
troisieme distinct. Appelons une fois pour toutes (w, Q) I'élément

Ly =Ty = U= Uy =0,
et o’ le point
Ly = Ly = 0.

Nous pouvons, eu égard a I'équivalence, supposer les deux points
fixes infiniment voisins confondus en w (2, = x, = u; = o) sur la droite

Q(u, = x,= u, = 0), et le troisi¢éme point fixe situé en w’. Alors

2
Pi=Q; Ty Ty G 2%, Xy + Q| XY,
N 2
0= Z 09, = Ty Iy Ea,-, O; = Ty, Z Ayy99;+ Z E Qi 9
i i i i

Remplacons encore, ce qui est licite au point de vue de I'équiva-
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lence, 2 @; v; par oy, 2 @\ 9; par v, 2 @y, ¥; par oy, il vient la forme

H 1 1
canonique @ pour A,

T, X%,

T x;

Ly Laky

T=0'= s P =Ly Uy — Ly Uy.

u, —ux,r,

Uy, LU,

wy,

I11. Les trois points fixes sont confondus, et I'on peut supposer
qu’ils le sont au point ® de la conique A =z} — &, 2, =0 et situés

tous trois sur la conique; ceite supposition, en effet, ne change pas
Péquivalence. Alors

9= a;x, 2%, + byxs+ ¢ (] — x,xy),
) M c oy
0= 2 PP Ly L z a;vi+ x Z bivi+ (% — xyxy) E c;v;.
i i i i
Nous pouvons encore, eu égard a I'équivalence, écrire ¢, au lieu de

2 a;v; v, au lieu de 2 b;v;, v, enfin au lieu de 2 ¢;9;. Alors 1l vient
i i

i
la primordiale
P L Ty + 0y &y + 0y (2] — T,%,) = 0,

et, pour A, la forme canonique

K7 L, &y
Ly x; |
Lxy @ — @y
—_— e "
P-——p -—| " —72—£2u|+2.’lz4u3‘
L, T, 7,
]
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On peut remarquer que, si 'on pose

JA
A= (_{371, ro=(Au), = A,u,— A, u, vy Pa=(Au),.

Nous avons ainsi le théoréme :

Trtorime. — Toute crémonigue est de la forme acB, et B dési-
gnant des lindaires, et o U'une quelconque des trois formes cano-
nigues ¢, @, p.

47. Soit s une crémonicnne quelconque, quadratique ou non, cré-
monique ou non. Un élément (a, b) sera fondamenial pour s, s'il
existe plus d’un élément s[(a, 6)]. Il faut évidemment pour cela, si

i Ym0

8 = .

que I'on ait
9= o, ou b= o, ou == 0
pour I'élément (a, D).
Un connexe C est fondamental pour s, si s transforme les oo? élé-

ments de C en oo au plus. Un facteur fondamental est une forme
mixte qui donne annuléc I'équation d'un connexe fondamental.

18. Pour la commodité du langage, jc donne aux sommets et aux
cotés du triangle des coordonnées les noms indiqués sur la figure ci-
dessous.

19. On voit aisément que la canonique { (16)

X; '{J

(=

=t o=t o

1

-

u;

a pour éléments fondamentaux :
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1° Les o éléments adhérents 4 'une des trois droites Q, ', Q”, élé-
ments qui annulent {;;

2° Les o ¢léments adhérents & I'un des trois points o, o', w”, élé-
ments qui annulent g; et ¢;.

Si (=, u) adhére & Q, ', Q, y est respectivement placé en o', w’, v,
et ¢ est indéterminée, ;= o. Donc, { transforme chacun des w élé-
ments adhérents a Q, &', Q" en les o éléments adhérents respectivement
aw, o, o

Si (z, u) adhére 4 0, o', ©", y est situé en un certain point de Q,
Q, (¥, et ¢ est indéterminé autour de ce point.

Donc, T transforme les o éléments adhérents 4 o, o', 0" en les
®* ¢léments des connexes x,=o0, x,=o0, &, =0 respectivement.
Comme {=1{", x,, z;, z, sont les facteurs fondamentaux de ¢, en
vertu méme de la définition.

Lenme. — Soit s une crémonienne quelconque, P (xz, u) une forme
mixte irréductible; st P(9, {) se décompose en un produit de plu-
sieurs facleurs, tous ces facteurs, sauf un au plus, sont fonda-
mentaux pour s.

Soit, par exemple,
s|P (@, w)] = P(g, ¥) = QPII*IIx.. .

appelons p, ¢, , 7, ... les connexes P =0,Q =0, =0,....8i Q
n’est pas fondamental pour s, tandis que (x, %) parcourt le connexe g,
s[(z, u)| parcourt le connexe p et le parcourt tout entier, puisqu'il
est irréductible. Cela résulte (3) de ce que s[P(x, u)] = o est I'¢-
quation du connexe s~'[ p], lieu géométrique de I'élément s~'{(x, u)].

Si maintenant II n’est pas fondamental pour s, tandis que (z, u)
parcourt w, s[(x, u) parcourt de nouveau le connexe p. Alors, tandis
que (x, u) parcourt p, s~'[(z, «)] parcourt & la fois ¢ et =} ces con-
nexes coincideraient donc, et Q ne différerait de Il que par une con-
stante facteur, ce qui est contre I'hypothése.

Au contraire, si II est fondamental, tandis que (z, «) parcourt =,
s[(@, )] vient coincider avec o au plus éléments de p.
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Appliquons le lemme & , il vient le théoréme suivant :

Trneorime. — Soit P une forme mizte irréductible; il ne peut se
séparer de [[P] d’autres facteurs que x,, x,, z,; il faut et il suffit
pour cela que le connexe P = o contienne les w éléments adhérents
respectivement & ', ', ©.

20. Passons maintenant a 1'étude de

Ly Xy Ty |
ot Xy Ty ‘= I (Pi(x, u) : _ I x; yi ]
o —xn : Ui '{J,-(.’L‘, lt) i u 9 E

Uy XU, E

Uy —SU?U,; I

Les éléments fondamentaux de o sont :

Les oo éléments adhérents a Q et & ' respectivement, ;= o;

Les oo éléments adhérents & et & w' respectivement, 9, = ;= o.

Si (, u) adhére &4 Q ou (', ¥ cst en ' ou cn w, et ¢ est indéterminé
autour de y. Si (x, u) adhére & o', y cst en un certain point de €1, et ¢
est indéterminé autour de ce point. Si (z, u) adhére a w, y est en w,
et v est indéterminé autour de y.

Etudions enfin les éléments en nombre infini &[(w, Q)]; soit (y, ¢)
I'un d’eux; ®[(y, ¢)] = (0, Q), puisque w =="'. Il faut donc avoir

o :.}/1)’2:)/:’ =.‘}’«(y393—y202f) :—“yf&’a.

L’élément (y, ¢) est donc I'un quelconque des »* éléments du con-
nexe , = o.

La discussion précédente et le lemme du n° 19 nous conduisent au
théoreme suivant :

Tutorkme. — Soit P(x, u) une forme irréductible en x; et u;; il
ne peut se séparer de w[P(z, u)] que les facteurs fondamentaux x,
el z, de @3 pour qu’il se sépare du facieur x,, il faut et il suffit que
le connexe P =o contienne les « élémenis adhérents a o'; pour
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qu'il se sépare du facteur x,, il faut et il suffit que le connexe P =o
contienne U'élément (v, Q).

Jappelle une fois pour toutes élément focal, ou simplement le
focal, 'élément (o, Q).

21. Passons 4 la canonique ¢

x, , Ty
% ‘UT—%"”:’ x; ?i}_ z; Vi
T iU, Zal'y U "Pi u, v

Uy *Uy— T, U,

U, Xty

Les éléments fondamentaux de p sont les éléments qui adhérent 4 o
ou & Q. Une discussion analogue aux précédentes montre que z, est le
seul facteur fondamental de p, et conduit au théoréme suivant :

Tukorime. — Soit P (x, u) une forme irréductible mixte; il ne
peut se séparer de o[ P (z, u)] que le factewr x,; il faut et il suffit
pour cela que le connexe P = o contienne I’élément focal.

22. Considérons maintenant une crémonique quelconque qui sera
(16), o ct B désignant des linéaires monistiques ou dualistiques

foa, o={( ® ou p.

On s’assure aisément que les éléments fondamentaux et les connexes
fondamentaux de Boa sont les transformés par a~' des éléments et des
connexes fondamentaux de o.

Une monistique équivaut, comme on sait, a4 un changement de coor-
données; une dualistique, & un changement de coordonnées combiné
avec une transformation par polaires réciproques par rapport & une
certaine conique de hase. Nous sommes donc en mesure de déterminer

Journ. de Math. (4° série), tome 1V, — Fasc. II, 1888, 27
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les éléments fondamentaux et les connexes fondamentaux d’une crémo-
nique quelconquc.

TROISIEME PARTIE.

DECOMPOSITION DES CREMONIENNES EN CREVONIQUES.

23. Unc crémonienne (e =b=c¢=d=2) a pour inversc uue
autre crémonienne; en cffet, une linéaire ou une crémonique a pour in-
verse une linéaire ou une crémonique, et nous excluons par hypothése
toute substitution ol @, &, ¢ ou d serait > 2.

Prenons donc une crémonienne

2 2 2 2
RE: go,-(x, u) - x; 0,-(.'5, u
5= 4 2 ! 2 2
U; %(w, u> u; N\, U
Posons
(1) ay;= iz, u),

(2) Bo;=Yi(x, w);

d’ou, par suite aussi,

(3) yzi= 0y, ¢),
(4) Su;=n:(y, ¢),

2, B, v, 6 = facleurs de proportionnalité.
Eliminons respectivement :
o ¢l u; entre les trois ¢quations (1) ct E uir;=o0;
i
v et ¢; entre les trois équations (3) ctz VY= 0.
i
fr o2 2 4
Sownt‘p(\x, y) et (_](.7;, y) =0 les résultats des deux éliminations.
On obtient ainsi une double primordiale puncto-ponctuelle, et, comme
s est crémonienne par hypothése el non crémonique, il faut (7) que
les deux courbes

[)(';_1;’):01 q(\éa;’):“
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aient une partie commune. La conique p = o ne peut se décomposer,
pour 2 quelconque, en un couple de droites (8); done

2 4 P2 -2 1
7@, y) =p(a, y)=(z,);
chassant les dénominateurs de w, il vient, = n’ayant plus la méme signi-
fication,

m 2 & 4 2 m—2 2
%"("”)9(‘”’ }’)’—"1’(“” }’>T‘< Xy }’>3
m étant un entier > 2, et . n’ayant aucun facteur commun avec les coef-

ficients des puissances et produits des y; dans «. Donc (. divise p, ct
m 4. On ne peut ainsi faire que les hypothéses m = 4, 3, 2.

13 2 .
m==4. —p =(x) ( y); pour z quelconque, y ne serait pas quel-
-
conque dans le plan, mais situé sur la conique ( y)=o, résultat ab-
surde.

m=3.—p= (%) (;v, ;) La primordiale

<*"‘”’ ;’) =0

conliendrait x; & la premiére dimension, le réseau R, se composerait
de droites, résultat absurde (8).

m=2. — q(;c,;/)z (;)f(;:, )zf>, en désignant par f le quotient
de p par p.
n résumé, on a . : .,
pla,y)=(2) r(2, ),
g(2,5)=(7) £ (2, ).

Ainsi, c’est f = o qui est la véritable et unique primordiale puncto-
ponctuelle de s ou s~*.

On peut raisonner mutatis mutandis sur une autre primordiale que
la puncto-ponctuelle, et il vient par conséquent :

Lesve 1. — Une primordiale quelconque d’une crémoniennc
contient chacune de ses deux séries de coordonnées ¢ la dimension
deuzx.
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Leune I1. — Les divers réseaua d’une crémonienne ( ponctuel ou
linéaire) sont des réseaux de conigues.

24. Tukorine. — Il existe une conigque (critique de la crémo-
nienne s) A telle que si x est sur A, la conique correspondante

2 2
f (Z" Y. > =0
du réseau B est une droite double.

Considérons les primordiales

f(;s ;’) =0 et F(;‘, é) =0,

Sil'on considére  comme fixe, /= o et F =orcprésentent la méme
conique respectivement en coordonnées-points y; et coordonnées-

lignes ¢; (6).

Posons

_/'(.5;‘,5/):22%ij,-,(2‘), (Lj=1,23).

2 2
La conique F (x, v) = o doit coincider avec celle dont I'équation est

Xn Xlz Xas 7
X, X22 X 0, ('. z)
X, Xo Xy o =\;H =0

o0 9y vy O
2
Cela exige l'identité, A (x> étant une forme ternaire quadratique,
LI ] 2 2 2
(x, v) =A (w) F(m, o).
o2

H . . o
A (x) divise tous les coefficients de la conique (ac, v) = 0, cest-a-dire
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tous les mineurs du déterminant

X Xy Xls
Xl2 X2 Xos
Xcs X:zs Xsa

de la conique
2 2
f(*ﬁa )’) =0.

Si A(x) = o, tous ces mineurs sont nuls, ct f(x,y)=o0 est une
droite double. C. Q. F. D.

On verrait de méme qu'il existe une critique X telle que si x est
sur X, la conique F(z, ¢) = o se réduit & un point double. Le déter-
minant de la conique f(z,y) =oest A*X 4 un cocfficient constant
pres; le déterminant de la conique F(#, v) = o est, & un coefficient
conslant pres, A A2,

A et XA sont deux critiques de s; ce sont deux coniques pour les
points desquelles la conique du réseau R;™ se réduit & un point ou a
une droite double :

Droite double pour un point de A

Point double pour un point de X.

Reéciproquement, s~ a aussi deux critigues B et B telles que la
conique du réseau R, se réduit :

A unc droite double pour un point de B;

A un point double pour un point de 33.

On peut remarquer, d’ailleurs, que le déterminant de la conique

2 2
f(:v, y):o est A2 4 une constante prés; celui de la conique

, 2 2 . .
/ (x, y): o est B2, 4 une constante prés.

25. Appelous réductible toute crémonienne qui est identique & un
produit de crémoniques. Nous allons démontrer que toute crémonienne
est réductible.

Lesye. — Les trois coniques

dJ y "
_f_(()—%ﬂ = o ont, avec f(z,y) =0,

trois poinis communs situés sur la critique B de s'.
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Appliquons, pour déterminer les fonctions ¢; et §; qui déterminent s,
le procédé indiqué plus haut (10). Eliminons y;, entre les trois équa-

lions
f zd‘”to Z‘vz}/l—'os

b b2
<W, x, u) =0

de l'élimination représente en coordonnées-lignes w; le produil des
quatre points d’intersection des deux coniques

le résultat

. 9 _
f—-—O et dela{t—,_

Un de ces quatre points est y; soient )/, ¥", " les trois autres.
1’équation du point y est

2 2
E W,'CP[((L', U) =0}
i

done

LI
(cv, x, u ):( )Ew,cm(m u)
el le produit des trois points ', y”, ” est représenté par I'¢quation

3 2
(cv, .Z‘) = 0.

Lies trois points 3/, y”, y” ne dépendent donc pas de «; ou, ce qui
revient au méme, de dx;, et se trouvent sur chacune des conicques

0f(z, ) _
T oz

[.a premiére partie du lemme est démontrée.

Posons
f= 2 Dz, ij(}’) = 0;
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il vient
1 d
(o) ;;)“i_;'_—‘ziji_j:O;
Jj

donc le point y®(y’, y” ouy”) se trouve sur la courbe (24)

2

Y= B*()B(y) = o,

dont I'équation est obtenue par I'annulation du déterminant Y des Y ;;.

Siy® est sur B, le lemme est démontré. Si y® est sur B, des trois
¢quations (o) on tire, puisque les mineurs de Y ne sont pas tous nuls
pour un point ¥* non situé sur B,

(o) Az = Ay ™),
(A = facteur de proportionnalité).

Puisque, par hypothése, y® coincide avec 'un des « points de 3B,
« coincide avec I'un des w points de la courbe A(z)=o, obtenue

en éliminant A et y‘.’"

2
i entre les trois équations (o') et %( yf")>= 0.
Mais z est I'un quelconque des «* points du plan : donc y*' est en gé-
néral sur B, ct ne vient sur 3 que pour des positions particuliéres

de z. C. Q. F. D.

26. Remarque. — Il est évident que toutes les crémoniennes équi-
valentes (12) entre clles sont ou ne sont pas réductibles en méme
temps; que s et s~ sont ou ne sont pas réductibles en méme temps.

Tukonime. — Si l'un au moins des quatre réseaux R, Rj, RS,
R} est un systéme de coniques a trois points (ou langentes) fizes,
s est réductible.

Il suffit de démontrer la proposition pour un systéme & trois points
[ixes, puisque I'on peut, sans altérer I'équivalence et la réductibilité,
multiplicr s par une dualistique et changer ainsi un systéme a trois
langentes fixes en un systéme 4 trois points fixes.

2 ] s
Supposons, par exemple, toutes les %* coniques de R} se coupant en
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trois points fixes; prenons ces trois points pour les trois points fonda-
mentaux d'une substitution quadratique Cremona ¢~; le réseau (11)

R;": —~1 [R;]

est un réseau de droites, puisque la substitution ¢=' transforme en
droite toute conigue qui passe par ses trois points fondamentaux, et s¢
est une crémonique o (8), ct

s=gag¢g!, C. Q. F. D.

27. Nous pouvons faire, sur les critiques A, B, X, 3, trois hypo-
théses différentes que nous allons successivement examiner ¢l faire voir
que s est réductible dans chacune des trois :

Une au moins des quatre critiques est une droitc double;

Une au moins des quatre critiques est un couple de droites;

Les quatre criticues sont indécomposables.

Pour 'examen des deux premiéres hypothéses, il nous est néeessaire
de connaitre comment se comporte une conique de 'un des quatre
réseaux de s par rapport & une branche droite d'unc critique décom-
posable.

Soit, par exemple, R} et la branche droile y, = o de la critique dé-
composable B.

Si, dans I'équation de la conique du réseau R,

V 2
f(@ ) =3 X Yily) =o,
i

on fail y,= o, on doit avoir (24), pour une valeur quelconque de
Yii)Ya .

S= E 2 z:%; Y= <2 pz%) )

[ | i

c’est-a-dive les six identités

(o) Yij=pipjs

pi» p; = fonction de y, et y,. Y;; est une fonction quadratique de ¥
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et y,; s1 Y, est le carré d'une forme linéaire en y, et y,, p; est évi-
demment linéaire en y, et y,, ¢t

1 1
E pi%i= (a;, y) =Ey,—&y. (& linéaire en x;),
c'est-a-dire linéaire ternaire en x; et linéaire binaire en y, et y,. Mais,
si 'on a posé
/2
F=33 yiyiXla),
i
il reste, en faisant y, = o,
X, 15’:"“ 2X|2)’1)’2+ Xaay:;: (Eeyc - Ea)’s>2,

F=y,(2Xg,y, + X3y + Xagy,) + (Bayi — ¥ )%

Done, la conigue du réseau R touche la branche drotte y,=o

de la critique B en un point mobile dont les coordonnées
v x

Giy G2y O
sont linéaires en x;.

Supposons maintenant que I'un des Y;; au moins ne soit pas le carré
d’une forme linéaire en y,, ,, mais le produit Ap. de deux facteurs
lincaires binaires en y,, y,. Alors, comme on s'en assure aisément,

Y;j=aa;hr. (&, aj= const.),

f =Y3 i 2X34)/| “+ 2X3._,y2 -+ X33y3 z +~ 7‘(*(2 aiw,)z;

le réseau R} est un réscau & deux points fixes
yy;=A=o0 et y,=u=o.
En résumé, il vient :

Lesme. — Toute branche droite de la critique A (ou B) coupe
. - -1 0
une conigue quelconque du réseauR;, (ou R;™) en deux points fizes,
Journ. de Math. (4 série), tome IV. — Fasc. II, 1888, 28
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a moins d’étre langente ¢ la conique en un point mohile dont les
roordonndes sont lincaires en y; (ou x;).

28. La premiére hypothése (27) meéne au lemme :

Lemse. — Si Uune au moins des quatre critiques est une droile
double, s est réductible.

Considérons, par exemple, B = y? par hypothése. Les trois points
¥ (25) sont sur la branche droite y, = o de B; ™ ne peut étre fixe,
car s serait réductible (26); done, I'un au moins des trois points y*
cst mobile avec «;. Mais alors (lemme du 27) les trois points y* sont
confondus et ont leurs coordonnées lincaires en z;; le produit des Lrois
points y™ est ainsi, en coordonnées-lignes w,, ’

1 1\3
(W, ’L‘> =0,

résultat absurde, puisque ce produit doit avoir pour équation (23)

3 2
(cv, z) =0

Les trois points y*, distincts ou non, sont donc fixes, ct s est un produit
de deux crémoniques (26). C. Q. F. 1.

29. Lemve. — Aucun des quatre réscaur de s ou s™' ne pewl élre
un réseau de coniques & deux points fixes distincls ou deux lan-
gentes fixes distinctes sans que s soil réductible.

Une dualistique transforme un réseau & deux tangentes fixes dis-
lincles en un réscau & deux points fixes distinets, tout en multipliant s
ce qui n’altére ni Péquivalence ni la réductibilité. 11 suffit donc de dé-
montrer le lemme pour le cas de deux points fixes distincts.

Soit, par exemple, le réscau Rj & deux points fixes distincts, qu'on
peut supposer en w’ et w” (18) en multipliant, au hesoin, s par une mo-
nistique convenable, ce qui équivaut & un changement de coordonnées.
Alors

’ f: 2X12,},l)/2 +)’:;(2X|3}"| -+ 2X23}’2 + Xss}’x)'
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Parmi les mincurs, tous divisibles par A (24), du déterminant des
X, figurent

Xin X X

42

[

(%]

cl, comme A n’cst pas une droite double (28),

X, = A A, X,,=a,A, X;, =a,A (a[= COI]SL),
f= X:m)’i -+ 2A(a|)’2)’:| + &Y.y, + asya)/a>'

Le réseau R} est un réseau & quatre points fixes
X;3=A=o;

donc s, si clle existe, est réductible (26). C. Q. F. D.

Le¢ lemme nous permet d’examiner la deuxiéme hypothése (27); ct
supposons, par exemple, que B se décompose en les deux droites
Q(y.=0) et Q(y;=0). Je dis que ce cas s est réductible.

Considérons une conique quelconque f(z, y) = o du réscau R}
comme il faut qu’un au moins des trois points y*® (23) soit mobile
(26), nous ne pouvons plus faire que les hypothéses suivantes (27)
sur les rapports de f = o avec les deux branches Q et Q" de B :

(2 et Q" touchent chacune / cn un point mobile, et sont deux tan-
genles fixes distinctes des coniques de RS, ce qui est impossible par
hypothése (lemme précédent).

() touche =0 en unpoint fixe w (ne pouvant couper /= o en deux
points lixes distincts), et {)” touche /= o en un point mobile; alors,

S=2Xuy.ys+ X,y + 2X oYy + Xaa )y
Le déterminant des X;; est X3, X, ; parmi les mineurs de ce détermi-

nant figure X3, 5 A divise X}, et ne peut étre une droite double (28);
done, i des coefficients constants pros, :

Xy = A,
Xll:»a*

et, par suite,

puisque le déterminant des X;; est X3, X,,, et doit étre A* X (24).

23
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Q est une branche de la critique B; donc, pour y,=o, f (Z,y)=0
se réduit a une droite double.
Or, pour y,=o,
f=2Ay

XH=3°

Ainsi, A cst une droite double, ce qui est contre 'hypothése.
En résumé, il vient, en tenant compte du lemme (28), le théoréeme
suivant :

puisque

Tutorine. — Si Pune au moins des quatre critiques A, X, B, B
est décomposable, s est un produit de deux crémoniques.

Cela est évident, puisque nos raisonnements établissent que I'un au
moins des quatre réseaux cst un réscau a trois points fixes ou a trois
tangentes fixes, ce qui démontre I'énoncé (26).

30. Examinons enfin la troisitme hypothése (27), qui suppose les
quatre critiques indécomposables.

Tutorime. — Chacune des coniques de R (ou R}) a, avec B
(ou A), deux éléments, dont un fixe, adhérents communs.

2
Soient Ay, = 7\,-<t) (A = facteur de proportionnalité) les cxpressions

des coordonnées d’un point quelconque y de B( y> = 0, A; désignant
une forme quadratique binaire en ¢, et ¢,. Alors, si dans la primor-

diale .
=2 Xz Y (»)
i g

2
on remplace y; par A; <l>, on doit avoir

(o) f=2§x,~ij,~j<;> =<;p,-x,->2,

i

en vertu d'une proposition connue (24), p; désignant une certaine
fonction & déterminer du paramétre ¢, : 4,.
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De I'identité (o) on tire les égalités
’ 4
’ ) — .
(o) pipi= Y1)

5 I3 *
Supposons d’abord que Yii(t) (i=1, 2, 3)soitle carré¢ d’une forme
quadratique binaire en ¢, ¢,; en vertu de (0o'), cette forme est p;; p;
est donc une forme quadratique binaire en ¢,, ¢, ; il vient

f(;”’ z) = (;Pﬁﬁ)z

af(z,¢)
_Jigi;z_ = 2]’;'2]’:‘-’”»

Les paramétres ¢, : ¢, des quatre points ot B est coupée respeclive-
ment par f(z,y)=o0 et QL{%:—J’)
hiquadratique en ¢, : Z,,

(0”) (21&%)2 =0 ou pixpixi =0

= o sont les racines de ’équation

respeclivement,
Les trois points y* se trouvent 4 la fois (23) sur B=o, f(z,y)=0
ct d—Lf)Z—’y-) = 0 les quatre équations (0”) ont, par suite, trois racines

i

communcs, lesquelles ne peuvent évidemment étre que les deux ra-
cines de
2 Z;p;i= 0,
i
et une racine commune aux trois équations
On a done
2 4 1 2 1\7]2
(") (@ 0= a(d)z] (0] =o,

9
by 22Dy ()
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Les équations (0") et (o” bis) indiquent simplement que les points y”
et y" sont confondus au point fixe, dont le paramétre ¢, : £, est donné par

1
p(t)=o;
le point " est mobile avec x sur la courbe B, puisque son para-
métre ¢, : 4, est donné par I'¢quation

S e = o

D’ailleurs (0”) montre aussi que B est touchée par f(:x, y) =0 au
point y". Les deux éléments formés par y' et y” et les tangentes en I3
& ces points adhérent done i la foisa Beta f(x, y) = o.

C. ¥F. Q. D.

Supposons maintenant qu'une au moins des formes biquadratiques

3
Y,-,-(l) en f,, &, Y,, par exemple, ne soil pas carr¢ parfail.
Unec discussion d’Algebre élémentaire montre que, en vertudes éga-
litds (0'), tout facteur lingaire binaire en ¢, ¢,, affecté dans Y, d'un

b
exposant impair, divise toutes les formes Y,j<t>; soit z ce facteur, la
conique f(, y) = o coupe ¢videmment B en un point fire, dont la
position sur B est donnée par la racine ¢, 1 ¢, de '¢quation o = o.

4

Cela posé, si Y33<t) n'est pas carré parfait, Y,, sera de une des

formes suivantes (a, B, v, ¢ = facteurs lindaires en ¢, 1 4,),
A 2 3
afyd, By, of.

Dans tous les cas, Y,, 2 au moins deux facteurs allectés d’exposants
impairs, le réseau R;™ serait donc & deux points fixes distinets (29), ce
qui est absurde, puisque I'une au moins des qualre critiques serait une
droite double. 1l est absurde de supposer, d'ailleurs, que le réscau R,

est & quatre points fixes, car alors, pour y donné¢ quclconque dans le
plan, le point s~'[¥] = o, intersection (10) des coniques

a9/ (z,
. f@y)=o, Tdy LN o,

2 vidyi=o,

serait fixe.
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3
Yi,-(l) est donc forcément carré parfait, et le théoréme est dé-

montré.
On démontrerait, par le méme raisonnement, que f(x,y)=o sc

comporte, par rapport 4 A, comme f(z, )= o par rapport 4 B.
31. Nous pouvons toujours supposer
A=ai-az,2, B=yi-yy,
(w, Q) (18) I'é1ément fixe adhérant & la fois &

A=o ct  f(z,y)=o

ou a

B=o et f(z,y)=o

respectivement. Si, en effet, A et B et I'élément en question occupaient
une autre position dans le plan, il suffirait, pour amener les deux cri-
tiques ct I'élément & la position voulue, d’effectuer sur z; et y; des col-
linéations convenables; or cela revient & multiplier devantet derriére s
par des monistiques convenables, et n’altére niI'équivalence, ni la ré--
duetibilité.

Cela posé, puisque f(z, y) = o touche en w(y, =y, =o0) la droile
Q(y,=o0), 1l vient

2

f= 2X23}’2}’3+ Xn}’f + 2X|:zy|y~z+ Xee)/n

ou, cc qui n'est ni plus ni moins général,
S=2XuB+ X, yi+2Xpy ).+ Xayl

On voit aisément que A devant diviser tous les mineurs du détermi-
nant des X;; et étant indécomposable ne peut étre que 2X,,, etil vient

f= AB + X”)’? + 2X|2)’|}’2"*‘X22y;‘
Posons

P(.';:,;f) =X, yi+...=Y i+ 2Y ,x, 2, +. .,
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P(z, y) = o représente deux fois la droite menée de w au point de
contact de f(z,y)=o0 avec B; P(z, y)=o représentc aussi deux
fois la courbe de contact A avee f(z,y)=o0 (30); celte corde de

conlact passe par o, quel que soit y, et ; manque dans P.
Ainsi, P(2,, 2,3y, y,) doit étre d 1a foisle carré d’une forme linéaire
en x,, , et le carré d’'une forme linéaire en y,, y,; donc

1

P :<x, }’)2 = {y2(auxa +a,x,) — (a-.nwl -+ aez-’”z)}’z 22-
Cela étant, je considére le résecau
Rf = o[ 1],

o étant la canonique connue (21).
La conique générale de ce réseau sera, aprés départ du facteur 3,

2
.

P[f] = 2,7, B + I)@(anx‘ +---)—~y.(a._,.x.+...)

On vérific aisément que la critique A de sp est 2,2, = 0, couples de
droites ; sp = oo’ (théoréme du n° 29), ¢, ¢’ = crémoniques, ct
s =00"p;
donc:

Tutorime 1. — Si les quatre critiques sont indécomposables, s est
un produit de trois crémoniques.

Réunissant ce théoréme & celui du 29, il vient :

Tukorime II. — Toute crémonienne est un produit de deux ou de
trois crémoniques.

Nous sommes ainsi amenés & distinguer des crémonicnnes 4 deuz et
a trois composanies crémoniques.

Nota. — La primordiale puncto-ponctuelle n’est autre que I'eequatio
directriz de Pliicker (Cresscu-Linpemany, Lecons sur la Géométrie,
traduction Benoist, t. III, p. 466).
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QUATRIEME PARTIE.

CREMONIENNES A DEUX COMPOSANTES CREMONIQUES; ELEMENTS,
CONNEXES, FACTEURS FONDAMENTAUX.

52. Parmi diverses crémonicnnes ¢quivalentes, nous ne conslrui-
rons, comme plus haut (16), qu'unc scule & cxpression particulicre-
ment simple, qui sera la canonique.

Toute crémonique est de la forme (22) asB, ot o =, mou g5 act
sont des lin¢aires monistiques ou dualistiques; le produit de deux eré-
monicues scra ¢quivalent & une des neuf substitutions

tml Cmw  C(mp
(0) ¢t wml wmo emp ),
! eml omw gmp 5
m = lincaire cuelconque.

Lemve 1. — Aucune des substitutions du tableau (o) ne peut étre
une crémonienne quadratigue, sim est monistique.

Cela est évident, car le produit de deux substitutions Cremona ¢ st
une substitution Cremona ct non unc crémonicnne.

Lexwe 1. — Aucune des substitutions du tableau (o) ne peul étre
crémonienne quadralique, si elle contient la composante (.

11 suffit de démontrer le lemme pour {m¥, wm, sm{, car Cmd),
(wnl)™, (pnl)~" sont respectivement de la forme {m¥, {mw, Cmg
el que Uinverse d’une erémoniennc doit étre une crémonienne (23).

Appelons, pour. abréger, ¢ I'une quelconque des crémoniques Cin,
wm, gm. Puisque m est dualistique, on a

Li ?i(z‘)

o2y [
u; '»!J,'(.CL‘, )
Journ. de Math. (4 séric), tome IV.— Fasc. 1L, 1883. 20

7 =
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5= 2 /r,-:;,-(zge) = o,

k= const. arbitraire.

Posons

Pour que la crémonienne of soit quadratique, il faut qu'il se sé-
pare de

o= D higu(atu)=(a, u)

un facteur II (a,) d’ordre deux en ;. IT ne peut étre que Ie carré d'on
tacteur fondamental de € ou le produit de deux facteurs fondamen-
taux (19).

11 suffira d’examiner les cas ; = I et Il = &, z,, par exemple.

Si II = &3, le conmexe ¢(u) = o doit contenir les oo éléments adhié-
rents au point w (@, = 2, = 0); I'équation dec ces oo ¢léments en coor-
donnces-lignes u; est u; = o3 ainsi 9 (u) est divisible par u,, pour &,
quelconque; 9;(u) est aussi divisible par «, ct o est lincaire dualis-
lique; alors ¢{ est crémonique, ce qui est contre 'hypothése.

On discuterait de méme le cas [1 = », x,.

Lenme IIL. — Pour qu’une substitulion du tableav (o), dépour--
vue de la composante €, soil crémonienne quadratique, il faul que
la dualistique m ne déplace pas Uélément focal (©, Q) et soil par
conséquent de la forme

x, mou, +m,u, ';
i
Ly myu, |
€, Ny Uy 4 My Uy + My, Uy §
m = [y
u, m;' x4+ mymy, x, .
u, NIy Ty A (0 gy — neyy g )8y + My
u, m;'z, !

le déterminant — me, mym, de m étant Punité, d’ott
Y
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Conscrvons les notations précédentes 3 appelons encore 4 l'une quel-
conque des deux crémoniques @ m ou pm.

2
LEMME AUXILIAIRE, — Soil 9 <a) = o Péquation d’une conique cn

coordonnées-lignes u;; pour qu'il se sépare respeclicement de
wlo(u)] le factewr «; et de p[g(u)| le facteur xj, tl faut et il
suffit que la conique adhére a Uélément focal.

Le¢ connexe ¢(u)=o d’abord doit contenir I'él¢ément focal (20 et

21); donc
¢= ”‘.’(as Uy + ay u:;) -+ Q(un "3)’
Q = forme (uadratique binaire.
Alors
wlol=—wwyts (@1 + a2 8,) + £1Q(r, 2 uy),
olzl= mplwl(ar,+ aauy)+ 3 Q(ry wany).

Comme o[ u, |= x| u, — x;u, n'est pas divisible par x,, il faul avoir
a, = o ct cela suffit; alors

o =a,T,r,+ Q(u,, u,)=o0

et adhére a I'élément focal.

Cela posé, pour que 6@ ou 6p soit erémonicenne, il faut qu'il se sé pare
de &[o(«)| et de p[9(w)] un facteur quadratique IT en z;; on a posé
dailleurs

g(u)= 2 ki (1),
k;= const. arbitrairc.

Lec facteur I ne peut étre que 3 si l'on considére oo et que «? ou
x,%, si’'on considére ow.
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Sillest 2% ou a3, le lemme auxiliaire prouve que la conique g(u)= o
adhere & I'¢lément focal. D’ailleurs la conique ¢ (%) est, pour ¢ = wm,

m|Ryx,x, + Roa + Rywp |,
pour 7 = om
m[R,z,x, + Rox} + Ry (2] — 2,24,

et n’adhére qu’i un seul élément fixe (indépendant des A;), a I'élément

~l(w, Q)]. D
m~"|(w, Q)]. Done (0, Q)= m[(w, D]

Si Il est , ., le connexe Q(u)—o doit contenir les = ¢léments
adhérents & 0’5 9(u) el p;(u) scraient divisibles par u,, & serait une
linéaire dualistique ¢t 655 une crémonique.

Soit maintenant

2 m;j iy

= ,
_

Ui oy Fij ™
J
w;; ¢lant '¢lément du systeme adjoint du systéme des my;, le détermi-
nant de ces dernitres ¢lant 'unité [voir mon Mémoive Sui les substi-
tutions linéaires de contact (Journal de Mathématiques, 1887)|.
Puisque m ne déplace pas I'élément focal, Ia droite m[w]| coincide
avee (X et le point m[Q] avee w3 cela exige my, = my, = my, = o:
m prend la forme indiquée dans 'énoncé. €. Q. ¥. D,

33. La dualistiquc m a pour primordiale puncto-ponctuelle
( i 1Y -
M x, _y) =m]'xy +m;'x,y,
-+ m;' Zyyy+ ‘u.xgyﬁ-j— MMy gLy Y+ My LYy = 0]
(== M Ryg — 123 My, mymym,+ 1= o.
Pour avoir Ja primordiale puncto-ponctuelle de o' mB, « et § ¢tant

des linéaires quelconques, il suffit évidemment (14) d’effectuer dans
M = o la linéaire B sur les =; ct la linéaire o sur les y,.
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On vérific aisément que la monistique

x2 l%.)
a =

...........

est échangeable & w(aw =wa) pour a’ et a quelconques, ct que la
monistique

xz, ox, + 20'x,

Zy Ly

xy, 200w 4+ 207, + oz,

........................

est ¢échangeable & p(«p = pa.) pour des valeurs quelconques de o el ',
Soient @, b, ... des monistiques de la forme a; soient «, B, ... des
monistiques de la forme o la substitution

apmel = pamfBp est équivalente & pmyg,

apMTa = pALINAT » emau,
awmps = Wamap » @z,
avmob = sambs » oM,

¢l nous pourrons, pour la recherche de la forme canonique, effectucr

dans M(x, y) des monistiques convenables de facon & simplificr
I'expression de m.

4. Tukorime. — Une crémonienne de la forme wme a pour
Jorme canonique wEw, oit E désigne la dualistique suivanie :

X, — U,

Lo Uy

Ly Us— CU,
E= .

U — &

Uy CLy+ Xy

U, &y
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La primordiale puncto-ponctuclle de E est

CE=—zy +exy,+ ¥, + 0,y

Pour démontrer le théoréme, il suffit de faire voir qu'on peat re-

produire M(z, ) (83), en effectuant dans € sur z; et y; des monisti-
(ues convenables de la forme a (33).

Effectuons sur x; la monistique a; sur y; la monistique b; € de-
vienl
— &Yy ey + ,(Vy + byy)+ yo(a'x, + aw,)
=— Y+ ex, Y.+ b,y + awy, + bayy,+ awx,y,.

Pour identifier avec M, il suffit de poser
P=—1m, O'=—m,mym,,, & =—m,mym,,,
b=—-mm,', a=—mm;".

il vient ensuite

:L" - ll, ll':;
2
&£, u?

1

&, u, (e, — euy)
o=
u, u(2ex,uy,—r,)

u, uz(ex,+uxy)

u, — U,

Effccluons maintenant dans wE la substitution &5 il vient, cu ¢gard
A la forme de @ (20) ct aprés suppression du facteur 7 dans les ¢; et
du facteur ! dans les §;, la forme canonique pour les crémonicnnes,
telles que amo©

x, — X, UyT,

&y "

xy, — uy(riu,+exiu,) o
wlo = =(wla)'.

u, nr(2exu,—x,u,)

U, uﬁj(cz‘f + Ly iy )

u, —r
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35. Tutorine. — Si E désigne la méme dualistique que dans le

théoréme precédent, la forme canonique des crémoniennes zme
25t ol o,

Il suffit de démontrer encore qu'en effectuant dans € une monis-
Lique @ sur les y; et @ sur les z; on reproduit M.
Effectuons ccs monistiques; € devient

— By +2B )z, + ey, + w288y, + 2By, + By,)
+ vy (@, + ax,)
= 350!.71 + xay'.'(c + 2(3/2)
+2BBx,y, + dx Y+ Brray, + ax, ..

Pour identifier avec M, posons, & ¢tant un facteur de proportionna-
hté

- B=km', a' = kmym,,,
e+ 28%=ky, B2 = km7',
2f38' = km,m,,, a = km3'.

Ces six ¢quations déterminent les six constantes a, @', B, §/, ¢, k;
ces dernitres sont assujetties simplement & kafB # o, qui a toujours
licu en vertu de ni, mamy -+ 1 = o.

Cela pos¢, cffectuons le produit gE; il vient

z, —u, U,

Z, u;

xy, U~y (Uy— euy)

O
t
“

u,  uy(2w,u,+ z,u,)

u, ujx,— ui(ex,+ x,)

u, u;x,

Effectuons maintenant p Ew} il vient, aprés départ du facteur 7} dans



228 AUTONNE.

les ¢, et du facteur 2, dans les {;,
]

@, — X Uyl
; 2,2
T, X Uy

2 o] ot
g xy, 1+ u,(xhu,+ exiuy)
plimw =
u, &, Uy (Latty + 21))

uy, 1i—ui(ex+ux,uny)

I
U, Uy

Nous avons construit ainsi la forme canonigue des crémoniennes
ome.

36. Tutorime. — La forme canonique des crémoniennes smg est
of DER

Toule crémonienmie de la forme mmg = (sne' o)™ o pour inverse
une crémonienne de la forme gmzsr. Nous pouvons prendre pour forme
canonique des crémoniques wmp Pinverse de la forme canonique
oL des crémoniennes pmer. Or E-'= E, comme on le voit par la
symétrie de €; la forme canonique cherchée pour les erémoniennes
wmg cst ainsi whp.

La erémonicue ok est déja construite (34); il vient pour ln forme
canonigue, apres départ du facteur 23 dans les ¢; et «, dans les {,

X, — L Uy Ty
£, I::
y Uy (auy — wii, — exug)
wlis = _ = (¢ llw)~".
u, ry(r 4+ 2ex, ) '
u, ui(en + x) — xyy)
bl
i, -1,
37. Tukorime. — Toule crémonienne de la forme smp a pour
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Jorme canonique pHop, ot H désigne la dualistique

o, U,
z, hu,
z, hu,
H= = H—'.
u, hzx,
Uy Ty
Uy Ty

Nous pouvons remarquer que toute monistique, telle que

€, ar, +a'x,
Xy &y
a = !

Ty Gy Ty + @y Ty + AP,

est Lelle que pap soit une linéaire @, de la méme forme. Alors, si b dé-
signe une seconde monistique de la forme a,

pbmap =ay,empb,.
l.a primordiale puncto-ponctuelle de II est
Gg=hax,y, + &,y + 237, =o0.

[Lsuftit de démontrer qu’en faisant dans § la monistique & sur y; et
a sur y; on reproduit M, pour des coefficients de a et b convenahle-
nient choisis.

IFaisant le caleul, § devient
hax, + a'z,)(by,+ Uy,)
+ &y (b Yy 4 baayo + OPyy) + ya(ay, ) + Gypiy + @ uy) =0
ou eucore
habz,y,+ 25y, (ha' b + byy + ay0) + D2,y + ¢’y y,

+xy (ha'b + by )+ 2,y (hal’ + a,, ) = o.
Journ. de Math. (4 série), tome 1V. — Fasc. 11, 1888. 3o
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Pour identifier avec M, il suffit, k désignant un facteur de propor-
tionnalité, de poser

hab = km?', b=km;', a*=km7,
(o) ¢ ha'b 4+ by, = kmymy,, hab' + a;, = kmym,,,

ha't' + by, + ay= k.

Il est évidemmient possible toujours de satisfaire au systéme des six
équations (o) 4 l'aide des neuf quantités a, b, &', ¥', ay,, a,,, by,
Dyay ki, dont plusieurs restent arbitraires; mais / est bien déterminé ct
unicque, car

nam,= h*m3. C. Q. F.D.

Cela posé¢, on trouve successivement

X hu, u, !
Z, h? }
x, u; — htuyu, }
= l
u, —hu,(hPr u,+2x,u,)
U, o U — Py u;
iUy e,
Z, hayu,r,
Xy I,
2 a 2 gy
o= (pllp) = zy 1ry—hru(xiu,—xiuy)
u, —hzu,(2r,+ h*e uy)
w, 1i—hu(a}—wr)
i, h2os e |

Aprés avoir ainsi explicitement construit les diverses formes cano-
niques des crémoniennes i deux composantes crémoniques, nous allons
rechercher les éléments, les connexes et les facteurs fondamentaux.
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38. Construction des éléments fondamentauz de wLw.

Reportons-nous & I'expression (34) de

vEw =

Z; ?il
Uu; ‘Pi .

Les éléments fondamentaux doivenl évidemment étre cherchés sur
le connexe

Iy =y Uy — Tyl =0,
lecguel contient les oo éléments adhérents &
" 13 4
w, o, o, Q Q& ou

colés et sommets (18) du triangle des coordonnées.

On vérific que ¢;= ;= o pour les oo éléments adhérents a w, {2,
(), w'. Cherchons les autres éléments fondamentaux, c’est-a-dire ceux
(qui n’adhérent ni & un ¢dté, ni & un sommet du triangle des coordon-
Hnees.,

Des deux équations r, = ¥, #;2;= o résulte

I3

(0) Uy == 2L, Ly, Uy = — L Ly, Uy =—1&T Ly,

omettant le facteur de proportionnalité.
Alors effectuant le remplacement dans g; et §;, il vient

= ¢,=0, g, =—xix,(ce] + x,1y),

2
Yo=d,=0, dy=—uw,x,(cx}+ z,m,).

Pour que I'élément soit fondamental, x doit &étre sur la conique

ex| + x,x,=o; alors les équations (o) donnent aprés suppression
de — «x,

Uy =2€%,, Uy = Ty, Uy = Ty

et (v, 1) adhéred ex? + z,2, = 0. Ainsi :
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Tukorime I — Les éléments fondamentaur de wlw sont tous
les dlémenis adhérents & w, o', Q, ' ou a la conigue

ea;'f + Xy Xy = 0.

Pour trouver les facteurs fondamentaux, nous cmployons une mé-
thode expéditive. Les facteurs fondamentaux de wEw sont ceux qui
se détachent de s Ew [P (2, u)], P = o étant un connexe irréductible
(lemme dun° 19). Or, au licu d’effectuer @Ew dans P, je puis effec-
luer successivement o, I et &3 1l vient alors

o[ P]|=atayl”,
w[P]= utb B 1],

o3 ot l)_l = (= 1)Ar et u:zwf‘i‘wge P

Les facteurs fondamentaux doivent donc étre cherchés parmi les
facleurs
Lyy Loy Uy Ty

On vérific sans peine quc la substitution wLw transforme les oc? ¢lé-
ments du connexe x, == 0 en les o? ¢léments du méme connexe; an
contraire, @ E@ transforme respectivement les «* ¢léments du connexe

7, = o0, cn I'élément focal (w, Q),
u, = 0, en les oo éléments adhérents a o',

Ta= 0, » » ala conique ex?} + x,r, = o:
d’ot, tenant compte du lemme de 19,

Tutortme . — Les facteurs fondamentaur de s¥w sont x,, u,,
ry = 2yu,— xyu,. Soit > une forme mixte irréductible; pour qu’il
se sépare de wlw|P| les facteurs r,, x,, uy, il faut et il sufit
respectivement que le conneze I = o contienne Uélément focal, les
w éléments adhérents a la conique ex’ + z,z, = 0, les » éléments
adhérents au point '
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39. Construction des éléments et des facteurs fondamentaux
de ;L.

Nous reportant & la forme de i@ (35) et suivant la méthode em-
ployée pour wEw, nous établissons aisément les propositions :

Tutorime I. — Les éléments fondamentaux de pLw sont tous les
w éléments adhdrents a Q, (Y, v, o’ et au point ly dont les coordon-
néessontl), =o, hy=14, h,=1.

Tutonkue 1. — Les facteurs fondamentauzx de gEw sont x,u,
et x,. Sott I’ = o un connexe irréductible; pour qu’il se sépare de
eBw || les facteurs x,u, et x,, il faut et il suffit respectivement
que I’ =o contienne U'élément focal et les oo éléments adhérents a la
COnLqUe T — Xy Ty + ex, = o.

40. Construction des éléments et des [acteurs fondamentaux
de wlp.

Tukorime L. — Les éléments fondamentaux de =Ly sont tous
les = élémenis adhérents o, Q et a la conique xt — xyx, + exl = o.

Tugorkve 1. — Les facteurs fondamentaux de wlo sont r.,
Uy, &q. Soil P =0 un connexe irréductible; pour qu’il se sépare de
wlo|P] le facteur ry, u,, x, il faut et il suffit respectivement que
le connexe I = o conticnne U'élément focal, les = éléments adhé-
renis a o', les » éléments adhérents au point Yy déja construit.

40. Construction des éléments et des facteurs fondamentau.r
de ollp.

Tutorime 1. — Les éléments fondamentaux de Hp sont les
w éléments adhérents @ o, ou a Q.

Tukorkve . — Le facteur fondamental de oIlp est x,u,; soit
P = o0 un conneze irréductible; pour qu’il se sépare de oHo[P| le
Sfacteur z,u,, le connexe Y = o doit (et cela suffit) contenir Vélé-
ment focal.
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41. Comme toute crémonienne s a deux composantes crémonicques
est équivalente (32) & T'une des quatre crémoniennes (ui viennent
d’éLre construites

(0) olw, pLw, ®lp, pHp,

il suffira de transformer par une linéaire convenable les éléments et les
connexes fondamentaux d’une crémonienne du tableau (o) pour avoir
les éléments et les connexes fondamentaux de s.

CINQUIEME PARTIE.

CEEMONIENNES A TROIS COMPOSANTES CREMONIQUES;
ELEMENTS, CONNEXES ET FACTEURS FONDAMENTAUX.

42. Soil s une crémonienne & (rots composantes erémoniques; je
vais encore profiter de I'équivalence pour amener s & une forme cano-
nigue, en multipliant s devant et derriére par des linéaires convenable-
ment choisies.

Nous avons vu (31) que la primordiale puncto-ponctuelle de s est,
eu égard a I'équivalence,

f=0=AB - K| y,(a,,z,+ a,,x,) — y,(ayz, + a,x,)|?,

Ay Qg — @2 Ay =11, A=z — w,uxy,

K = const., B=yi—y.ys
Appelons ¢ la linéaire binaire de déterminant i

¢, o] 4 enti+and,

g = =
Ly cll-.'J ly Q!+ Qanl,y
on pourra écrire

S=AB —K*(y,olz, |- yi5]x]) =0

ou, pour abréger,

f= AB — KP*=o.
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Appliquons pour la détermination des fonctions ¢; et ¢;, qui défi-
nissent s, le calcul du n® 40, et cherchons l'intersection des coniques

Sf(zy)=o, f(g'*‘d,__x)y):o’

c'est-a-dire
f(x+dz, y)=BdA — 2K*PdP = o,
f(,y)=B.A — K*P.P =o.

Omettons les deux points ¥’ et y” (10 et 30)
B=P=o,

le point y sera sur la droite (y"y) ou (wy)

E A,-dxl- 2 Pidl'i

dA  dP : : »
0= , | = =P, r,+ Pyry,
2A 1 EAzwi E P,
o1 I'on a posé l '
A, =9 p_9P
T 0z i~ oz,

ri=(Au);, ro=Ayuy — Aqguy, cey

puisque d’ailleurs Py = o, et que (x dx); peut étre remplacé par w;.
Or successivement
o=P,r,+P,r,=y,c[r |—y,0|r,
yy=uag|r| “
.t
Ya=aa[r,| ’

2

) |

ya__ |1 o[z,]
! ——!}"2 G[xa]

o = facteur de proportionnalité,

9 2

s[r,] o|x
l' |J l ‘I 12___47.‘.’lt§‘\2,

afr| ofa.]

puisque ¢ a 'unité pour déterminant. Nous avons ainsi, pour déter-
miner y,, I'équation suivante, aprés suppression de « .\,

ry o

L]
=

Fe X

ws[ri] = gy, =4Kaul A
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d’ot

s[ryly,=alo[ri] — 4K <A
Pareillement (o) deviennent

olr,|y,=o|rr.,
s[m)y. =9l

c’est-d-dire

On peut remarquer que le déterminant de la conique f(xz, y)=o0
est A?(A — K*e[z}]) & un coefficient constant prés. Nous prendrons
donc pour la critique A, la conique X = A — K2o[x?| =0 (24).

45. Passons & la construction des fonctions ¢,. La primordiale
puncto-linéaire de s est, aprés départ prévu (24) du facteur A, comme
un calcul aisé le montre,

Flz, 9)=AB - K*Q*=0,
B'= 40,0, — ¢,
Q=v0|z:|+ 20y5| x|
On verra, comme dans le calcul des @;, que la droite ¢ doit passer
par le point
| 3 Ada; X Quda |
3 i

14

= = Q,t;+ Q,r,=0;

- 2 Az 2 Qix;

r,=(Au), =9 Q _ Q.

dz; = oz,

dA dQ
22 Q
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Or successivement
0= Q‘l', -+ le‘z = ¢, O'[tQ] -+ 2":;0[?.]: 0}

f = facteur de proportionnalité;
Q*=16p%u; N2
Il reste pour déterminer ¢, I'équation
o [r] — Bo[e!] = 48K 22
d’olt '
'1‘/, = G[t2]0| = 20[!’,1’2_‘,
o= o[, )0y = o[r]] + 4 K24} X,

. '%:: a[r,]vszc[rf_f'.
En définitive

xz, a[rr.]

%z a[7}]

xy o[rl]—4K*ulA
°T u, —20[r, ]

u, of[tj]+4K*u; A

u, a[r;]

On peut remarquer d’ailleurs que
s[r.] = o[ t.], a[r,|=o[r]|— 2K*u,o[x.].

Pour avoir 57!, il suffit évidemment dans fde transposer «; ¢l y; ou,
ce qui revient au méme, de changer ¢ en o™,

44. 1l s’agit maintcnant de ramener s & une forme canonique
simple.
Reprenons
f:AB — K2p* = o,
P=y,(a,z +a,x)—y (a, s + an,),
Ay Qyy — Qyallyy = 1.
Journ. de Math. (}° séric), tome IV. — Fasc. II, 13888 -3
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Toute monistique
ll t‘ + 8’ t2
8 l" 3{., g 85” = 281 3_' 1
- - ) ! Qg D
ly 83,K,+332t2—-8"’13 33.2: o280t

....................

laisse invariable la forme binaire 2 — ¢,1,.

Effectuons dans f = o, ce qui est licite vu I'équivalence, une monis-

tique b de la forme § sur les z; et une monistique ¢ de la forme g sur
les y;. 1l vient pour f

AB - K*P?=o,

P'=—a,,x,y,+ 23y (a,bc — ag, ' ¢’ + a;, b — a,, be')
+ & ya(ac—ay ')~ 3y, (@320 + @y, b).

Si a,,# o, il suffit de poser

a, c=a,.c, s =—a,,l, be = a3,

ce qui détermine toujours b, ¢, I, ¢’ ct d’unc facon admissible (be ni
nul niw), pour que P’ devienne au signe prés @y, (x,y, + €, ya) et
alors, modifiant convenablement la valeur de K,

JS=AB—-K*(z,y,+ z.y,)* =o.

Ccla revient & faire dans expression de s (43)

|l| "52
T =

Appelons & cette forme canonique.
Sia,, = o, a, a,,=1; alors les équations

Gy €= Ay, b, a,bec+a, cb —a,bd=o

donnent pour b, ¢, V', ¢’ des valeurs acceptables (b¢ ni nul ni infini) et
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telles qu’a un coefficient constant prés P’ devienne z,y, — x,y,. Alors,
modifiant convenablement la valeur de K,

JS=AB—K*(z,y, —2,y,)*=0;

pour avoir cette seconde forme canonique , il suffit donc dans s (43)
de faire e =1.

43. On obtient d'ailleurs, en faisant respectivement dans s

G:l ct G:I t‘ t2 "‘t-.) l| |,
T, ryr,
D
T, re X
xz, 1— 4Kyl A
| S 0 I .
S=¢ = . 5
u| - 2f‘7‘2
u, ©+4K2ui A
D3
u, r

A=A-K?z, v, =r,—2K2u,z,;

z, — T,
2
Ly r
x, m—4K*uiA
T=7n"t= ,
u, 27,1,
u, +4K*u
u, r

2

A=A-K2}, 1, =r,+2K?z, u,.

46. Décomposons & en un produit de crémoniques. Partons de sa
primordiale puncto-ponctuelle

f=AB —K*(z,y, —x,y,)'=0
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et appclons e et k les deux linéaires

z, u, z, ,

Ty Uy z, —i;K 7z,

X, U, x4 Xy
e=c'= ) k=

u, = u, u,

l(n_p .’)2'3 uz ——[;K2112

u, w, u, Uy

Faisant usage du théoréme du n® 414, je trouve successivement pour
les primordiales :
Puncto-ponctuelle de p&g,

a5y Yy — K (myy, —z,y, ) =0
puncto-linéaire de g,
4K @, 0,05 + 4 K2 200,05 — 2, 0% = 03
linéo-ponctuelle de eprc,
4K u, vy, vy, + 4K u,y, v, — wayi = oy
linco-ponctuelle de meptpe,

Vot Ton 4 4K u, v, + 4K,y — i yy = 0
d’ott l'on tire

4Ry =z, —Ya2= Ty ARy, =,
vy -
’est-d-dire la monistique
Ly Uy
z, —iK2x,
Ly Ly
= k.
Uy Uy
u, —4K?u,
u, Uy
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On a ainsi
wepbpe =k

E=pewhes.

Nous avons ainsi décomposé¢ & en un produit de rois crémonicues
o, ewke, p, dont deux équivalentes & p et une i w.

47. Décomposons = cn un produit de crémonicues. Partons
encore de la primordiale

f=AB —K*(z,y,+xzy.) =0,

conscrvons les notations précédentes ct posons de plus

z, — 4Kz,
Zq 4K2,
y Ty  Ty— Xy
B i, 1, .
U, — Uy— Uy
ug — 4K u,

Je Lrouve successivement, faisant usage du théoréme du n® b1, pour
les primordiales :
P>uncto-ponctuelle de pr,

Ayy; =K (zy + 2, )2) = 0

puncto-linéaire de g,
— Ao} — 4K*2 2,005 + 4K2230,0, = 0}
puncto-ponctuclle de epx,
~ Ay —4Kx oy v, + 4K vy, = 05
puncto-ponctuelle de wepr,

— Ay, — 4Kz, v, + 4Ky, = 0;
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puncto-linéaire de ewep,
— Ao, — 4K22 200, + 4K 2} 0, = 05
punclo-linéaire de eweprnw,

(zy— x,)0,— 4K 2 0, + 4K2x,0, = 0;
on ure de la

)’4-_—"‘41{2-7;” ,}’2=4K2x27 Yi3= T3 — T,
¢'est-d-dire la monistique
-'L.| - 41&2 .’L"

Z, 4Kz,

Ty Ly — Ty

=K.
u, u,
Uy — Uy — Uy
U3 - ['1(2U3

De I'égalité
eweprnw = k'
on tire
T =pewek'®.

Ainsi = est le produit des trois crémoniques g, ewek’ el @, donl dewr
sont équivalentes & @ ct une d p.

48. Tukorine. — Les éléments fondamentaux de & sont les « élé-
ments adhérents au point v, & la droite Q, ou aux deux conigues A

ou A.

II suffit de se reporter 4 I'expression de & pour voir qu'il faul cher-
cher les éléments fondamentaux sur le connexe

Fa== Xyl —+ 22,Us = 0.

Ce connexe contient les = éléments adhérents & ® ou & Q, mais
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aucun des autres % éléments adhérents & un point ou 4 une droite. Pour
les = éléments adhérents & » ou Q, on vérifie qu'ils sont tous fonda-
mentaux, ¢;= §;= o.
Cherchons s'il existe encore d’autres éléments fondamentaux. Des
équations
Po== Xyl + 20, Uy == T, Uy + Ly Uy + L5 Uy = O,

on tire, omettant le facteur de proportionnaliteé,

9

(0) U, =— 2X,2,, Uy = 2T} — Ly, Uy=2x

0

On nc peut avoir 4 la fois ;= o, puisque z n'est pas en w par
hypothése.
Remplacons, dans 9; et ;, u; par leurs valeurs tirées de (o) : il vient

Ainsi  ne pouvant étre ni en ©, ni sur Q, doit étre sur A ou A pour
(que (x, u) soil fondamental.
St « est sur A, il vient des (o)

Uy =-- 2%y, Uy =Ty, Uy= T,
Y. M M M M C)A 1) 3\
c’esl-a-dire que u; est proportionnel a A;= oz Ot (@, u) adhére a A,
i

Stz est sur X, les équations (o) donnentencore

w,=—2x, u,=x,+ 2K*z,, Uy=x,;
. : 2 03 1 \ )
u; est donc proportionnel & X; = o et (z, u) adhére & A.
i

Le théoréme cst ainsi démontré dans toutes ses partics.

49. Nous allons chercher les facteurs fondamentaux de &, c’esl-
a-dire ccux (49) qui se séparent de §[P], P étant unc forme mixte
irréductible. D’ailleurs, puisque

.
t=pewkey,
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au lieu d'cflectuer dans P la crémonienne &, nous pouvons effectucr
successivernent p, ¢, @, .... Disons, pour abréger le langage, qu'unc
crémoniennc s infroduit des facteurs (fondamentaux ¢videmment) si
ces facteurs sc séparent de s[P], P ¢tant une forme mixte irréductible.
De plus, unc crémonienne produit s’s introduit les facteurs fondamen-
taux de s ct les transformées par s des facteurs fondamentaux §', déji
introduits par s'. Cela pos¢, on voit que les divers facteurs qui peuvent
¢tre introduits sont :

Pourp. .o Ay
e e i e e 2y
POT vt e e x, & ry
PEB R e e e z, 25 i,
pemhe ..o e u, i,y Ty
pewkep ou &.oiiiiiii e &, w, 2

il suffit, pour le voir, de sc reporter aux expressions de z(16), ¢(46),
w(16), k(46).
Ainsi les facteurs fondamentaux de £ doivent étre cherches dans la
suile
I'ay  Tay U

Si (, u) estsur 1y, =0, (y, ¢)=E[(x, ©)] coincide avee I'élément

focal, car alors
!

= 'J/:‘:: 0.

-

l:?'.’:

-C

St (i, 1) est sur le connexe , = o, il vient

. »

2 2 J2,,2
| == 22U, Uy, Gy = fu, o, = u, — 4K,

-Q

-~
I

\ ceeny e ooy e ;

on obtient ¢n fonclion de u,:u, la représentation paramétrique des
coordonnées d'un point de A ct de la tangente cn ce point; (y, ¢)
adhere donc 4 X.

Dec méme, si (o, u) st sur le connexe u,= o, (y, ¢) adhére a A.
Ainsi :

Tutorkme. — Les facteurs fondamentauz de § sont r,, z, et u,.



P

Pour quer, se sépare de§[P], il faut et il suffit que le connexe P =o
contienne Pélément focal. Pour que de ([P se sépare le facteur w,
ou u,, il faut etil suffit que P = o contienne les o éléments adhérents
@ X ou a A respectivement.
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50. Cherchons les éléments fondamentaux de =, lesquels sont évi-
demment situés sur le connexe r, = 0; ce connexe contient d'ailleurs
les % éléments adhérents aux points w, o', w” ou aux droites 2, ', 0"

Nous vérifions aisément, en tenant compte de K* — 154 0, puisque
A estindécomposable, que sont, parmi les % éléments précités, fonda-
mentaux I'élément (e, Q”) et les oo ¢léments adhérents 4 o ou a Q.

Cherchons maintenant s'il existe des ¢léments fondamentaux non
adhérents & un c6té, ou & un sommet du triangle des coordonnées.

Des deux équations

O =I‘, =w2u2 -— x3u3= $. U| +x2u2+ $3u3
on tire, en omettant un facteur de proportionnalité,
(0) Uy = — 2L Ty, Uy = T4y, Uy = Xy T

d’on

Pour que P'élément (z, «) soit fondamental, il faut que = soit :

Ou bien sur A, ct alors les équations (o) montrent que u; cst pro-
portionnel & A;;

Ou bien sur A, et alors les équations (o) montrent que «; est pro-
portionnel & X,.

Ainsi («, u) adhére 4 A oua .

1’élément (o', Q") cité plus haut comme fondamental adhére d'ail-
leurs aussi 4 A et & . Ainsi :

TuroriMe. — Les éléments fondamentauz de = sont les » éléments
adhérents a A, A, v ou (.

Journ. de Math. (4* strie), tome IV. — Fasc. II, 1888, 32
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34. Cherchons les facteurs fondamentaux de
7 =pewek'w,

par la méthode déja employée pour &.
On voit que la substitution

¢ introduit le facteur................ z,

LY T . e e iy

BT «oit it &£y Ty uy

PETIE .ttt er e u, U, Z,
pemek s i, u, Z,
pevel’s ou m......... e x, &Ly ry t,

Les factcurs fondamentaux de = doivent donc étre cherchés dans la
suite
Lyy Loy Uy Ty
Pour x, = o,

Y= U Uy, ?,:l&i, ?:5':1‘?—'4](2”2“:;-

bimoory e e e,

Il y a donc =? points y ct par suite o éléments =|(.«, «)|, (i, «)
¢tant 1’¢élément courant du connexe x, = o. Le facteur -, n'est done
pas fondamental.

Au contraire, on vérific, comme plus haut (49), que = transtorme
respectivement les %0* ¢léments du connexe

r,=o enlc seul élément focal (v, 1),
2,=0 en les wwélémenlts adhérents 4 A,

Uy=0 » » A.
Ainsi :

Tutoreme. — Les facteurs fondamentaux de = sont «y, u, el r,.
Soit P=o léquation d’un connexe irréductible. Pour gu'il se
sépare de =|P| les facteurs x,, u,, 1, respectivement, il faul et il
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suffit que le connexe P = o contienne les » éléments adhérenis a X,
les % dléments adhérents a A, ’élément focal.

Nous avons ainsi ¢tabli les divers résultats annoncés dans |'lntroduc-
tion ¢t réuni les données nécessaires pour la comstruction, dans un
sccond Mémoire, des groupes crémoniens quadraliques et d’ordre fini.



