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RECHERCHES SUR LES GROUPES D’ORDRE FINI. 63

Recherches sur les groupes d’ordre fini contenus dans le groupe

des substitutions linéaires de contact;

Par M. L. AUTONNE.

InTRODUCTION.

Dans une sériec de Communications présentées a I’Académic des
Sciences (Comples rendus, années 1884 ct 1883) ct dans deux Mé-
moires insérés dans le Journal de Mathématiques (1885 et 1886),
jai énumére ct construit les groupes d’ordre fini, contenus dans les
groupes quadratique et cubique Cremona. Je me propose actuelle-
ment (') d’¢tendre le méme genre de recherches aux substitutions bi-
ationnelles, ot ne figure plus une seule série de trois variables homo-
gines &; (coordonnées d'un pointx du plan), mais encorce une seconde
série de trois variables homogénes u; (coordennées d’'unc droite « du
plan), i =1, 2,3.

Parmi les substitutions de ce genre, les plusimportantes sont, comme
on le sait, les subslitutions de contact (S. Lig, Math. Ann., t. VIII;
Crevscu-Laxoenany, Lecons sur la Géométrie, t. 111, cle.), qui ont
le contact des figures pour propriét¢ invariante. Ces substitutions
changeant mme équation différenticlle du premier ordre H en une

(1) Un résumé des présentes recherches a paru dans les Comptes rendus, le
8 février 1886,
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autrc H’, changent aussi lcs intégrales de H cn les intégrales de .
(Cest la Tintérct de ces substitutions en Analyse.

Le présent Travail est divisé en deux Parties.

Dans la premiére Partie, j’¢tablis le théoréme suivant :

Tutonive., — Pour qu’une substitution rationnelle de la forme
roq
xX; ?,‘ Ty U
r s
u; q;i(x, 11)
oit o; el Y; sont des polyndmes homogénes, dans lesquels les x; et
Yi ] fo] ] ¢

les u; entrent aux dimensions marqudes par les entiers p, ¢,y s soil
de contact, il faut et il suffit que les six quantités

J .. .
2‘ '!’ d9 —Au; et 24;, du, ~ Wi (iyj=1,2,3),

(f=1,2,3),

sSannulent idenlir]uemenl en méme ICINPS que

<
Z u,r; =0,
i

n et wétant deux facteurs concenablement choisis.

Celte proposition n'est d’ailleurs qu’une généralisation des condi-
tions données par Meyer (Math. Ann., t. VIIL, p. 305, et Crepscu-
Laxpemasx, t. 11, p. 463).

Je trouve ensuile (que, si un des entiers p, ¢, 7, s est zéro ou un, une
substitution birationnelle de contact ne peut avoir que I'une des deux
formes suivantes :

Forme monistique. — On a la substitution

ri gi(x)
2 (I)u(x) (i,j:l, 273)’
i
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ot les fonctions ¢; définissent une substitution Cremona
| & 9i(2) 1

et ou D,;(x) désigne le coefficient de :)% dans le développement du
jacobien des @;.

Forme dualistiqgue. — On a la substitution
z; 2.(u)

T= u; Zwiq);j(u) ?

qui ne différe de la forme précédente qu’en ce que #; remplace x; dans
i el (I),'j. '

Dans le cas particulier ot aucun des quatre entiers p, g, 7, s ne dé-
passe I'unité, je dis que la substitution est lindaire. Une substitution
linéaire monistique est de la forme

L zaijxj
(1) ’ (@;j= const.),

u; Ea,-,-uj
i

oli a;; désigne le coefficient de @;; dans le développement du détermi-
nant des @;;; unc substitution linéaire dualistique est

X; 2 b"j Uj
(2) ! (b;; = const.),
u Y B
j

B:; ayant lc méme rédle par rapport aux b; que «;, par rapport
aux a;;.

Il n’est pas nouveau que les substitutions linéaires (1) et (2) sont de
contact, mais la réciproque n’avait pas été démontrée jusqu'’ici, 4 notre
connaissance.

Journ. de Math. (4 série), Tome III. — Fasc. I, 1887. 9
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Apres avoir défini la composition des substitutions de contact, j'é-
tablis dans la seconde Partie la proposition suivante :

Tutorime. — Tout groupe G linéaire de contact et d’ordre fint
s’obtient en combinant la substitution dualistique unique

xr; u;

u; x;

qui céchange simplement les deux séries de variables, avec un

groupe g formé exclusivement d’un nombre fini de substitutions
monistiques.

Soient

xZ; 2 a,-j.z‘j
j

u; Z oa,-juj
i

les diverses substitutions monistiques de g'; nous trouvons que, pour
(fue g soit d’ordre fini, il faut et il suffit que les collinéations

i ¢ 2 a,'jtj
i

forment un groupe I' d’ordre fini. Le groupe I' est par conséquent
connu, puisqu’il est I'un des groupes lindaires d’ordre fini de
M. Jordan (Journal de Crelle, t. 84, ctc.).

Le groupe lincaire G de contact et d’ordre fini sc trouve ainsi con-
struit et notre théorie est compléte.

PREMIERE PARTIE.

4. Prenons la terminologic usitée dans I’Ouvrage de Clebsch-
Lindemann (Legons sur la Géométrie, t. 111, Connexes). Appelons
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élément (x, u) du plan lec systéme formé par un point z, de coordon-
nées x;, et une droite u, de coordonnées u; (i =1, 2, 3). L'¢lément est
principal, si la droite u passe par le point z, c’est-d-dirc si

W = 211;.1:;: 0.
i

Considérons deux éléments principaux infiniment voisins (i, ) el
(x + d, u + du); ils scront en situation réunie, sil'on a

2 u;de; = 2 x;du; = o.
i i

Une substitution S est de contact si a deux éléments principaux
infiniment voisins et cn situation réunie guelconques

(z,u) et (x~+deyu+du)

S substitue deux éléments

(yy9) et (y+dy,v+do)

aussi principaux, infiniment voisins et en situation réunic. L'impor-
tance des substitutions de contact consiste surtout, comme on sait, en
ce (ue, si une substitution de contact S transforme une équation diflé-
renticlle du premier ordre H en une autre H'; S transforme aussi les
intégrales de H en celles de H'.

Définition. — Si l'on a identiquement, en désignant par A, B, C
trois formes en x; et u;,

A———-'B’\L‘(.:m, (J.)=Zu".lfi,
Nnous ¢Crirons

A=B  (modw).

Je ne m'occuperai dans la suite que de substitutions rationnelles
de contact, que 'on peut ¢videmment d’ailleurs supposer toujours
entitres, sans restreindre la généralité.
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2. Considérons la substitution

\ (r '/)
. £y ‘y“ . ?,’ Ly u
S= ou | . (i=1,2,3),
;v \ \
PRt |, :[;,-(\.v,u)

ot P'on a désigné par

4,( £y «) une forme de dimension pen.c;et ¢enuwg,
Cr e

"1,(‘L, Ill) » I s »
I vient la proposition :

Tukorine., — Pour que la substitution S soit de contact, il fawt et
il suffit que Pon ail les six: relations

(1) 2 z :;j’ —= Ny (modw), )
: N | ; (i, j=1,2,3).
(2) Z ': 0;: Sy (modw), ’

1. Les conditions sont nécessaires. Si la substitution S est de con-
lact les relations

(3) 2 eibi= E Yidy = 2‘ vidyi=o0

doivent étre satisfaites en méme temps que

(/j) ZU"(L’[: ZU"([-L"':: z\lfill(li:().
i ¢ i

Ceela exige d'abord

(5) 2 gidi=s0 (modw).
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En second lieu

do J
gztkp,.d?i: . ‘de‘dw+2%2.,f;j
' -Ed.x:,z‘k dm’*‘Ed“JE‘P gzj

Appelons k, de coordonnées k;, un point quelconque de la droite u,
¢t [ unc droite quelconque, passant par le point . Entre les six coor-

données k;, ; de k et de ! existeront, deux et seulement deux rela-
tions

(7) 2’(’[”1:21[1};: 0.

D’ailleurs, en vertu de (4) et (7),

(6)

(l.l',': ax; + ak,‘, (lu,~= Bu,~+— bl,',
les quatre facteurs a, @, b, 3 étant tout a fait indépendants les uns des

autres.
Par suite (6) devient

| St el Du g+ ZITHE
+(pr+ 19 S

(6')

in vertu de (3) et (5), on a séparément, puisque @ et b sont des
facteurs indépendants,

4)4,
2 k; 2‘!& Jz; =0 (mod w), a
7 { 2 sous le bénéfice de (4).
2 L Eap,-d—l‘éz——_o (mod w), \
L i

Les relations (7’) ne pouvant étre distinctes de (7), on a, en dési-
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gnant par A et p deux facteurs de proportionnalité,
01 __
2 '411 dz, — 7\uJ
i -
()L?,‘ — i
2 $i du; =
4
IlI. Les conditions sont suffisantes. Pour le démontrer, il suffit de
faire voir que, si (1) et (2) sont vérifiées, les relations (3) ct (5) ré-
sultent de (4). Cela est évident pour la seconde des relations (3) en

vertu de ce qui précéde.
De (1) on tire

Eszp,éf:_‘; pZ?,-'{/iE)\ijujzsu (modw),
i i i i

c’est-a-dire (5).
Différentions (5), qui peut s’écrire aussi

2 ?iq’i = 1\[0),
il viendra, sous lc bénéfice de (4),
2 o d;+ Z\k dy=M [2 u;dx; + 2 &; clu,] (modw),

¢'est-a-dire

(modw) €. Q. F. D.

I

Z gidyi=o0 (modw).

Le théoréme cst ainsi démontre.
Il résulte de la que le systéme (1) et (2) entraine aussi I'existence
du systéme

’ df ’
(1) 2?,-51——]5)\ uj,
‘ o (modw) (*).
(2,) 2 ? 'al_l; El",'rj, s

(') Ma démonstration différe de celle de Mayer ( Mathematische Annalen.
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3. On peut évidemment sans changer, au point de vue géométrique,
la substitution S remplacer

@: par ap;+ ;0 et ¢, par b, + P,

«, b, a;, B; étant quelconques. Un calcul aisé montre que ce rempla-
cement laisse subsister (1) et (2), en changeant toutefois la valeur des
factcurs A et . Quant & la légitimité du remplacement ci-dessus in-
diqué, clle résulte de ce que je ne m’occupe du déplacement par S que
des ¢léments principaux.

4. TuéorkMe. — Si lune des deux séries de variables x; ou u;
entre lindairement dans Uune des deux séries de fonctions ¢; et {;,
qui définissent S, supposde de contact, cette méme série de variables
manque dans Uautre série de fonctions.

Soit, par exemple, une substitution de contact

P17
z; o)l\z,u

&L ?i(ﬂga Z‘)J Li Vil

u; 4»:(5,&)'1: u Y u;Pya) R

i

S =

Une des conditions de contact est (2)
- 0 r ,
(1) 2?,3—% =z<?,-P,-j(w>Ep. z;.

r

Supposons le déterminant des P;; (x) (déterminan{ fonctionnel des

rov o 0" i . [ ’ .
dérivées 5(‘:—’) différent de zéro, on tire de (1)
J

pi= (@),

ce qui démontre le théoréme.

t. VIII, p. 305, et Clebsch-Lindemann, t.111, p. 463) en ce que, au lieu de consi-
dérer les six variables x;, u; comme indépendantes, je les considére comme liées
par (4). Pour passer de mes résultats & ceux de Mayer, il suffit d’annuler dans
(1)ou(2) 3 oup.
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Si le déterminant des P,; était identiquement nul [ou=o(modw),
puisque &; ne figure pas dans ce déterminant], on aurait, cn désignant
par @, (x) des formes cn 2; convenablement choisies,

2 wi(w)0i= E oi(x)di= 2 wi(z) 2 u;P,(z)
= 2 u; 2 w,-(w)P,'j(ars'\) =o,

indépendamment des u;. Quand «, par conséquent, tourne autour du
point z, la droite ¢ (ou ¢) tourne autour du point @, ayant pour coor-
données w;(); mais (1) le point y est Uintersection des droites ¢ ot
¢ + dv : donc le point y (ou ¢) coincide avee &5 ®;(x) est indépen-
dant des u; et le théoréme est démontré.

Si enfin tous les mineurs du déterminant des P;; ¢taient nuls, on
aurait §;= a; ¥, (a;= const.); la droile ¢ serait fixc, quand I'¢lément
principal (x, ) sc déplaccrait dans le plan. Les % ¢léments princi-
paux du plan sc transformeraicnt en les s éléments principaux formeés
par la droite fixe ¢ et un point mobile y sur cette derniére. C’est un cas
que nous excluons par hypothése.

Du théoréme résulte ce corollaire ¢vident, ue nous donnerons sans
démonstration :

Cororrare. — Si dans Uexpression de la substitution de contact S,
donnée plus haut (2°), U'un des quatre entiers p, q,r, s est l'unité,
Sne peut avoir que deux formes distinctes :

»
x; ?i(_m)
S = ‘r s=1 g = o (forme monistique
u; Z u; Py (\z‘) ’ ’ 4 ( que),
i
7
x; ?i(u)
N = s 1y r=1, p=o (forme dualistique).
u; ijl,] (U)
i

5. Considérons maintenant des substitutions de contact biration-
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nelles. Soit S une pareille substitution, étant par hypothése monis-
tique
que, (p)
X; Qi\L

S= ry |3
1 2 ujPij(w)
i
il est bien évident que la substitution ternairc

’f=l L ?i(;)\

est une substitution Cremona d’ordre p.
La substitution S étant de contact, on a (2), en posant

$i= Z u;P,,(z),

la relation
d%; .
(0 Xhighi=py  (modw)  (ij=1,23).

Le déterminant @ des gz—’- est le jacobien du réseau de < [vour mes
’

deux Mémoires Sur les groupes Cremona (Journal de Mathéma-
tigues, 1885 ct 1886)] et ne saurait étre == o(modw), c’est-a~dire iden-
tiquement nul, puisque u; ne figure pas dans ®. On peut résoudre le
systeme (1) par rapport aux {; et I'on en tire

'{.»,:Ep.Zuj‘I)ij, d’olr P,I(.’I,;‘)= (I),'j,
i

en désignant par 9;; le coefficient de -g%‘ dans le développement du dé-
: ‘ ’
terminant @, d’oui

r=a(p—1)
l Z; ?:(9'2‘)

S=

- 20p=1):
Z zuj‘l’,-,-( © )
J

Journ. de Math. (4 série), Tome IIl. — Fasc. I, 188, 10
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6. On démontrera absolument de la méme facon qu’une substitution
(e contact birationnelle et dualistique est de forme

re i)

T= /g -1
u; Exj‘l’;j(_ w )
i

|
l,
|

};; étant le cocfficient de % dans le développement du déterminant
i

o des (%1:—: ; la substitution ternaire
| 6 ()|
est d'ailleurs aussi une substitution Cremona.
7. Appelons linéaire une substitution de contact S dans laquelle
aucun des quatre entiers p, ¢, ', s ne dépasse T'unité, Une substitution

linéaire de contlact ne peut étre (4) (ue monistique (3) ou dualis-
tique (6). Si la substitution linéaire est monistique, on a évidemment

p=i, 2(1)-—1'):0;
si la substitution lin¢aire est dualistique
g=r, 2(g —1)=o.
En résumé, unc substitution lin¢aire monistique @ est de la forme
o Sane
i

a= , @;; = consl. (i, f=1,2,3).

U; Zaij”j
j

%;; ¢tant le cocfficient de a;; dans le développement du déterminant
des a;;, c'est-d-dire I'élément du systéme adjoint au systéme des @;;.
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De méme, une substitution linéaire dualistique de contact & seva

| |
/):g ! !.
1

o A WA .
3i; jouant le méme réle par rapport aux

anx @;;.

8. Appelons A la collinéation des a;;,

el " la collinéation transposée des a;;

L a,,
.\—‘:

l @y

Qs

la collinéation des «;

sera évidemment A'-*.

@y
ayy

yy

Uy,
@y

Qyy

(1, j=1,2,3),

b;; que «;; par rapport

Cela posé, appelons A (¢) I'étre géométrique (droite ou plan) qui

a pour coordonnces les
données ¢; de T'éue ¢.

transformées par la collinéation A des coor-
La substitution linéaire et monistique de

conlact a (7) pourra s'¢erire, d’aprés la définition précédente,
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ct la substitution dualistique b,

z  B(u)
v B-'(x)

Les collin¢ations A, B, ... scront les collinéations directrices des
substitutions linéaires @, b, ....

Remarque. — Un calcul ais¢ montre que
(ABY =DB'A’;

en d'autres termes, le iransposé d’un produit de collinéations est
égal au produit des transposées prises en ordre tnverse.

9. Soient deux substitutions rationnelles de contact

x; qi(x, u) w; i (wy u)

u; Yi(xe,u) u; $:(x, u)

conformément & des conventions que j’ai déja faites & propos des sub-
stitutions Cremona (Journal de Mathématiques, p. 4335 1885), la

substitution
TAACIED)
ui Yi(59)

sera, par définition, le produit S'S de S’ par S.

Sur la forme méme des substitutions linéaires de conlact (7 ct 8),
on voit immédiatement que : :

1° Une substitution lincaire de contact est birationnelle;

2° Que le produit de deux substitutions lincaires de contact est
aussi une substitution linéaire de conlact.

Je pourrai, par suite, parler légitimement des groupes linéaires de
contact, formés de substitutions dec la forme a ct U (7 ct 8).

Dans cc qui suit, il n'est question que des substitulions linéaires de
conlact; pour abréger, yappellerai simplement monistique et dualis-
tigue la substitution de la forme @ ct b (8).

= ct S =

)
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DEUXIEME PARTIE.

10. Soient
o I\ -y
a=|" () , p=|" B(z) ,
u A-'(u) u B-'(u)
des substitutions monistiques ct
x  C(u) d—|Z D(u)
Tlu G | lu DY) |

des substitutions dualistiques.

Les régles données plus haut (9), pour la multiplication des substi-
tutions, ct un calcul ais¢ montrent que I'on a

. x  AB(x) x CD-'(x)
e A P “=lu D |
—t ’

() jar=| 7 AT e B
u A(u) u C'(x) |
£ AC CA- C-'(w) |

wo | " (u) L etge=| T AT
u A-'C-'(x) v G 'ACw) |

Lemye I — Soit G un groupe linéaire de contact. Les substitu-
tions monistiques contenues dans G forment un groupe g, contenu
dans G et permutable & ses substitutions.

Ce lemme résulte immcédiatement des égalités (1).

Lexye 1. — Le groupe G résulte de la combinaison du group:
monistique g avec unc scule substitution dualistique (.

Soit une scconde substitution dualistique = de G le produit ' =
sera monistique ct contenu dans g, ainsi qu'il résulle des ¢galités (1):
donc 7 = st. C. Q. F. D,
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Il résulte de 1 que g contient la moiti¢ des substitutions de (i3
donc :

Lemme III. — Pour qu'un groupe linéaire de contact G soit
’ordre fini, il faut et il suffit que le groupe g, formé par les sub-
stitutions monistiques de G, soit lui-méme d’ordre fini.

Les ¢galités (1) montrent que le groupe monistique g est isomorphe
sans mériédric au groupe directeur I’y dérivé des collinéations direc-
trices des substitutions de g5 par suite :

Tutorime. — Pour qu’un groupe linéaire de contact G soit
WCordre fini, il faut et il suffit que le groupe I', formé par les col-
linéations directrices des substitutions monistiques de G, soit lui-
méme d’ordre fini.

L groupe I' est 'un des groupes de M. Jordan (voir pour le Ta-
bleau de ses groupes le Tome 8% du Journal de Crelle ou mon
Mémoire, inséré dans le LI¢ Cahicr du Journal de UEcole Polytech-
nigue, p. 134). Le groupe monistique g se trouve immédiatement
construit dés qu’on sc donne I'. Pour construire G, il reste & construive
la substitution dualislique unique

[ &€ I'(aw) l

u T-'(r)

P

(jui se combine & g pour former G.

11. Appelons 1I’, groupe transposé d'un groupe H de collinéations,
le groupe formé par les transposées des collinéations (8) de 15 dési-
gnons de méme par p~' Hp le groupe transformé, par la collinéation p,
du groupe H.

Lewwe. — Tout groupe L'y de M. Jordan, coincide avec son trans-
posé.

Nous supposerons, bien entendu, que le groupe I' est général, c'est-
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a-dire contient foules les collinéations qu'il peut contenir. Nous pas-
serons successivement en revue les divers typesde M. Jordan (Journal
e I'Ecole Polytechnique, LI¢ Cahier, p. 134).

Premier type. — T' dérive des collinéations de la forme

all al? 0
[\ = a2| a22 o .

0 0 Gy,

Un calcul simple montre que

A’=K-'A-'KL,

0o 1 o I 0 o
KN=| —1 o o L=]lo 1 o |
|
0o o 1 , o o a,

K figure dans I, ainsi que L, puisque a,, est racine de lunité; A’ fi-
gure ainsi dans 1", et, comme A est quelconque dans I', 1" =1".

Troisieme et deuxiéme types. — I résulte de collinéations de la
forme
Pro0 0

l) == o) P-) 0 )

0 0 Py
jointes i
o1 o 0o a o'
|
Q=0 o 1, R=lb o o
1 0 0 o o ¢! .

Piy @, b, ¢ = racines de I'unité.
On a

=P, Q=
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el
at o o
RR=| o # o |=P,
o o ¢

collin¢ation du faisceau des P,
R'=R'D,, I'=T, C. Q. F. D.

Quairicéme type. — Transformons I' par la collinéation

1 o O
k=|o 1 o
o k
' dérivera des collinéations
T o 0
A=|o = o |=A, <=1,
0o 0o —1
o I o
B=|1 o o=,
(4] [e] — 1
a i—a 2a(r —a)k
C=l1—0a « —2a(1 —a)k |=0,
k=t — A (1—2a)
s1 'on a eu soin de faire
sa(1 - a)k*=r, 1+a(t+7—2)=o.

La transformation de I' par k ¢quivaut, au point de vue géométrique,
4 un changement dec coordonnées ct n’altére pas les propriétés du
groupe.

Ainsi I"=T.

C. Q. F. D.
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Cinquiéme, sixviéme et septiéme types. — I résulte des collinéa-
tions

I 0o o
A=|0o 0 o |=A, R+041,
o o 0
o 1 o
B=|o o 1 |=B"", =B,
I o o .
1 o o
D=]o 00 o |=D,
0 o0 1
[+ 1 0
E=|1 0 1| E'=(B-'DB) E(BDB);
107 02

I'=T C. Q. F. D.

Huitiéme type. — 1" dérive des collinéations suivantes :

T 0 o
A=|o0o = o =A', ‘:’:I,
o o ~
o 1 o
B=|o o 1 |=B~, B =DB-,
1 o o
|a ¢ b
C={¢ b a|=(C;
b oa ¢

par conséquent, I' =17, C. Q. F. b,

Journ. de Math. (° séric), tome UI. — Fase. 1, 1887 11
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12. TuiorkMe. — SiT est Pun des groupes de M. Jordan, G ré-
sulte de la combinaison de g acec la substitution dualistique unigue

£r u

ly=

u x

Soit ¢ la substitution dualistique qui se combine & g pour former
G (10),
<  T(u)

u T'(x)

b

prenons dans G une substitution quelconque

€ S(x)
w ' (w) |

et considérons
(o T'S=T=(w)

T ST

Comme S cst quelconque dans I', on voit que les groupes T/1" T~
et I' coincident, mais 1" n’est pas distinct de I' (11), et, par suite, T
et T sont permutables & U'. En transformant I' par T, on effectue entre
les diverses collindations de I' une certaine substitution vy, dont m est
l'ordre, ¥ = 1. Par conséquent, la collinéation T* est échangeable a
toutes les collinéations de 1. Tei deux cas sont & distinguer, suivant la
nature de I'.

Si I' est des sept derniers types de M. Jordan, T” =1, en vertu des
propriétés connues de ces groupes, puisque T* est échangeable 4 toutes
les collinéations de I'. La collinéation T et le groupe I', dérivé de T
ct de T sont d'ordre fini; comme I est supposé général (11), T', coin-
cide avee I', et 1" contient T'; par suite, la substitution

e T |
T la T(w)
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figure dans g, et la substitution

xr u
= =1,

u «

figure dans G, qui résulte de la combinaison de g avec ¢,.
C. Q. F. D.

Si I' est du premier type, ses collinéations sont toutes dec la
forme (11),

ay @ O
S=|a, @, o |;

0 o0 ay

T est permutable & I' et (comme un calcul aisé le montre) de la méme
forme

Appelons vy le groupe des collinéations binaires

Qy Ay,

g =

Gy Gy

la collinéation T™, étant échangeable & toutes les collinéations de I', ne
peut étre que

T oo
T=]0o 1 o}
o o k
Cela prouve que la binaire




84 L. AUTONNE.

est d'ordre fini, ainsi que le groupe binaire y, dérivé de y et 7. On dé-
montrera, comme il y a un instant, que 7 est contenue dans ¥, supposé
général. La substitution

x  B(z)
"=y By P
ou
by, b, o
B=|0b;,, b, o
0O 0 by
ct
— b‘. ~b‘z —m—t
SER

figure dans g, et la substitution dualistique

~

b — v K(u) _k,
z K-'(x)
ou la collinéation
I o o
K=o 1 o
o o k

figure dans G, qui provient de la combinaison de g avec k.

La substitution dualistique k équivaut, au point dc vuc géométrique,
a la réciprocité polaire (transformation par polaires réciproques ) par
rapport & la conique (3; coordonncées courantes)

[=31+ 35+ kzj=o0.
Si nous effectuons le changement de coordonnées

'Z, 52 3y 3, 3, k 'z, |
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(ui équivaut & transformer 1 par la collinéation

I 0 o

o 1 0
4

-

o o k?

nous voyons que L' ne change pas ct que la conique f= o devient

2 - 2
fi=3 + 3+ 33

la substitution dualistique qui exprime la transformation par polaires
réeiprocues par rapport & f, = o est précisément

et (rdérive de g et ¢, €. Q. F. D.

Nous avons démontré ainsi les divers résultats annoncés dans I'Intro-
duction.



