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Sur une jformule générale des intégrales définies;

Piz M. A. DAWIDOFF,

Président de la Société mathématique et professeur a I'Université de Moscou.

J'ai I'intention d’indiquer dans cet article un procédé pouvant avoir
un assez grand nombre d’applications. Il permet de rapprocher entre
elles plusieurs propositions isolées de I'analyse et de les réunir sous
un méme point de vue.

1.Soient F () une fonction algébrique quelconque entiére de degré
et f(x) une autre fonction algébrique entiére de degré moindre que ».
Supposons que les  racines a,, a,, ..., @, de 'équation

F(ac):: o

soient toutes différentes entre elles et différentesdesracines de I'équa-
tion f(x)=o.
Décomposons la fraction rationnelle

f(z)

flz)
- F(z
en fractions simples

~

f(=) ___E fla) 1

F@)  LVW(a) z—a

ou la somme Y s'étend 4 toutes les racines . En multipliant les deux
_ f
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membres de cette égalité par F(x), nous avons

_\ f(2) F(z)
J®)=) ¥ z—a

Désignons par ¢(«) une fonction quelconque, dont le module p de
discontinuité soit plus grand que le module des racines «; ¢(x) alors
peut étre développée en série suivant les puissances croissantes de x,
dans les limites des racines de I'équation F(x) =o.

Soientf(z) la somme des » premiers termes de ce développement el ¢,
le reste, qui tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment :

o(@) =) + &
Si dans I’équation précédente on remplace f(x) par ¢(x) — ¢,, on a

: s(e) F
m ¢(@)=Y F L +e

. _‘ e F () )
o=t e =9

Si, naugmentant indéfiniment, F(x) reste finie, le reste e tendra vers
zéro et sera de méme ordre de grandeur que ¢,. Cela résulte de ce que
la somme des termes

ou

F(z)
Faj(@ —a)’

étendue 4 toutes les racines de I'équation F(x) = o, est égale & 1, mais,
étendue seulement 4 quelques-unes d’entre elles, conserve une valeur
finie.

L’équation (1) fait voir que la somme

() F(z)
Fl(a) 2 —«

exprime ¢(x) avec la précision des » premiers termes de son dévelop-
pement. ,
Soient a et b deux quantités maindres aussi que le module p; multi-
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plions les deux membres del’équation (I) par dz et intégrons entre les
_limites a et b; nous trouvons

b ' bF d
(m [ p@de=y 5 [ EEE e,

oll ¢, est une quantité tendant vers zéro si » augmente indéfiniment.
L’équation (1II) fait aussi voir que la somme

o(2) (" F(z)dz
z F(a)J, a—u
exprime l'intégrale :

lby(w) dx

avec la précision de n termes de développement de la fonction sous-
intégrale.

2. En désignant par z une quantité dont le module soit plus grand
que le plus grand des modules des racines «, posons

L’égalité (I) devient alors

T t F(x)
s—x _EF’(a)(z——m) z—2

et fait voir que les développements suivant les puissances croissantes

. ’ . . I
de x et les puissances décroissantes de z de la fraction 7= etde la

X F(z)
2 Fla)(s—a) 2 —ua

coincident dans les premiers 7 termes.
L'équation (1I), en supposant que les limites @ ¢t b soient moindres
que 3, conduit a I'expression

s—a 1 bF(w)d.z'
logz—b_—EF’(a)(z—a)j; z—u

somme
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qui fait voir que, toutarbitraire que soit la fonction F(x), le développe-

ment de la somme
I b F(z)dz
ZF’(a)(s—-a) . z—ua

suivant les puissances décroissantes de z, coincide dans ses » premiers

g . 1 ’
termes, c’est-a-dire jusqu’a —, avec le développement
.’ o

s—a
s—b

log=

suivant les puissances décroissantes de 3.

Les égalités (1) et (IT), par suite de leur dépendance de la fonction
arbitraire F(x), peuvent avoir des applications trés variées.

Faisant un choix convenable du polynéme F(x) et passant 4 la limite
n =, on en déduit presque tous les théorémes connus sur les inté-
grales définies. Je m’arréterai a quelques-unes de ces appllcatlons, ba-
sées sur un choix particulier de la fonction F(x).

3. Soit p un nombre, compris entre p et 1a plus grande des limites @
et b, et faisons -
F(x)=a"— p".

Sil'ondésigne par ry,r,, ..., r, les ni®"® racines de I'unité, les racines
de I'équation F(z) = o pourront étre exprimées par « = pr, et le terme
général de la seconde partie de I'égalité (11) sera alors

bF . ](l 4 Nn—3 T -
Rt ) s i

_prolpn [z 1fa\2 1/=\i 1@\
T n [pr+2<pl') +§<p"> T +n<1>r> ]

Mais pour tout x compris entre les limites a et , nous avons

EANEN A INE A NS I 02 O YO SR A Y
pr ' 2 \pr 3 \pr Tty r) — OB\! = pr) T Co
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ol1 ¢, désigne une quantité tendant vers zéro si n augmente indéfini-
ment. De I on a

¢(pr) [’ F(z)dz _ pro(pr)
¥ipr)J, @—pr — n ]001) [/ +e” )

et Péquation (II) conduit i 'expression suivante

2 b

[. o(w)dx = [I”'«'P\P"i)loop, __Z
Pry—

Pri—

[

l a
+ prag(pry)log—2— +-- +Prnq°(m)log 2|+
ou ¢, désigne une quantité, tendant vers zéro si n augmente indéfini-

ment.

4. Soit p un nombre moindre que le module de discontinuité de la
fonction donnée ¢(x) et posons

F(w) =" p".
Désignons par 7, 'une des racines de degré n de I'unité et po-
sons '
V—1=1
Alors
2hkmi
rp=e",

ou k désigne un des nombres entiers depuis 0 4  — 1; nous aurons

(équat_. I)
_ o(pre) " —p"
({/(-’L‘) _‘2 n(Prk)n-l x — pry

En faisant * = o0, on a

=S lpe ™).

. ank RN
Faisant enfin — = wet passant la limite n = o , nous remplagons

Journ, de Math. (3® série), tome VIII, — Novemmre 1882, ) 50
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la somme depuis 0 & 7 — 1 par une intégrale entre les limites o et 27
ar

et posons — = du.
n

Nous obtenons de cette maniére le théoréme connu de Cauchy sur

les intégrales définies -
2r

p(0) =5z [ o (pe)in

8. In désignant par m un nombre quelconque et par » un nombre
augmentant indéfiniment, posons

F(2)=lim,_ mx [l - (5'?)2] [1 - ('—:%)2] : '[I - (%l-:_f)"] =sinma.

Les racines de I'équation F(2) = o, au nombre de 27 + 1, sont com-
. . k‘ﬂ . \
prises dans'expression «;= — si I'on donne & £ toutes les valeurs

entiéres depms — » jusqu’a + n. Remarquons que — n7 et + nx

représentent les limites de la variabilité possible du produit mx, de

maniére que, m croissant indéfiniment, a doit étre compris entre les
nw

. e nTw
limites — — et +~ —-
m m

. e et C . nr
I * —_
Désignons par p une quantité positive moindre que —

nw
) A
nous trouvons (équat. I)
N\ ¢(ar— p) sinmz

9(x "P)::E{ cosmay(x — ay)

Mais, comme

sinmz __ sin[m(x — %) + r)aak]
cosmay coSmeay,

=sinm(x — ),

en posant ¥ = p, nous trouvons

2(0)= & Y olar—p) 220,
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Passant maintenant 4 la limite m =%, posons a;—p =u et

w . nw . . tqe , 3
5 = du. L'expression — devient alors une quantité positive indétermi-

née, de sorte que, €n posant

n7:+ —a nw '—‘b
m TP=4 5 -

a ct b peuvent étre considérées comme des quantités positives tout &
fait arbitraires.

L'équation précédente se réduit donc a ce qui suit
b

limf q;(u)sinm'u‘-f—:‘ =n9(0),

a la condition que ¢(x)soit développable en série entre les limites — «
et b,

En désignant par @, et b, deux quantités positives, nous trouvons,
par suite de ce qui précéde,

. by . du . - . du
lim [ ¢(«)sinmu— =o, lim p(u)sinmu — = o.
) ) e u
Prenant
nous avons

. e, du . ‘., du
lim | sinmu— = 2lim [ sinmu— ==
- u o u
ou

a
. . de =
lnmf sinmu— = =-
0 u 2

Désignant ensuite par¢ une quantité positive décroissant indéfiniment,
nous trouvons

a ) a ‘
]imf o(u) sinmuc% =lim/ o (u) sinmu[i—i‘ —'i-limfo o(w) sinmz_tfg_’.
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Mais, comme

lim [ (u)sin mu “_o
¢ ? u
et

hmf o(u smmu—- =9(o hmf smmu— = gga(o),

nous avons

limf%(u)sinmu‘—gf gq)(o).
0

6. Soit

o= e~ (5] 1= (2 [~ (3o

ct désignons les racines deI'équation F () = o par &, = k=, en étendant
kde —nd +n.
Nous avons, par ’équation I, -

_ ¢(a)sinz
p(z) = cosa(z —a)

Soit £ une quantité positive quelconque et m un nombre impair
croissant indéﬁniment En multipliant les deux membres de I'équation

' precedente par dx intégrons entre les limites o et 2. Nous trou-

yons

sinz COS & xr—1a

f‘ o(x) smmxdx ?(x) b sinma do
0

Mais, m étant impair,

sinmz __ sin[m(x — «) + ma] . cosma . '
oo = SI1I — frnnnd — .
cosa cosa snm(x “) cosa S‘?‘m(x “)’
par conséquent,

ep(a:)smm.z‘dx smm(.:c-—a)
hmf — ,—hmzqo f —— da

he du
= hmEga sinmuy — -
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En remarquant que l'intégrale
. h=e du
lim f sinmu —

’ A ﬂ ’ \ . ’ . . ’
est égale a — quand « = o, égale & = lorsque o < / et se réduit i zéro

quand ¢ > A, désignons par p% le plus grand muiltiple de = qui est
moindre que A.
I’équation précédente nous conduit alors an théoréme connu

. ' ,
limfo o(®) s;:::;w dx = 1-25 [o(0) + 2¢(%) + 2¢(27) +...+ 2¢(p=)]

ayant lieu pour toute fonction (), développable cn série entre les
limites o et A.

7. Taisons dans I’équation (T)

F(x) = cosnx.

) . ’ . 2k w~
Désignant les racines de I'équation cosnz = o par « = —:;' = et

comprenant par £ tout nombre entier depuis — o« jusqu'a + %, nous

lrouvons
1 ¢(2) cosnzx
X)=— — ~ —_r = .
?( ) n simnpas xr—2

Mais, remarquant que

cosnx __ cos[n(x—a)+na]

— sinn(x — @)

sinnz sinna
et que
. “+n
sinn(z —a 1
sinn(z—e) _ —f cosu(x — «)du,
z—a 2

n

passons 4 la limite n = oo , en faisant dx = % et désignant par @ une
quantité arbitraire positive; nous trouvons
t +a 4o
o(z) = - % () docf cosu(x — «)du,
—a —®

4 la condition que z soit compris entre — a et + a.
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Pour @ = » on trouve le théoréme connu de Fourier

p(®) = ;l;:[:ncp(a)da'f”cosu(w-—- o) due.

—m
8. En désignant par » un nombre impair, posons
Flz)=a"—1.

Les racines du polynéme F(x) seront

ahwi
— N
L=2=e ,

I . "
Jllsqll a

-1 - . ° ’ .
'i—_)—- Soit ¢(«) une fonction donnée, développable en séric entre les

. ;e . . n —
si 'on désigne par % tous les nombres entiers depuis —

limites ¢ — 1 et g + 1, on a alors (équat. I)

%Uwi
? q+ e n > xn__,
(x + q n 2(::-—-()/&1-: 24T

z — e n

Désignant par p un nombre moindre que 1 et faisant £ = p et

2w . .
—’—'l— =u, passant a la limite # = % ,noustrouvons, en remarquant que

2= ({u,
-n M
S +ﬂ?(q+€"‘.)du
/A) -F
\ * ui —~ui
=g_f [9(q+e_ui)+<9(q+euf )]du.
em J, | 1—pc 1— pevi

Sous les mémes conditions on trouve (équat. I)

' 2kni
?(w+q)_l ?(q—l—e_"—) L Zt—1 .
I—px ~ n Z( : 3_5355> (a—1)hwi Thwi

1—pe "’ " xr—e "
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. ak® ' . e
Faisant x == o, - = u et passant a la limite, on a

® wl —tel
() o) =5 [ [Hlom + B .

1— pe—t!

Les équations (A) et (B) constituent le théoréme connu de Poisson sur
les intégrales définies (*). Elles ont lieu pour p <1 et a la condition
que la fonction ¢(x) soit développable en série entre les limites ¢ — r
etg-+1.

9. Soit # un nombre impair, et faisons
F(o)=a"+1. : °
Les racines de I'équation F(x) = o seront

2kxi
G=—e " =—82a1¢i

nk

) n-—1
ol a;= — et £ est un nombre entier quelconque depuis — (n=1) — )

jusqu’a f—l:—'—lu Appliguons I'équation (I) 2 l'intégrale
jusq 2 ppiiq q gr

jq“w’"'"cp[u(l — )] dx,

oli ;e désigne une quantlte réelle quelconque.

Soit m =p + r, o1 p est le plus grand des nombres entiers compris
dans m,et rune quantité positivemoindre que 1. I.’équation (1) conduit
a I'égalité suivante :

- cospm . F_— A |
wrtglu(1— o] =— DY errnigu(c + )] Foan

Multiplions les deux membres de cette égalité par &/, nous trou-

(') Bertrand, Calcul intégral, p. 16g.
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vons

- ___ cospT ; 2a,iy 27 (2" 1)
o [u(1 — )] = — —ﬁB— Ee”’“k‘fp[“(’ +e a/..z)]m.

. . M a9
Passant 4 la limite n = , posons a; = ¢ et - = dv, nous avons,
pour z < 1,

®
+-

wolu(t— &) =~ L7 [ g u(s 4 e)) 20

= x4 et

v

.
~i
Mais, remarquant que pour x <1 lintégrale
- +-';

. . dy
2pvi 20,
[ erigluli+ o) e

Wy

se réduit & zéro, parce que la fonction sous-intégrale peut étre dévelop-
pée en série suivant les puissances croissantes de e, remplagons
I’équation précédente par
®
=

2
—_ cospw 2 pwi - x" = (r+1)
tolu(t—a)) == TLE [ erigu(s o)) (o + S,

»
2

En multipliant ensuite par d, nous intégrons entre les limiteso et 1.

2 J4 l
Remarquons que , étant remplacé par —, donne

U p—tr+) dp _ ® z"dr .
, 1+xe T ) x4
par conséquent,

+

N ® 1’ -
fxm..fﬂu(,__x)]dw:__c—o?l-‘f e2P"’q>[lt(l+e"”’)]de ;?;(i;n
- ’ . . 0

wr

0

ot

Eofin, remplagant dans le second membre de cette équation & par
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rquant que
s ~ . kg . =
T ean(r+4+1) ~ sin(m—p-+1)x ~  sinmmcos prn

1 + e** = acosve”,

nous trouvons I'équation suivante

+F
2

t ! Vv mvi
_[”"‘?Ml——x)]dx:sinmﬂf p(2ucospe’)e*™idy,

L]
]

connue sous le nom de formule de Kummer ().

Quand = est nombre entier, le second membre se réduit i . Mais,
en prenant le rapport des dérivées du numérateur et du dénominateur
suivant 7z, nous trouvons, pourm entier,

L]
H

1 . .
f’ 2™ o [u(1 — @))de = El—%slﬁf o(2ucospe”)e*™ip dy.

(%

ol

Ce résultat peut d’ailleurs étre obtenu directement de 1'équation (II)
pour m entier

[ amtgu(t — @) do

0

2 1
— . cosmrm 20i\] p2mvi dz
C == el e [ S5
-3
En remarquant que l'intégrale
! dv .

¢ [u(l + e"")] eamri

—
. T+ e
-3

(1) BertaAND, Calcul intégral, p. 175.
Journ, de Math, (3* série), tome VIII. — DiceMeaE 1883, 51
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se réduit & zéro, parce que la fonction sous-intégrale peut étre déve-
- loppée en série suivant les puissances croissantes de e*/, représentons
Iégalité précédente par

S @ olu(s — @) de

K

1 1
— _cosmm amyi 20 1 _ !
= - f ™ g [u(t + ™)) dv[) (.z:-i— prr7 Rl -;—e-”i) dx

1A us'a

: 2
21cosmm : ;
=— f e*™ o(2ucospe’ )y dv.

wia

Les résultats obtenus ci-dessus découvrent un rapport intime entre
les formules de Cauchy, de Poisson et de Kummer et leur dépendance
des racines de I'unité. ‘

10. Les équations (1) et (II) conduisent de méme aux formules
connues du calcul approché des intégrales définies.

Supposons que les limites de V'intégration a et b soient, par I'intro-
duction d’une nouvelle variable y,

xr =

z‘+ 2)’,

réduites & — 1 et + 1, et appliquons I'équation (II) a la fonction de

Legendre
blz) =Nd}(x*— )",

4 la condition que ¢(1)= 1. Comme d(x) ne contient que les degrés
pairs ou impairs de x, suivant que n est pair ou impair, ¢( — 1) sera
égaled +10u —1.

Notons que ¢(x) se distingue par deux propriétés principales : 1° que
toutes les n racines de I'équation ¢ () = o sontréelles, différentes entre
elles et comprises entre — 1 et + 15 2° que pour toute fonction algé-
brique entiére f, () de degré moindre que n,

f_j’«p(@f. (@)dx = o.
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Désignons par /() un polynéme de degrén, dont toutes les racines
seraient différentes entre elles, différentes des racines du polynéme
¢ () et comprises aussi entre — 1 et ++1. Soient &,, @, ..., &, les racines
de 'équation d(x)=o et f3,, B2, ..., B, les racines de I'équation
Sf(z)=o0, et prenons dans 1’équation (II), pour F(x), le polynome
d(x). f(x) de degré 2n :

F(z) = ¢(=).f(#).

Cette équation s’exprimera alors par

i _N\' ¢ M Sf(e)d(r)dz
f o(x)do=Y, 7o [ LTS

¢(B) “f(2) b () dx
+2/’(ﬁ)¢>(ﬁ) T @—3

Comme f(x) se divise par z — 3 et que le quotient obtenu est un
polynéme de degré n — 1, alors

1
NACI
——= ¢(x)dr = o;
-1 z— p b( )
par conséquent, la partie de I'équation précédente, dépendant des
racines 3, s’évanouit.
Quant a la seconde partie, supposons qu’en divisant f{x) par z — «

on obtienneau quotient le polynéme f, () de degré n — 1:

f(2) AGH
r—a = N(@)+

d
Par suite,

[ oo

f q’f’)dx_f )f H(a) do |

xr — o
et I'équation précédente devient

. N O |
f (? (1)'(01 - 2 — 2 *
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Elle ne dépend ni des raciues 8, ni du polynéme f et prouve que
I'intégrale
[ sy,

correspondant 4 2 n termes de développement de la fonction sous-inté-
grale, s’exprime par la somme seulement de n termes.

L’intégrale

‘/"H $(2)dz

1 r -~ 2

peut étre calculée de la maniére suivante.
Remarquons que

i 1
5o = Fee—m t FmE=m T g
En multipliant les deux parties de cette egahte par = —= [b(2)] )] dz et in-

tégrant entre les limites — 1 et + 1, nous trouvons

d@)dz _ T [le))Pde f*‘q)l [b(=)]? dx

x—a Jn 4)/(“1)\'1?—"“1 (2g) (2 —a4) (Z — 2,)

—1
+1

[(2)]? d= ,

+ +f_, (o) (@ — &)@ — )

Mais, comprenant par % et / des nombres différents entre eux, on a

généralement
R 0 I 1
L =)@ —a) T y—a ), x—w
1 T (e)]rdr _
dk—-allf_“ @£X — % -

b(2) o bl ) - élant toujours des polynomes de degré n — 1.
T — dp & —
Pai suite, la seconde partie de 1'équation précédente ne conser-
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vera que le terme dont la fonction sous-intégrale aura pour diviseur
(€ —a)?:
"P(eydr 1 M [p(2)]Pde

- T - 4"(“1) 1 (# —=)?

En intégrant par parties, on trouve

["H(b x)dz 2 42 +'€[)(m)‘b'(.x)dx.
z—a = (""“f)d’l(“l) (b'(“n) 1 T — 2

Mais, en divisant ¢'(«) par z — @, on obtient pour quotient un poly-
néme de degré n— 2 et pour reste ¢'(a,). La partie de I'intégrale de~

pendante du quotient devient zéro, et de la

+ f(z)de 2 42 *(xVdr
z—a  (1—a})P'(n) L, =y

f’“ b(zyde 2 _
o x—a  (1—a}) (%)

Par couséquent I’équation obtenue ci-dessus et servant a déterminer
I'intégrale prend la forme suivante

f_ | Ple)de= 22 (i— a's;(fd)»'(a)]

-
ol

ou, posant

on a

I:l<p(m)dx= Avgp(a))+ Agp(as) +... +A 0(a,).

Les coefficients A,, A,, ..., A, ont été déterminés par Gauss (') pour
différentes valeurs de n.

(') Methodus nova... (Comment. Soc. Goetting., 1815).
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Si les limites de l'intégrale sont o et 1, on peut se servir du poly-
noéme

b(x) =d;[a" (2 —1)']
comme ayant des propriétés analogues au polynome dfi(w’—— 1)% a la

seule différence prés que ses racines seront comprises entre o et 1.
L'équation (II) donne alors

o) ae=Y g [ o2,

Nous avons ensuite, comme dans le cas précédent,

f“b(x)dm_ 1 f‘[(i)(x)]“‘dm

z—a Qe (@ —a)® ’

et, intégrant par parties,

‘h(zydr slq)(o)]’ 10 o B

, a—a  §'(a) a 1—a

lf;’(w) dx

X —a

par conséquent

‘ho)de _ 1 ([@@)]F . [
[ R | (e BT

I—a
Si I'on pose
S CIC) N O o
[(i)’(ak)]z -7 + I— - AI“

on a, pour calculer I'intégrale, I'expression suivante

[l9(x)‘1‘” = A g(o)+ A p(@s) +... +A,9(2).

On trouve les coefficients A,, A,, ..., A, pour les six premiéres
valeurs de » dans le Calcul intégral de M. Bertrand, page 343.
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11. Appliquons I’équation (I) & la détermination de l'intégrale

" e(z)da

- \/l—x’

en prenant

F(o) = at = 2070 grot (1 — 22)

1,2

n(/z—r)(n-—g)(n——3) -
1.2.3.4 ot ‘(

— x?)%...= cos(narccosx).

En supposant ¢(«) développable en série entre les limites — 1 et + 1,
nous comprendrons sous ¢(x) la somme des premiers 2z termes du
développement de cette fonction. Divisant dans cette supposition ¢(z)
par F(z), soient f,(x) le quotient et f{x)le reste qui sera un poly-
nome de degré n — 1

o(w)=f(z)F(a) +flw).

En divisant par \/I — «? et intégrant entre les llmltes ~1et—+1
nous trouvons

=

Vi—at . Vi—a? _, Vi—=2

/‘*‘ o(2)dr _ +‘ﬁ(x).F(x)dx+ ™ f@)dz

Posons, dans le premier terme du second membre de cette équa-
tion,
x = cos u;
nous aurons

+1
/ fil=).F(z)dz —f /i (cosu) cosnu du.

. V1i—a2?

Le second membre de cette égalité se compose des termes du type

™
A f cos*u cosnu du.
)
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a la condition que £ < n. Mais, en remarquant que

cosfu cosnu = ;'; [cos(n + k)u+kcos(n +k —2)u

+ ——————k(,:';l)cos(n + & — flu+...+cos(n — lc)uJ '

nous trouvons, pourk < n,

®
f cos*u cosnudu=o;
o .

par conséquent

Ho@)de _ [T flo)de
[1 \/1-—-:1:’— - \/l—w”

et de cette maniére l'intégrale, dont la fonction sous-intégrale consis-
terait dans la somme de 2n termes, se réduit i une intégrale, dont la
fonction sous-intégrale contient 7 termes seulement.

Clest & cette derniére intégrale

* f(z)dz

-, Vi—a*

que nous appliquerons I’équation (I).
Désignant les racines de I'équation

F(x) = cos(n arccosz) = o
par

2k 41
% = COS +

= COSay,

prenant pour # tous les nombres de o 2 z — 1 et remarquant que

nous trouvons ( équat.T)

n—1
f(x) 1 2 ¢(cosa;) sinay cos(narccosz)
T n sinna; x — cosa

0
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En divisant par Vi—a? et intégrant, nous trouvons

n—{
lo(2)dx _1 ¢(cosaz) sinak/+‘ cos(n arccosz) dz

= 0 ———
—Z N sinna — —
_, Vi—= - & (2 —cosaz) 1 —z

1l est aisé de calculerl’intégrale du second membre de cette équation.
En y faisant a cet effet x = cosu :

*1 cos(n arc cosz) dz f“ cosnude
_— = —_—;
_ (x_cosak) vl ) ° Cosu — cosay ,

1

remarquons que, cos @, étant une des racines du numeérateur cosnu
considéré comme fonction de cosu, — cosnu se divisera par

cosuU — COSay

et donnera au quotient un polyndme de degré n — 1 relativement &
cosu. Par suite, on peut poser

cosnit A,

T == — 5 e+ A,_,cos(n—1)u.
COS U — COS @y, 2 + Ajcosu+ A, C082U +...+ Apy ( )

Chassant le dénominateur, remplacant le produit des cosinus par la
somme des cosinus et comparant les coefficients, on obtient lesn + 1
équations suivantes :

A,= A,cosay,,

A+ Ay= 2A, cosay,

Ag+ A,=2A, cosay,

An—l + An—-a =2 An-—2 cosa;,
A,_,=2A,_, cosa,
A =2,
Des premiéres n — 1 équations nous avons, pour tout s, depuis i
jusqu’a n —1,
A, = A, cos(say).

Journ, de Math. (3¢ série), tome VIII. — Dicensre 1882, 52
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Mais la derniére nous donne

a 2 by
= 0 O = = 0 ]
cos(nR—1)@,  COSNA;coSa,— sinnaising@;  sinnasina;

A°=

Quant 4 I'avant-derniére équation
4
Apy =24, cosa;,

elle est satisfaite par elle-méme, si 'on y remplace A,_, et A,_, par les
valeurs obtenues plus haut.
On trouve, d’apreés ce qui vient d’étre dit,

cosnu . 2
COSU — COS@;  Sinna;sin ay

1
[; + COS@; COSIL + COS32 @, COS2 U+ ...
+ cos(n — 1)a,cos(n — I)u],

et, inlégrant entre les limites o et#, ona

=
cosnudu w
, COSuU—cosar  sinnasina

Par suite, I'équation déterminant I'intégrale cherchée conduit &

I'expression
+ (w)dx
[ 5 =5 ot

(2k+1)
an

A =

Cette équation détermine I'intégrale qui correspond 4 2z termes du
développement de la fonction sous-intégrale ¢(x) par la somme seu-
lement de » termes.

'42. Prenons pour F(z) le polynéme de degré n + 1

F(z) = nx(nx —1)(nx — 2)...(nw — n)

. . I 2 * . .
qui a pour racines o0, ~ -+ 1, et supposons que les limites de I'in-
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tégration soient o et 1; alors (équat. IT)

| \ ‘?<£> lF d
. n (z)dx
o q’(“‘)dx— s F;(g) | x—-;‘; )

ou, posant

nous avons

[ #l@)de=8ep(0)+ 4,0(5) + Aap(2) +-r-+ Ausl)

Pour déterminer les coefficients A, remarquons que, pour tout s
moindre que 2 + 1, on a (équat. I)

s\ (12} F ()
R

- — -
n

ct, intégrant entre les limites o et 1,

Faisant s consécutivement égal ao, 1, 2, ..., n, nous trouvons le
systéme des équations '

Ag+A+ Aj+.o+ A=,

A+ 2A,+...4+ RrA, =%,

2

A+ A+ A, =5

A 4 2"Ag+...+n"A, =

n -1
servant & déterminer tous les coefficients A.
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On trouve ainsi :

Pourn=1..........:... Aj=A,=1;
Pourn=-2.............. Ag=A,=¢, A=}
POlll‘n=3.............. A0=A3='%» A|.=A‘.l=2,

et ainsi de suite (').

(") Voir Bertraxp, Calcul intégral, p. 333.



