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COVARIANTS DES FORMES BINAIRES. 345

Sur les covartants des jformes binaires

{DEUXIEME MEMOIRE);

Par M. Carmze JORDAN.

Tous les géométres connaissent les beanx Mémoires dans lesquels
M. Gordan a démontré qu'un systéme de formes binaires ne posséde
qu’un nombre limité de covariants indépendants.

La détermination effective de cette limite constitue néanmoins un
probléme assez difficile. Nous avons donné, dans un précédent Mé-
moire (Journal de Liouville, 1876), une formule récurrente qui fournit
une premiére solution de cette question. Mais la limite déduite de cette
formule est beaucoup trop élevée; sa détermination exige d’ailleurs
un calcul assez laborienx.

En serrant le probléme de plus prés, nous avons obtenu une nou-
velle solution, fondée sur les mémes principes que la précédente,
mais beaucoup moins imparfaite. Nous arrivons en effet, entre autres
résultats, 4 la proposition suivante :

TreoriME. — Solenta, b, c,... un systéme de formes binaires en
noinbre quelconque, dont les ordres respectifs ne surpassent pas N.
Tout covariant de ce systéne sera une fonction linéaire de produits
RST ainsi définis. '

R est un covariant dont Uordre O et le degré D par rapport aux coef-
Journ. de Matk, (3¢ série), tome V. — OcroBRe 187g. 44
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ficients sont limités par les inégalités suivantes :

O < 2N?,

D < (g — 0) 3¢+,
N
- log—~
oit o est le plus grand entier satisfaisant & U'inégalité o — 12—
. log =
3

S est un produit de covariants dont lordie ne surpasse pas 2N — 2
et dont le degré ne surpasse pas 2.3%%'. - '
T est un produit d'inpariants dont le degré est inférieur & (7N — 5)30+'.

Analyse.

, 7 § L

1. Soient a, b, ¢, ... f, ;... des formes binaires, en nambre
quelconque, mais dont I'ordre ne surpasse pas Nj proposons-nous de
déterminer les covariants de ce systéme. :

Nous répartirons les formes données en deux espéces, La premiére
contiendra les formes a, b, ¢, . .., dontl’ordre surpasse le plus grand
nombre entier N, contenu dans 2 N; Ia secoude, les formes Jr 8 eees
dont 'ordre TN;. - : E .

Soient a, b, ¢, ..- les formes de premiére espéce; p, g, T .- - leurs
ordres respectifs ; -construisons les covariants 4 deux symboles tels

que

{(ab)al bl
et les covariants’a trois symboles tels que
(ab)(ca)(be)* ab T Bi=T e

Seient ¢, ¢,,... ceux de ces covariants dont Pordre p 4-q — 2p.
ou p -+ q -+ r— 2e¢ — 23 — 2y ne surpasse pas N,. Nous adjoindrons
ces nouvelles formes aux formesf; g,....

Soient maintenant @, &', c,... celles des formes f, g,--+, 02 %4
dont P'ordre surpasse le plus grand entier N, contenu dans £ N,;
', g,-. les autres. :
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Soient ¢, ¢,,... ceux des covariants 4 deux ou irois symboles
construits avec les formes &', b, ¢,..., dont Pordre ne surpasse
pas N.. Nous adjoindrons ces covariants aux formes S8

Soient de méme a”, ", ¢, .. . celles desformes f/, g's ..., ¢/, ¢(s. .05
dont P'ordre surpasse le plus grand entier N, contenu dauns £ N,;
", g”,... les autres. Soient ¢”, ¢7,... ceux des covariants & deux ou
trois symboles construits avec a’, &%, ¢, ..., dont I'ordre ne surpasse
pas N,. Nous les adjoindrons aux formes f”, g";... et ainsi de suite.

2. Ayant ainsi-adjoint au sysféme des formes données a, b, ¢....,
f, 8, les formes auxiliaires ¢, ¢4, .--, ¢, 15+ -+» cherchons a con-
struire les covariants du systéme ainsi compléié.

Chacun de ces covariants sera une fonction linéaire de produits
symboliques formés avec les symboles des formes a, b, ¢,.... /8, ---»
Oy Pireres @'y Pyyeer. Ces produits pourront étre classés d’aprés le
nombre des symboles qu’ils contiennent, en commengant par ceux
qui en contiennent le moins. Tout produit exprimable linéairement 4
Faide d’autres produits d’une classe inférieure pourra évidemment
étre négligé comme formant double emploi avec les précédents.

Ce cas se présentera pour tout produit P contenant en facteur
(ab)*, a et b désignant des formes de premiére espéce dont les ordres
p et q satisfassent 4 U'inégalité

p+g—2p2Ne :

On sait, en effet, que P peut s’exprimer linéairement P'aide des
composés [*] de covariants

(1) (@bl az*be™  (oit p'5p),

avec des produits formés avec les autres symboles ¢, d, ... qui figurent
dans P. On a d’ailleurs

p4q—2pTp+q—2p3N.

[*| Uberschiebungen de M., Gordan. Cette proposition, ainsi que les auties pro-
priétés relatives 2 la composition des covariants, dont nous aurons 4 faire un fréquent
usage, se trouvent exposées endétail dans la Théorie des formes binaires de M. Clebsch.
Nous les avons reproduites dans notre Mémoire de 1876, Sections T2 1V.

44..



348 C. JORDAN.

Chacun des covariants (1) est donc une des formes auxiliaires
- @, @45 -+ . Chacun des composés au moyen desquels P est exprimé est
donc exprimable par les symbolesc; d, ... joints 2 un-des symboles ¢,
@1y - - -y lequel remplace les deux symboles a, & qui figuraient dans P.
Sa classe sera donc inférieure 4 celle de P.
On verra de méme que tout produit P qui contient en facteur
(ab)¥{ca)? (be)T, ot a, b, c sont des formes de premiére espéce, dont
les ordres p, g, r satisfassent & larelation -

p+q+r—2a—nﬁ—27§N,,

est exprimable par des covariants de classe inférieure, contenant cha-
cun & la place des trois symboles @, b, ¢ un symbole de I'une des
formes 2, 9, ...

5. Considérons un produit P qui ne soit pas exprimable par des pro-
duits de classe inférieure. Parmi les symboles qu’il contient, les uns, -
a, b, c, ...représenteront en général des formes de premiére espéee;
les autres, £, g, «- -+ @5 - - . » des formes de seconde espéce; et I'en sait
que P peut s’exprimer linéairement au moyen des composés de pro-
duits Q formés avec lessymboles 2, b, ¢, ..., avec des produits R for-
més avec les symboles f,g,...,0,....

La formation des produits R est une question analogue & la question
primitive, sauf que lesformes qui y figurent ont pour limite supérieure
de leur ordre, au lien de N, le nombre Ny, qui Iui est inférieur. Le
probléme étant ainsi simplifié de ce cdté, il conviendra de reporter
notre attention sur les produits Q. ‘

En formant ces produits Q, nous pourrons négliger tous ceux qui
sont linéairement exprimables 4 'aide de produits Q,; Q., - . . de classe
woindre. Soit,eneffet, @ = m, Q, + m,Q,+ ... unsemblableproduit.
Tout composé de Q avec un produit R s’exprimera linéairement au
moyen des composés de Q;; Q;, . - . avec R, lesquels sont évidemment
de classe moindre que le composé de Q. '

~ 4.S0it Q = (a@b)*(ca)’... I'un des produits qui restent & considérer,
et soit p le plus grand des exposants 1, v, ... qui y affectent des déter-
minants. On dira que Q est de la p¥° catégorie.
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Ce nombre p1. est nécessairement < $N; sinon, () seraitnégligeable;
car, petq étant T N, on aurait

p+q—2p i NTN,.

Nous counsidérerons les produits Q comme d’autant plus simples que
leur catégorie est plus élevée.

Un produit de la pme catégorie sera dit réductible, sil est linéaire-
ment exprimable par des covariants dont chacun soit ou négligeable
ou d’une catégorie supérieure 4 p. 1l est clair que tout produit réduc-
tible pourra étre supprimé de la série des produils Q, comme formant
double emploi. 7

Ces préliminaires posés, étudions les produits Q.

§IL

5. Nous aurons en premier lieu les produits a deux symboles, tels

que A
(ab)ral<bi™ (ot p~+gq— 2p.>N,).

Nous les désignerons par la notation K, ou plus simplement K,,
lorsqu’il ne sera pas nécessaire de spécifier les symboles qui y figurent.

6. Les produits & trois symboles seront de lx forme
(2 (b}t calf (be art b e,
D'aillears Videntité

(3} (ab)c.+ (be)a,.+ (ca)b,=o

permettra d’établir un certain nombre de relations entre ceux de ces
covariants qui correspondent 4 une méme valeur de la somme

«+fL+gy=n.
Divers cas seront a distinguer suivant la grandeur de n.

7. Premiercas.— Supposons d’abord que chacun des entiers p, g, r
soit au moins égal & 2. L'expression (2) sera divisible par [(ca)5, ).
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Remplagant ce facteur par la quantiié équivalente
[—{ab)c.— (be)as]F,

et développant celle-ci par la formule du bindme, on aura Pexpres-
sion du produit donné en fonction linéaire des produits analogues-
qui ne contiennent plus le facteur (ca)-

Si nous posons, pour abréger,

(ab)—(bear b1 e = Ciyey

ces derniers covariants seront les suivants : Cf, Cler - -5 C%,.. Leur
nombre est 7 -+ 13 enfin il est évident que I'identité (3) ne fournit
entre eux aucune relation. Ils sont done indépendants.

On verrait de méme qu’en posant

(be)*{ca) b+ e at? = Cle,
(cay™ (ab) & Ak 5L = Ciugs

les covariants considérés pourront s’exprimér i volonté au moyen des
7 +- 1 covariants C2 ..., Ci.ou au mioyen des z -+ 1 covariants Clusens
cat-

Mais on peut choisir d’une maniére plus avantageuse le systéeme
des 7 -+ 1 covariants indépendants a Paide desquels on se propose
_ d’exprimer tous les autres. ;

En effet, si dans C,; on remplace, comme il vient d’étre expliqué,
le produit [(ca)d,]" par sa valeur déduite del'identité (3), il viendra

(p—p)ee(p—p—itkt) (s
1.2...1 abe Tttt

(4) (—)Cu= Coet+(n—p)Clh+-..+

Posant successivement p =0, 1,..., 1, 1 étant un entier quelconque
=n, on obtiendra [ + 1 équations qui permettront de déterminer I +1
des gnantités Ci,, par exemple Ckt, ... CEF+ en fonction des aulres et
des quantités CZ, -+, Cee T faut pour cela que le déterminant de
ces équations ne soit pas nul. Mais on peut vérifier aisément qu'il en

est ainsi. (Poir notre Mémoire de 1876, n 38 et 59.)



COVARIANTS DES FORMES BINAIRES. 351

On a d’autre part
(5 ) Cf'l“' = [— (Ca) b.t - (60) ar]"‘? ( bc)? az—’l’—P bz—n C;:—"

et, développant par la formule du binéme, on obtiendra Pexpression
T R o _ ,
de C,. en fonction linéaire de CL.,, ..., Ci-f.

Faisant successivement p == L+ k + 2,..., net posant, pour abréger,
n—1—~k —2=nm, on aara, par la formule (5), C;3*,..., C7,. ex-
primés en fonction de Cf,, ..., Cj.

Donc G, .., €, pourront étre exprimés en- fonction des nou-

veaux covariants indépendants -
(1] R, (/] z 0 23
Cnbm LA | C’nbc’ Ceab! tery Cmb’ CI:m' sy Yheay

k, I, m étant trois entiers quelconques non négatifs et ayant pour

somme 72 — 2.
On pourra en particulier choisir ces entiers de telle sorte qu'aucun

d’eux ne surpasse % En effet, si 7 est de la forme 3 + 2, il suffira_de

poser k=Il=m=i. Sin=23i+1,on poserak=1=1i, m=i—1.
Sin=23i, 0on poserak=i,l=m=i—1.
Les nombres &, [, m étant ainsi choisis, chacun-des covariants C,.....,
2 - . r « 27
7o Sera d’une catégorie an moins égale &—-; car chacun d’eux con-

'bea

tient en facteur une des expressions
(aby*, (ca)y, (be)™.

8. Deuzxiéme cas. — Supposons encore psnr, ¢5n, mais r<n.
Posons n — r=1. L’exposant de ¢, dans I'expression (2) ne pouvant
étre négatif, on aura r3« + §; d'ailleurs n=2a + f + y; d’'ou 73X~

Les covariants & étudier contiennent donc tous en facteur 'expres-
sion (ab); et, pour obtenir les relations qui existent entre eux, il suf-
fira de transformer au moyen de P'identité (3) le facteur complémen-.

taire
(6) (ab)y(caf (be)ab*rbi e,

auquel on pourra d’ailletirs appliquer la méthode du cas précédent.
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Car la somme 7/ des exposants des déterminantsy est égale a n — J;
d’autre part, les degrés respectifs p’y ¢', ' de cette expression par rap-
port & chacun des symboles a, b, ¢ sont p — %, ¢ — A, 1. Ayant

n=r+\ZpIq,
on aura .
—— = =
w=rpzq-

Les divers produits de la forme (6) sont don¢ exprimables en fone-.
tion linéaire de n'+1 d’entre eux, dont chacun sera divisible par
l'un des trois facteurs (ab)*~*, (ca)', (be)*™", si k, I, m sont des
entiers non uégatifs, ayant pour somme 7' — 2 et dailleurs arbi-
traires. Remplagant 7' par sa valeur n — X et rétablissant le facteur
(ab), on voit que les covariants & étudier s’expriment par des pro-
duits symboliques tous divisibles par Pun des trois facteurs (ab)**,
(cay =, (be)y"™ ™, k, I, m étant des entiers non négatifs choisis de
maniére & satisfaire 4 la relation '

{7 k+rl+m=n—Xr— 2.

On remarquera d'ailleurs que n — X — 2 ne peut étre négatif. En
effet, on a : '
) PN, n—-)‘—_:'1'>N,>%N.
D’autre part,

r<npIp—1;
donc
%N <N-—1,

d'ou

N>4, n—21>3.

On pourra donc satisfaire & la relation (7) par un systéme de valeurs

L. L n—
non négatives de £, I, m qui ne surpassent pas —

Ces entiers ayant €té ainsi choisis, les produits divisibles par (cay ™
seront négligeables. 11 suffit pour le montrer de prouver que l'on a

p+r—2n—2—=LZN,.
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Mais on a

n—d—I53n=033n pIN, r>IN,
d’our
prr—an—i—14Zp —%r<%N2N,.

Les produits divisibles par (bc)*™ seront également négligeables.
Enfin, les produits divisibles par (ab)"* seront de la forme

(ab)(ca)” (be)yar—+ bl t—¢—"

Ky b
psn—k, p+o+t=n.

Dailleurs, ¢ étant > 7, cetteexpression contiendra le facteur [(ca;b.].
En le remplacant par la quantité équivalente [— (ab)c, — (bc)a, [ et
développant, on obtiendra I'expression des produits dont il s'agit, en
fonction linéaire de produits de la forme

(ab){bec) ab*b1-+—cl™,
ou
pIesin, p+v=n.

9. Troisiéme cas. — Soit maintenant pPSr, mais g < n, r<n. Po-
sons n — r=3,n— g =p. On aura, comme dans le cas précédent,
752, et de méme 8 S p.

Les covariants 4 étudier contiennent donc tous le facteur (zh(ca)*;
et les relations qui les lient résulteront de la transformation du factenr
complémentaire

(ab)*(ca)P¥(be) ar+1bl-=ci,
ou la somme 7’ des exposants des déterminants est égale 4 — )\ — s
tandis que les degrés p', ¢', 1 par rapport d a, b, c sont respectivement
P — A —p, g — X 1 — p, quantités au moins égales a »'. Traitantdonc
ce facteur d’aprés la méthode du premier cas, on I'exprimera linéai-
rement par des produits symboliques tous divisibles par l'un des fac-
teurs (ab ", (acy*, (be)"-™, ou

(8) k+l+m=nw—2=n—)—p—o2.
Journ. de Matk. (3¢ série), tome V. — Ocrozre 1879, 45
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Remplagant ' par n — X — p. et rétablissant le facteur (ab)*(ca)*,
on aura V'expression des covariants 4 étudier par des produits symbo-
liques contenant en facteur

(abj¥%, (ca), ou (be)- -+,
D'ailleurs 2 — A — p. — 2 ne peut étre négatif. On a en effet
n—i=r>3N, n--p=q¢g>3iN. nZpIN,
n—A—p>iIN>a,

d’ot

car on a N > 4 (voir la discussion du deuxiéme cas).

Désignons, suivant I'usage, par E(x) le plus grand entier contenu
dans .

Silona

E(";&)+E(n;)‘)<n—l——p.-—2,
on pourra satisfaire 4 'équation (8) en posant
_ n—pn . n—2A
k=E(25E), 1=E(*F),
= —m—a—E (=8 ()
m=n—A—p—2 E(s) E<3)

n—p n—X _n—2)—2p

<n"‘)“"l~f-"‘ 3 3 < 3

Dans le cas contraire, on pourra y satisfaire en posant m =o, et

donnant & Zet [ des valeurs respectivement non supérieures a E (n —i )
n—2X
as(:) ,
Si k, I, m sont ainsi déterminés, tous les produits symboliques aux-

quels nous avons ramené nos covariants seront négligeables.
En effet, on aura

prg—2(n—p—KIN+n—p—2ln—pn—4(m—p]
SN—4gIN —4NZININ,.

Donc les covariants divisibles par (ab)*~*—* seront négligeables.
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De méme pour ceux qui sont divisibles par (ca ).

Eufin ceux qui sont divisibles par (5¢)*—#-"seront négligeables, si
la quantité g +r—2(n—k—p—m) =2+ p+2mestZIN.

. . —2)—2
Mais, si m < 22— 2F

3 s On aura

e 2ln<——-——2'l_3A_"L<§l'z< %N,

etsi m = o on aura

g=n—p33N, r=n—iI:iN, nIN,
d’ou
Apam=l+ pIiN.
10. Quatriéme cas. — Supposons enfin p, q, r tous inférieurs an ;
faisantr=n —}, g=n—pg,p=n—y, onaura

Sh Bspe w3y

Les covariants  étudier contiendront tous en facteur (ab)*(ca}(bc)".
Le facteur complémentaire pourra étre traité par la méthode du pre-
mier cas. On trouvera ainsi que les covariants cherchés s’expriment en
fonction de produits symboliques, contenant en facteur une des ex-

pressions
(ab>n-p,-—'l—k, (C(l)"")' v-l’ (hc)u—).—p.—-m,

si &, I, m sont des entiers non négatifs satisfaisant 4 la relation
(9) E+l+m=n—X-~p—v— 2

Le second membre de cette relation sera d’ailleurs > o, si le cova-
riant dooné n'est pas immédiatement négligeable. En effet, on doit

avoir

p+qg+r—an>43iN,-
ou
(10) n—Ai—p—v>£N.
Maison a

n—iA=rZN, pIr, v3r;

45..
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et par suite
N—2>2%N, N>8, .

n—A—p—v>3iN>6.
De la relation (10) on déduit encore
N—p—v>4iN, N—2)2—u>iK,
d’ott
pv<liN, A+p<iN,
et enfin, si nous supposons v Z ., ce qui est permis, on aura
v<4N, n=p+v<iN.

Cela posé, les produits symboliques divisibles par (ab)"-*—"* seront
négligeables si 'on a

p+q—2(n—p—v—FEk7Z4iN,
ou

(11) p+v+28Z2N,
Les autres produits symboliques le seront également si 'on a

(12) L+v + 2l 24N,
(13) A+ p+ 2mZEN.

Or on peut déterminer £, /, m de maniére 4 satisfaire a la fois 4 ces
inégalités et & I'équation (9g).
En effet, sila quantité

=n_x—p.—v—z—E(gN—“’:”)—E(éN—”’)

est positive, on pourra poser

k:E(%N-“*”), 1=E(§N—3'i”-), m=23.

2 2

Dans le cas contraire, on pourra poser

/szE(%N - "+”>, 1§E<§N —“‘”), m=o.

2 8 2

Ce systéme de valeurs satisfait évidemment aux inégalités (11) et
(12). La relation (13) sera également satisfaite.
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En eftet, soitm = ¢ : on aura

min—ih—p—y-— <%N—%)—(%N—?)<%N—l_:“,
d’out -

L+p+2m<<2N.
D’autre part, sim = o, on aura
A+ p+2m=)+p<iN.

11. Nous obtenons donc comme résultat de cette discussion le théo-
réme suivant.

TrkorimE. — Les produits & trois symboles tels que
(ab)(ca)P(be)ar—t—tbi~—=~icL ",

ol a + 3 + y = n s'expriment lindairement :
1° Par des termes négligeables si deux au moins des entiers p, q,r

sont inferieurs a n;
2° Par des termes négligeables et des produits de la forme

(14) (ab)(bey a1 e,

Y

o
=27
pHv=n, pIIav,
stpSqin>r;
3° Par des termes négligeables et des termes de la forme {14) et des
58 {

Jormes analogues
(cal(ab) ci+a™bi,

(be) (ca) b1 =" al,
olt
—2n7 __
r-+v=n, ps5S2v,

sip, q, rsont tous > n.

12. Cororramre. — Tout produit symbolique P de catégorie < sera
réductible, s'il est divisible par (ab )Y (ca)®(bc), « + B étant > L.
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On sait, en effet, que P s’exprime au moyen des composés de pro-
duits symboligues

Q = (ab)* (ca)f (oY’ ar = b1~ [~

oh &'Se. 'SP, 757, avec des produits R contenant les autres sym-
boles d, e, ... qui figurent dans P. )

Or les covariants Q s’expriment 4 Paide de termes négligeables et de
termes de catégorie S 2{o'+ '+ 7 )55 (a + B -+ 7) > y- Ces termes,
composés avec les produits Q, donneront des termes négligeables ou de
catégorie > 7.

13. Tusorine. — Un produit P & quatre symboles, tel que
(b j¥ (ca)f(be) (ad P (b (cd) o B 3 pias gr=boe gt

sera réductible sile plus grand-y des exposants o, 8, ¥, 8, ¢, § est moindre
que la somme des cing autres. :

Si 6+ ¢+&=o0, Uinégalité admise y<ea—+ -+ 0+ e+¢ de-
viendra 7 < « -+ (3, et P sera réductible (12).

1l en est évidemment de méme si 8+ -+ =o.

Enfin la proposition est évidente si y SN, car on aura dans ce cas

p+q— 273N
et P sera négligeable.

Cela posé, nous allons établir que, si la proposition est vraie pour les
produits de catégorie < 7, et pour ceux de catégorie y ot 'un des
nombres ¢ + ¢ + ¢, B+ .+ ¢ est inférieur a A, elle sera encore vraie
pour un produit P de catégorie y oi U'un de ces deus vombres, par
exemple & + 2+ £, est égal 2.

Ce produit P est'un des termes du ¥*™ composé de la forme

F = (ab)t{caB( be)rar - 1hT=ter—*
\

avec la forme d.
Le composé lui-méme (F, d)* ne différera de P que par des termes de
la forme :
4 = K(ab)r (calf (bo)* (ad ) (bd) {cd Far+....,
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<

ou % est une constante, ', ', o' des nombres au moins égaux at, By a
et dont la somme est « +  + 7 + i, i étant > 03 enﬁn o', ¢, & étant
des nombres dont la somme est 2 ~ i.

Le terme ¢ est réductible, par hypothése, car sa catégorie SYZet,
d’autre part, &'+ ¢+ ¢’ < .

Si donc (F,d)* est réductible, P le sera.

Mais si F était réductible, (F,d)* le serait évidemment. Donc F doit
étre irréductible. Tl faut pour cela (11 et 12) quon ait ySa(a -+ £,
et de plus que deux au moins des nombres p, g, r, et, par suite, I'un
au moins des nombres p, ¢, soient S+ -7

Soit, par exemple, ¢S« -+ f3+ 7; F contiendra en facteur (ac)? b,
qu’on pourra remplacer par [ — (bca, — (ab)c. .

Développant par la formule du binéme, on aura F exprimé linéai-
rement par des termes de la forme

. = (ab)¥ (be} el b,
ou

prv=a+f+q pSysz{e+f)S2

Ceux de ces termes oi1 p. > 7, composes avec d, donneront des termes
de catégorie > 7.

Restent les termes ou p=-7, d’ou v = « -+ . Considérons I'un
d’entre eux G.

Un quelconque des termes du composé (G, d)* ne différant du com-
posé lui-méme que par des termes réductibles, comme on I'a vu tout
a I’heure, il suffit de s’assurer que 'un de ces termes I, choisi arbi-
trairement, est réductible.

Or, si AZp + ¢ — 2y —v, on pourra prendre pour II le terme

 (ab)P(be)(ady(bdp-ta. ..,

ou i est un entier quelconque tel quelon aitiTp — p, A —iZq —p —v.
Ceterme est réductible; carona parhypothésey < a + f+ 0 +e+ &,
oup < v -+ h; d’autre part, vZip; doncd > £p; done II, étant divi-
sible par (ab)*(ad f(bd)**, sera réductible (12).

Soit, au contraire, A= p + q — 2 — v + p, p étant > o. Nous pren-
drons pour II le terme

(ab){be) (adyp-+(bd -+ (cd)f et d5,
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lequel sera réductible, par hypothése, siv + p < A. Or, on a
A—v—p=p+q—ap—2v5p+q—3p
avec p + ¢ — 2p.5 3N et p. < 5N (sinon II serait négligeable); done
A—v—pTiN—-IN>o.

I.e théoréme est donc démontré.

§ TIL.

14. Turorkme. — Tout covariant des formes a, b, c,... est une
fonction linéaire de termes négligeables et de produits de l'espéce PQ,
ot Q représente un produit de formes prises dans la série des formes a,
b, ¢, ...,onudans la série de leurs covariants K, a deux symboles,
P représentant, d’autre part, un produit de Uespéce suivante :

(ab)*(be) (ed)i(de). .. ar+Br+..

3

ott les exposants p., v, , vy, . . . satisfont aux relations

p<EN, o<V T
Py — v, o< v, Thp

15. Ce théoréme est évident pour les covariants a deux symboles,
et nous I'avons établi pour ceux qui en contiennent trois. Nous allons
voir que le théoréme, étant supposé vrai pour les covariants & m sym-
boles, le sera pour ceux & m -+ 2 symboles.

1l suffira d’établir la proposition pour un des produits symboliques
dont ces covariants sont linéairement formés. Elle est d’ailleurs évi-
dente pour tout produit dont la catégorie serait Z £ N, un semblable
produit étant négligeable. Nous aurons donc prouvé le théoréme en
montrant qu’il est vrai pour les produits irréductibles de catégorie p,
en supposant qu’il le soit pour les produits de catégorie > p. A

Soit 7 = (ab)*(ac)®...(cd)f...al™* " : un produit de catégorie y.
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Soit v le nombre total de ceux de ses déterminauts qui contiénnent
un des deux symboles a, b associé  un des autres symboles ¢, d, . ...
On sait que n sera I'un des termes du ¥*=¢ composé du covariant
K> = (ab)*az* bi*avec un covariant ¢ contenant les symbolesc; d,."..

Le théoréme sera évident si v = o. En effet, = se réduit az produit
$. K. Or ¢, ne contenant que m symboles, s'exprimera, par hypothése,
en fonction linéaire de termes mnégligeables et de produits de I'es-
pece PQ, lesquels, étant multipliés par le facteur K2*, donneront évi-
demment des produits de méme espéce.

Le théoréme sera donc prouvé, en général, si ious montrons qu’il est
vrai pour une valeur quelconque de v, en le supposant vrai pour les
valeurs inférieures. ‘

Or, on sait que le terme = ne différe du composé (K:2,¢)¥ que par
des composés tels que (K, ¢')", ol ¢’ est un nouveau covarianta m
symboles, p’un nombre au moins égal a 1, et v’ unnombre inférieura v.

Chacun de ces composés, étant développé, donsera une série de
termes dont la catégorie est au moins égale a p'; elle sera donc supé-
rieure & g, si p' > p. Si, au contraire, p' =y, le nombre ' des déter-
minants ol les symboles @, b s’y trouvent associés aux autres symboles
sera < v. Donc le théoréme sera vrai, par hypothése, pour chacun de
ces termes. :

Le théoréme sera donc vrai pourr, s’il Uest pour (K2, ¢ )", et récipro-
quement.

Or ¢, ne contenant que m sywmboles, s’exprime en fonction linéaire
de termes négligeables et de produits PQ. Le composé (K2*, §}" s’expri-
mera douc en fonction linéaire de termes négligeables et de composés
de Pespéce (K22, PQ).

Tout revient donc 4 démontrer le théoréme pour un quelconque de
ces derniers composés, ou, ce qui revient an méme, pour un de ses
termes T, choisi A volouté.

16. Soit, pour fixer les idées,

P = (cd)(de). .. dit. .
Pas Vi, ... satisfaisant aux conditions .

e <EN, ”«zﬂ’-’n PoT i —Viy ..

Journ. de Matk. (3¢ série), tome V. — Noveuere 187g. 46
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énoncées au théoréme. Soient toujours p, ¢, r,... les ordres des formes
a, b, c, .. ., et supposons, ce qui est permis, ¢5p. ' '

Parmi les termes du composé (K%, PQ)", nous en choisirons un T
ot le déterminant (bc) figure & la plus haute puissance possible.
Cette puissance sera évidemment égale au plus petit des trois nombres
Yy — [y T— My : ,

1° Si r— ., n'est supérieur ni A v nidq— 11, le terme en question
contiendra en facteur (ab)¥(bey ¥ (cd ).

Ce terme sera négligeable si p.S%N. Dans le cas contraire, on aura

r— o =r>$N> e

Donc ce terme sera réductible (13); et le théoréme, étant supposé
vrai pour les covariants de catégorie > p. au moyen desquels T est
exprimé, sera vrai pour T. .

29 Admettons en second lieu que g— p ne soit supérieur ni ay nt
3 r—p,. Le terme considéré contiendra en facteur (ab)* (bc)™*
et sera réductible, si lon n'a pas p.32(g —p). Il le sera également
sil'on n'a pas p +g — 21 >3 N et a jfortiori 2(q — p) > N. Mais'
ces conditions réunies donneraient p>>%N, et le terme serait négli-
geable. .

30 Admetlons, comme derniére hypothése, que v soit moindre que
q — p. et r— p,. Omaura

T = (ab)F(be) (cdit{de). . . ar™--. Q.
Ce terme étant divisible par (@b )*(bc)" ainsi que par (ab)(be) (cd
sera encore réductible si 'on w'apas w25, (.5 -+ (12 et 13). Mais,
si ces conditions sont satisfaites, il satisfera a I'énoneé du théoréme.

1v.

£7. Tusorime. — Tout covariant du systéme @, b, ;.- - Jr 8o
Dy Qryeees @ @'ry e O5T UNE fonction lindaire de produits RST ainsi
définis :

R représente, ou U'unité, ou un produit symbolique, tel que sor ordre
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soit inférieur & aN? et que la somme de son ordre et de son degré soit
inférieure a 9WN*; '

S est, ou l'unité, ou un produit de facteurs dont chacun est Uune des
Jjormes du systéme, ou Uun de leurs covariants du second degré, tel
que (ab *a?* b, d’ordre au moins égald 2.

T est, ou l'unité, ou un produit d’invariants dont chacurn a son degré
inférieur a 7N — 5. ‘

18. Le théoréme est évident si N — 1. En effet, des formes données
a, b, c,. .., qui sont toutes linéaires, le procédé du n° 1 permetira de
déduire les formes auxiliaires ¢ = (ab), 9, = (ac), ... d’ordre zéro. Or
on sait que tout covariant du systéme est une fonction entiére de
a,b,e,...,9,9,,...; ce sera donc une fonetion linéaire de produits S.

Le théoréme est encore évident, quel que soit N, pour les cova-
riants du premier degré, lesquels se réduisent aux formes a, b, ¢, .. .,
S+ 8v---» 9y .. du systéme.

19. Nous allons démontrer que le théoréme est vrai pour les cova-
riants de degré ¢ correspondant a une valeur déterminée de N s'il
est vrai : 1° pour les covariants correspondant 4 de moindres valeurs
de N; 2° pour les covariants correspondant  la valeur donnée de N,
mais de degré < 9.

Tout d’abord ce théoréme aura lieu pour tout covariant (de degré ¢
(ui soit un produitde deux facteurs,dont 'un estde la forme S, ou de la
forme T, ou plus généralement de la forme ST. Soient en effet §' T’ ce
{acteur; & T'. U le covariant considéré. U €tant de degré moindre que
le proposé sera une fonction linéaire de termes RST; le covariant pro-
posé s'exprimera donc par des termes S, T, RST. Mais le produit SS,
de deux facteurs de I'espece S est évidemment de méme espéce; de
méme le produit TT, est évidemment de I'espéce T; donc S, T,RST
sera de 'espece RST.

En second lieu, le théoréme sera vrai pour tout covariant négli-
geable; car il est vrai par hypothése pour tous les covariants de classe
inférieure au moyen desquels on peut 'exprimer. )

20. Cela posé, on sait que les covariants du systéme a, b, c,...,
46..
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Sy §se--v @5 @4y ... Sobliennent en composant les produits PQ définis’
au n® 14 avec des covariants des formes f, g, ..., 9, 91y+... L'ordre de
ces derniéres formes ne pouvant surpasser N,, quantité moindre queN,
le théoréme sera applicable a lenrs covariants, lesquels seront de Ia
forme R,S,T,, I'ordre O, de R, étant < 2N} <§N?% et la somme de
son ordre et de son degré D, étant < 9N} <1z N°. '

Chacun des facteurs qui constituent le produit 8, est du premier ou
du second degré; d’ailleurs-ce facteur est, ou l'une des formes S5
gye+-s9y.-. dont 'ardre SN, ou un composé de deux de ces formes
dont I'ordre sera 2N, — 2 dans le cas le plus favorable ot les deux
formes seront d’ordre N, et ol il n’existe qu'un seul déterminant dans
le produit symbolique. , _

Donc cet ordre ne ponrra surpasser le plus grand des deux nombres
N, aN,— 2. . . .

Enfin les invariants T, seront d’un degré < 7N, —5 <gN — 5.

21. Considérous d’autre part le produit PQ. Chacun des facteurs
de Q a pour degré 1 ou 2; son ordre o est > N, S 2, mais il ne peut
surpasser aN — a.

Enfin P est de la forme

(abj*(be)y(edy (de)’ ... al™...

5 ) = 7=
p<gN, pzb vZp-v, ..

Si N < 4, ofr pourra supposer que P se réduit 4 'unité. En effet,
on aura, en vertu des inégalités précédentes, . =1,v = 0. Donc P est
un covariant du second degré, qu’on pourra réunir aux facteurs ana-
logues que contient le produit-Q.

Soit au contraire N3 4.

Les nombres p, p/,. .. formant une suite décroissante, leur nombre
ne peut surpasser . : le nombre D des symboles qui figurent dans P
sera donc Zap << §N. ) :

Quant 4 P’ordre O de ce covariant, il sera égal 2

apN —a[p+14+(p—1)+F1-+ (g 2)+]
=2pN —p(a-+1)—2(n—1)
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dans le cas le plus favorable, o&t Von posev =1, p' =p—1,v' =1,
W=p—2,...,etola,b,c, ... représentent des formes d’ordre N.

—3
s valear non

Cette expression serait maximum pour g = %
inférieure a la limite £ N du nombre p.

La limite supérieure de O s'obtiendra donc en posant p. = £, ce qui
donnera

O N~ N+2
et pour la somme de l'ordre et du degré de P
O+D<HN*—EN+ 2.
N étant > 3, on aura 5N > 2, et par suite
O+D<TEEN, O<TEENS

Cette limite est encore applicable au cas ou N serait 3, car, P étant
égal a Punité, on aura O = o, D = o.

22. Ces préliminaires posés, nous avons i établir que tout composé

tel que
[PQ, R,S,T,T

est linéairement exprimable par des termes de fa forme RST.

Cette proposition sera vraie si T, différe de Punité; car Ie eomposé
est un produit de deux facteurs [PQ, R,S, ' et T,, dont le dernier est
évidemment de 'espéce T.

II ne reste donc i considérer que le eas ot T, = 1.

La proposition est encore évidente si X = o3 car le composé se ré-
duit au produit PQ.R,S, = PR,.QS,.

Or PR, est un covariant de ’espéce R, ear son ordre O + O, est
inférieur & §¢ N* + § N*<C 2N D’autre part, la somme

O+D-+0,+D,

de son ordre et de son degré est inférieure 3 £5 N2+ 2LN? < gN®.
Drailleurs QS, est évidemment de I'espéce S.

23. Soit done T, =1, et posons, pour abréger,

[PQ, R,S,]'=T.
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Nous allons démontrer que le théoréme est vrai pour U, s'il Pest
pour les composés analogues ol I’ordre de la composition est infé-
rieur & A. -

Si le théoréme est vrai pour un des termes du composé U, il sera
vrai pour U; en effet, U s’exprime au moyen de ce terme et de com-
posés [A, BT, ot ¥ <(}, A étant un covariant des formes a,b,c, et B
un covariant des formesf, g,. ., 9, Q15+ -

Or B peut s’exprimer, par hypothése, par des termes de I'espéce
R,S,T,. D'autre part, A s’exprime par des termes négligeables et des
termes de U'espéce PQ.

-Mais si I'on compose un terme négligeable avec un terme R, ST,
on obtiendra un covariant négligeable, auquel le théoréme s’applique,
par hypothése. Il s'applique également aux composés des termes PQ
avec les termes R,S,T,, lorsque Pordre 1’ de la composition est <A

Tout revient donc a prouver que le théoréme est vrai pour un
terme V choisi arbitrairement dans U.

Désignons par 0, Q, 0,, Q, les ordres respectifs des covariants P, Q,
R,,S;;par DA, Dy, A leurs degrés. On aura

D3N,
0 < 25N, 0, < 2NI< N,
O-+D<EEN2, O,+ D, <gNI<{ELN2

~ On aura en outre

0:

-~

A, Q,T4;

VY

car Q et S, sont des produits de facteurs dont chacun a son ordre
au moins égal 4 son degré. En effet, les facteurs de Q ont pour degré
1 ou 2, et leur ordre est >N, 5 2. Ceux de 5, ontégalement pour degré
1 ou 2, et leur ordre est au moins égal 4 leur degré, d’aprés I'énoncé
du théoréme. .

Soient d’ailleurs O et D Vordre et le degré de V. On anra

0'=0-+0-+0,+0,— 2],
O+D=0+0+0+02—23-+D+A4+D,+4,.
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24. Divers cas seront A distinguer ici :
Premier cas. — Q et S, se réduisent & "unité. On aura

.Q:.—..A:_Q‘: A{‘ZO,
O=0+0,— 2k <IN+ IN*< 2N,
O'+D'=0+ 0,— 21+ D + D,< 2 N* + 2L N>  gN*.

Donc, de quelque maniére gu’'on choisisse le terme V, il sera de
y q 3
Pespéce R. :

28. Deuxiéme eas. — S, se réduit a 'unité, Q étant différent de
Yunité. On aura Q, = A, =o..

Soient A I'un des facteurs de Q, » son ordre, lequel est 22N — 2
et 0. SiAT0 + Q — , on pourra choisir le terme V de telle sorte
que la composition y porte exclusivement sur les facteurs du cova-
riant PQ autres que A, dont I'ordre total est O + Q@ — &. V contenant
en facteur le covariant A, qui est de la forme S, le théoréme sera
érablt.

SiA >0+ — w,onaura

O<LO+Q+0,—2(0+02—o0)
<O+ o —(Q—0)—0 <IN+ 2N — 2 < 2 N2,
O+D<0+Q+0,—20+0Q—~a)+D+A+D,
<{0,+D)+ D20 —0 —(Q—A)
< ELN? - BN + 2{2N — 2)<gN>

Donc V sera de I'espéce R.

6. Troisiéme cas. — Q se réduit 4 I'unité, S, différant de I"unité.
Onaura & = A —=o.

Soit B 'un des facteurs de 8,5 o, son ordre, lequel sera £Q,, et ne
pourra surpasser le plus grand des deux nombres N, 2N, — 2.

SiXZ 0, + Q, — @,, on pourra chaisir le terme V de telle sorte que
la composition porte exclusivement sur les facteurs du produit RS
autres que B. V contenant B en facteur, le théoréme sera établi.
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Six> 0,-+-Q, — o, on aunra

OO +0;+0,— 2(0,+ 2, — w;)
<O+, — (2 — o) — 0, <N + o, < 2N?,

0+D<0+0, +0,—2(0,+0 — o)+ D+D,+A,
< (0+D)+D, +20,—0,—(0,—A,)
< B5EN? 4 BiN? - 20, <<gN2

Donc V sera de 'espéce R.

27. Quatriéme cas. — Q et S, différent de Punité.

Soient A,A,,A,, ..., A, etB,B,, ..., B, les facteurs dont le produit
forme respectivement Q et S, ; soient » ordre de A, v, celui de B. On
verra, comme dans les deux cas précédents, que le théoréme est vrai
si X ne surpasse pas chacun des deux nombres O +- 8 — o et

0, +2—w,.

A

Supposons donc A plus grand que ces deux nombres, et a fortiori
A>0 —wet >0 — o -

Soient p le plus élevé des ordres des factenrs A,, A,, ..., An;py le
plus élevé des ordres des facteurs B,, B,. ..., B,. Nous allons démon-
trer que le théoréme est vraisi Pon a dlafoism3p, — 1, nSp— 1.

-Admettons, en effet, que ces deux inégalités soient satisf: mes, et
considérons les produits successifs

Q=AA..A, Q=An.Apy s Q=4

Leurs ordres respectifsp., ,, ..., ¢, forment une suite d’entiers décrois-
sante oti la différence entre deux termes consécutifs ne surpasse pas p,
et dont le dernier terme ne surpasse pas p. Considérons de méme les
produits -

.}':BB,...BP, $i=B,..By .-.. 5=DB, .
Leurs ordres v, vy, .. ., v, forment une suite d’entiers décroissants, ol
Ia différence de deux termes consécutifs ne surpasse pas g,, et dont le
premler terme est au moins égal ap —|— 1, nombre des facteurs B,
Byy .ens By
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Supposons, pour fixer les idées, vZE; on aura a fortiori vy < Py
Vo Moy oevs 7 . .

Soit en général g, celui des termes de la suite s, p,, . ... g, qui est
égal ou immédiatement supérieur 2 v;; les p différences By = Vi o- ey
Py, — Vi ... sont des entiers < p. En effet, on a par hypothése

Vi > P-v‘—f-l ’
d’otx
B, Vi < oy — Py < -

Donc Vune de ces différences est nulle, ou deux d’entre elles sont
égales.
Sil'on a p, — v;= o, les deux produits

Q,,=A,,.. A,, et s5;=B,.. .B,

auront le m:éme ordre.
Silon a p, —v;=p, — v, d’oit Py, — Py == Vi — Vi, les deux pro-
duits . .

A"i' . .Av et Bi' . .Bk

(3

auront le méme ordre

Cet ordre x est d’ailleurs au pluségal 2 Q, — »,.Car S, a pour ordre
Q, et le produit B;...B, ou B....B; ne contient qu'une partie des fac-
teurs de S, ; il y manque notamment le facteur B, d’ordre ,. Ayant
d’ailleurs A > Q, — ©,, cn aura A > =,

Cela posé, nous pourrons prendre pour V un terme du composé ot
les 7 facteurs linéaires du produit

A,.. .Avl_ ou Av‘.. . .A‘,l

soient cemposés avec ceux du produit B;...B, ou B;.. .B,. Cette com-
position donnera comme facteur dans V un invariant I, dont le degré
sera la somme des degrés des deux produits considérés.

Or le premier de ces produits contient au plus g, + 1 facteurs; le se-
cond en contient au plus p. Chacun de ces facteurs est du degré 1
ou 2. Donc le degré & de 'invarfant sera T2 (p + p, + 1).

Journ. de Matk. (3¢ série), tome V, — Novewsne 1879. 47
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On a dailleurs p 2N — 2; quant & p, il ne peut surpasser le plus
élevé des deux nombres Ny, 2N, — 2.
Sidonc ona N > 2, d'ouN, > 1, on aura

622(2N — 24+ aN,— 2+ 127N~ 6.
SiN=2,douN,=1,
dz2(2 +1+1)27N—6.

Donc, dans tous les cas, § < 7N — 5. L'invariant I sera donc de Ves-
péce T, et, V contenant I en facteur, lethéoréme lui sera applicable.

98. 1l ne reste plus & examiner que le cas ot I'on a 'nne des deux
inégalités
mZp,—1, nZp—I.

1° Soit d’abord m=p, — 1. Le produit
Q=AA..A,

contenant au plus p, facteurs dont l'ordre ne surpasse pas p et dont le
degré ne surpasse pas 2, on aura

QZep, AZ2p.

D’ailleurs, -
)~>04+Q|—@|>0;+94_Pu
A>04+Q — 0 >0 +Q —p,
O=0+Q +0,+Q,— 22 <p +p-

Si N = 2, on aura
p3aN—23%2, p21, O'<<I<2N%
Si N> 2, on aura

02aN — 3, pZ2N,—223N—2, O'ZEZIN —4< 2N
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D’autre part, on a

O+D=0+Q+0,+0 —2A+D+A+D,+ A,
<LO+Q+0,+02,—2(0,+0,—p)+D4+A+ D+ A
<L (O+D)+(Q-+2p,+A)+D,—(Q;,—4,)— 0,
<FEN+(+4)p+HN

Maissi N> 2, 0na

pz2N—2, p,TaN,—o,
(p+ 4)piZ(2N + 2) (2N, — 2) < 4NN, < 3N?,

inégalité qui subsistera encore si N = 2, d'ot1 pZ2,p, 2 1.
On en cenclut
O+ D' < N* (55 + 3+ 2L) < gN°.

Donc V sera de l’espéce R.
2° Soit enfin 2Zp — 1. On trouvera de méme

Q. Zpps, D220, O <p+p, <2N%,
O+ D'<(0,+D)+ (9 +2p+4A,)+D—(Q —A) — O,
<HN*+p(p+4)+FN< N~

Donc ici encore V sera de I'espéce R.

§ V.

29. Tl résulte de I’analyse précédente que les covariants d’an sys-
téme quelconque de formes dont les degrés ne surpassent pas N
s’expriment linéairement par des produits tels que RS,S,, ..., T, T, ...,
ot R contient moins de g N? symboles, S,, S,, ... n’en conte-
nant pas plus de deux, et T,, T,, ... en contenant moins de 7N — 5,
Mais, pour arriver & ce résultat, il a fallu adjoindre aux formes don-
néesa, b, c,..., f, g,... des formes auxiliaires ¢, 9,,..., 0’ ¢,....

Pour connaitre le degré des facteurs R, §,,8,, ..., T;, T,,..., rela-
t ivement aux coefficients des formes primitives a, b, ¢, ..., f, g,..., il
est nécessaire de se rendre compte du degré des formes auxiliaires
Oy Pusecvs O Proonns 7

47+
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Les premiéres formes auxiliaires g, ¢,,... sont des covariants du
degré 3 au plus et d’ordre T N, des formes a, b, ¢,... du systéme
dont Pordre surpasse N,.

Puis on aura une seconde classe de formes auxiliaires ¢', ¢, ..,
en prenant les covariants de degré 20u 3 et d’ordre N, =E({N,)
de celles des formes f, g, .., 9, 9,... dontl'ordre surpasse N..

Ces nouvelles formes pouvant étre, dans le cas le plus défavorable,

* du troisiéme degré par rapport aux coefficients de ¢, ¢,,..., qui sont
eux-mémes du troisiéme degré par rapport & ceux des formes pmmx-
tives, pourront étre de degré 32.

On obtiendra ensuite de nouvelles formes auxiliaires ¢”, ¢,...,
d’ordre =N, = E(2N,) et dont le degré pourra étre 3° dans le cas le
plus défavorable.

En continuant ainsi, on arrivera 2 un nombre N, qui ne surpasse -
pas 4. Supposons N, = 4, ce qui est le cas le plus défavorable. Les
nouvelles formes ¢, ¢ que I'on introduira & ce moment pourront
avoir pour degré 3°+'; et leur ordre ne surpassera pas 2. Carsi N,= 4,
leur ordre ne peut surpasser N, = 3. D'ailleurs ce sont des cova-
riants d'un systéme de formes d’ordre 4; leur ordre est donc un
nombre pair : donc il ne peut surpasser 2 == Npso-

Les formes ¢f*', %, . .., qu’on introduira ensuite, étant des cova-
riants des formes du systéme ou des formes précédemment adjointes
dont Pordre ne surpasse pas Ny, mais est supérieur & Ny, = 2, e
contiendront pas les symboles des formes ¢?, ¢, ..., mais seulement
ceux des formes précédentes, dont le degré ne surpasse pas 3¢. Donc
le degré de gP+', ¢!, ... ne peut surpasser 3¢+

On aura ensuite & introduire des formes ¢+, ¢/®*2 .. covariants
de celles des formes précédentes dont I'ordre est 2N, ., mais > Ni,..
Le degré de ces nouvelles formes ne surpassera pas 3°** et leur ordre
ne surpassera pas Ny,; qui est égal 2 1. Mais Npp =2, Ny, =13
donc ¢f+%, ¢'#*2, ... étant des covariants de formes d’ordre 2, leur
ordre sera pair; donc il se reduxra 4 zéro et ¢F+% ¢/f+2 . seront des
invariants.

- Eofin nous aurons 4 mtrodmre les formes ¢f+2, ¢'®?, .. ., provenant
de la combinaison des formes linéaires du systémea, b, c,..., [, g, ..
9y 9’y ..., P, ¢+, ..., Ces nouvelles formes seront des invariants
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contenant deux symboles dont chacun représente une forme de degré
3#+! au plus. Donc ¢f*2, ¢'*+*, ... seront de degré 2.3¢+ au plus.

Les quantités ¢f+?, @2 . ., of*3 o3 . étant des invariants,
leurs symboles ne pourront pas figurer associés avec d’autres dans
Pexpression des covariants R, S,, S., ..., T;, Ty, .. .. ‘

Donc les symboles, en nombre < gN* — O, que R contient représen-
teront des formes de degré 3¢+ au plus. Donc le degré de R sera infé-
rieur & (gN* — O0)3¢+,

De méme, les covariants & deux symboles §,, S..... seront d’'un
degré non supérieur a 2.3,

De méme encore des invariants T,, T.,..., qui contiennent plus
d’un symbole auront leur degré inférieur 2 (7N — 5)3¢+1,

Quant 4 ceux qui ne contiennent qu’un symbole, leur degré ne
pourra surpasser 3¢*%, quantité < (7N — 5)38+!, siN > 2.

Tl sera aisé de calculer le nombre p pour une valeur quelconque de
N en formantla suite des nombres N, N,, N,,.... On peut d’ailleurs lui
assigner une limite supérieure. On a en effet

== g = =3
N4<'2‘N’ N'_'\”Z‘ 19 LR ] Np-1<’.f p—21 4<Np-l’

< @FN,

d’ou

§ VI.

30. Les limites

0 < a2N*, D<(gN*-— 0)3¢+,

trouvées plus haut pour Vordre et le degré des covariants indépen-
dants d’un systéme de formes d’ordre N, se recommandent par leur
simplicité; mais elles sont encore trop élevées et pourraient aisément
étre resserrées par une analyse plus précise.

Occupons-nous, par exemple, de déterminer une nouvelle limite
pour O.
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La méthode que nous allons suivre dans ce but présente la plus
grande analogie avec celle que nous venons d’exposer dans les para-
graphes précédents. Nous pourrons donc abréger un peu les démon-
strations.

31. Soienta, b, ¢,.. ., e, f;... un systéme de formes, dont I'ordre
ne dépasse pas N. Formons les covariants A, B, ... de ce systéme dont
Pordre ne dépasse pas N et adjoignons-les au sysiéme primitif. Tout
covariant du systéme proposé sera un covariant du systéme a, b, c,...,
e fy..., A,B,. ., et pourra étre exprimé de diverses maniéres par
les symboles de ces diverses formes.

Nous considérerons.comme négligeable tout covariant qui peut s’ex-
primer par d’autres covariants contenant moins de symboles.

32. Soientp, g, Iy .. les ordres respectifs des formes a, b, ¢, ...,
e fy-+-y Ay By.... Tout produit symbolique P qui contient en facteur
{ab /" sera négligeable, si p + ¢ — amZN; car il s’exprime par les com-
posés de covariants (ab)™ az ™ bi™(oum'Sm) avec des covariants
contenant les autres symboles de P. Or, chacun des premiers cova-
riants, ayant pour ordre p + ¢ — 2m'TN, estune des formes auxiliaires
A, B,.... Introduisant le symbole de cette forme 4 la place des deux
symboles a, b, on aura diminué le nombre des symboles.

En particulier, tout covariant qui contient un facteur (ab)™ sera
négligeable, si m$LN; car, p et g étant =N, p +q — 2m sera N,

%%. Considérons maintenant un covariant K du troisiéme degré
tel que
(ab)t(ca)? (beyah b e

Posons, pour abréger, &+ -+ y=n.
Si p, q, rsont tous I n, posens

(ab )n—v(bc)vag—n-w bi’-—" c:—-—u — :sz;

le covariant K pourra s'exprimer (n°7) en fonction linéaire de ceux
des covariants

Ny Cv u

'abey “bead culed

N
ot "J<§'
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Duns le cas contraire, K sera négligeable. En effet, si deux des
quantités p, ¢, r, par exemple ¢ et r, sont Zn, Pordre de K, qui est
P+ q-+r —2n, sera Zp=N. Donc K est 'une dés formes auxiliaires
A, B,...; el pourra s’exprimer par un seul symbole au lieu de trois.

Soit enﬁn p>n,q>n,miisr<n=n—p;Kestle prodmt de
(ab)P par Pexpression

P = (ab)**(ca)® (bc)al* bl ey,

oti la somme des exposants des déterminants est # — p, nombre non
supeneur aux quantltes P— 0 d—pnT qm repreaentent respectlvement
le degré de Uexpression en a, b, c.

Posant
(ab )rx—?—v(bc ;i‘la.];—lf+l bz—nc;—v — C:wn

on sait (n® 7) que P pourra s’exprimer linéairement en fonction de
n — p + 1 produits symboliques

Cbm! LR Cbcu) mb’ M ] (‘uu7

£ et I étant deux entiers quelconques tels que I'on ait

k+l+2=n—p+i1=r+41.

.

Mulipliant ces produits symboliques par (ab)?, on obtiendra les
divers termes au moyen desquels £ peut étre exprimé.

: r
Prenons pour £ le plus grand nombre contenu dans - On.aura

=)

Cela posé, chacun des termes de K sera négligeable. En effet, considé-
rons ['un de ces termes, tel que

(ab)C;,, (ouvZk.)

Ce terme, contenant en facteur le déterminant ( b¢)"~#~, sera négli-
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geable,silonag+r—2(n—p—v)ZN.Orona
n— P,i ry, v’z‘k:g,
d'ou , : o
g+r—2(m—p—v)ZqIN.

34. Nous dirons, comme au n° 4, qu’nn produit symbolique est de la
catégorie ., s'il contient en facteur un déterminant élevé a la puis-
sance p.; et nous considérerons comme réductible tout produit symbo-
lique exprimable au moyen de termes négligeables ou d’une catégorie
plus élevée.

Cela posé, on trouvera, par des raisonnements semblables & ceux des
n” 12416 : :

1° Que tout produit symboligue de catégorie y est réductible, s’il
est divisible par (ab)Y(ca)®(be)*, v+ B étant > Ly on e+ B+
étant plus grand que I'un des nombres p, g, r;

2° Qu’un produit & quatre symboles

(ab)Y (ca)® (be)*(ad)®(bd)(cd)far . _- .

est réductible si le plus grand des exposants y, 8, «, 0, ¢, § est moindre
que la somme des cing autres ; o

3° Qu’un covariant quelconque K peut s’exprimer linéairement par
des termes négligeables et par des produits PQ, ott Q représente un
produit de formes prises chacune dans la suite des formes @, &, ¢, .. .,
A, B,...oudans la suite de leurs covariants du second degré;P repré-
sentant d’autre part un produit formé avec les symboles a, b, c, ..
A, B, ... et de ’espéce suivante :

.7

(ab)t(be) (ed)(de). .. az™. ..,

p<iN, voEp paZp—v, nIZEp, ...
Les termes négligeables qui figurent dans cette expression de K pou-
vant étre traités comme K I'a été lui-méme, on voit que tout cova-
riant K s’exprime linéairement par des produits PQ.
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35. Cela posé, les facteurs dont se compose le produit Q, étant des
formes d’ordre SN ou des covariants du second degré de ces formes,

Pordre de chacun d’eux sera au plus égal au plus grand des deux
nombres N ou 2N — a,

Reste & considérer le facteur P. Appliquant 4 ce produit symbolique
les raisonnements exposés au § VII de notre Mémoire de 1876, on
trouvera que P s’exprime (sauf des termes négligeables) en fonction
entiére de produits analogues II, dans lesquels le nombre ¢ des sym-
boles, lasomme p. +v + e+ vy =-... =8 des exposants.des détermi-
nants et le premier p de ces exposants sont liés par les relations

559(9), pSA(9),
f et ¢ désignant les deux fonctions numériques définies par les équa-
tions -

S =o, fla)=1, f(3)=>»,. 3
flai+3) =f(2i 4 2) + 2E[f%]
S(2i-+a)=f(2i + 1)+ aE[f——(i_'—Z) *2],

p=o0, g(2)=1, ¢(3)=3,
p(f)= p(i—1)+/(3).

Cela posé, les 0 formes dont les symboles figurent dans expression
d’un produit T étant au plus d’ordre N, Pordre de II sera

SN — 28TNJG — 29(d).

Diailleurs & est lui-méme limité par la condition

3> p>f9).

Pour avoir la limite de 1'ordre de II, il faudra donc déterminer les
valeursde ¢ qui satisfont a cette inégalité et les substituer dans Iex-
pression N ¢ — 2¢(0). Le plus grand des résultats obtenus sera la limite
cherchée. ’

Journ. de Matk. (3¢ série), tome V. — Novensre 1879. 48
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On s'assurera aisément que ce résultat.maximum correspond a la

plus grande des valeurs gue I'on peut assigner & 9. -
Nous pouvons donc éunoncer ce théoréme :

Tugonime. — Tout covariant d’un systéme de formes d’ordre =N
peut s exprimer en fonction entiére de covariants dont I'ordre-O ne sur-
passe pas la plus grande des limites suivantes :

N, 2N—2, No— 20(98),
3 étant le plus grand entier qui satisfasse a linégalité
o N
) <3-

Le calcul des fonctions £, ¢ pouvant s'effectuer de proche en proche
avec une grande facilité, on n’aura aucune peine a déterminer les li-
wiites aivsi définies. On trouvera ainsi, pour

N=1,2,3/%556,7,8910 ...,

les limites suivantes :

1,2, 4,6,9,12,15, 18, 22, 26, ...



