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FONCTIONS ELLIPTIQUES ET AUTRES TRANSCENXDANTES 305

Origine géomdtrique et représentation géométrique des fonctions
elliptiques, abéliennes et de transcendantes d’ordres supé-
rieurs ;

Par M. YVON VILLARCEAU.

Les géomeétres, en s’occupant de la rectification des arcs de courbes,
ont réussi 3 obtenir un certain nombre de représentations géométri-
ques de quelques-unes des fonctions elliptiques; mais ils ne sont pas
arrivés, autant que je le sache, a représenter, au moyen d’une courbe
unique, I’ensemble des fonctions ¢ = amu, cos amu, sin amu et A amz.
Il 'y a quatre ans, jindiquai 2 mon savant confrére, M. Bouquet, la
courbe du guatriéme degré qui remplit ces conditions, et ce dernier
exposa, dans ses lecons 4 la Faculté des Sciences, la propriété de cette
courbe, qui se rapporte A la représentation géométrique des fonctions
elliptiques.

Des recherches entreprises & ce sujet, il résulte qu'un géométre
belge, M. Werhulst, a constaté que la courbe dont il s’agit offre une
représentation de la fonction F (¢, ¢) de Legendre. Plus préoccupé des
fonctions F(c, ¢) et E (¢, ¢) que des fonctions inverses, Werhulst a re-
cherché et découvert une autre courbe, propre 4 la représentation de
la fonction E (¢, ¢); mais il n’a pas remarqué que la courbe du qua-
triéme degré, qui représente la fonction ¢ = amu, fournit également
la représentation géométrique des auires fonctions cosamu, sinamu
et Aamu. :

Je crois pouvoir expliquer comment on est resté si longlemps sans
découvrir la courbe qui offre la représentation des quatre fonctions
elliptiques fondamentales, en faisant remarquer qu’on s’est presque

3

exclusivement attaché & I'une des deux évaluations de I'argument
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306 YVON VILLARCEAU.

angulaire que nous offre la considération du cercle. L'une de ces
évaluations est fournie par le rapport de I'arc au rayon, I’autre par le
rapport du double secteur au carré du rayon : la premiére explique
I'usage des dénominations de arcsin, arctang,...; la seconde, qui
dérive de I'argument considéré sous un point de vue plus général,
permet d’écrire, sous une méme forme, les angles mesurés dans le cercle
et les doubles secteurs mesurés dans ’hyperbole équilatére, puis de
comprendre, dans une méme représentation géométrique, les fonctions
circulaires et les fonctions hyperboliques. Familiarisé depuis long-
temps avec l’extension qu’il convenait de donner 4 la notion de I'ar-
gument, en le traitant comme un rapport aréolaire, je n’ai en aucane
difficulté & constater que les fonctions elliptiques fondamentales pou-
vaient étre représentées au moyen d’une courbe unique du quatriéme
degré. ,

Je ne me bornerai pas a4 exposer la théorie trés-élémentaire qui con-
duit & ce résultat; je me propose de montrer ein méme (emps comment
il est possible de passer logiquement, et par une induction naturelle,
des relations entre les fonctious circulaires et leur argument, aux rela-
tions qui lient un nombre indéfini de fonctions transcendantes & leurs
arguments, en- prenant pour point de départ la considération des
courbes algébriques et celle des arguments ardolaires.

Y

Les courbes algébriques dont nous avons & nous occuper sont les
courbes fermées, ayant une branche unique, et symétriques par
rapport & deux axes rectangulaires : ces courbes ont, en conséquence,
un centre qui est le point d’intersection des deux axes.

Soient x et y les coordonnées rectangulaires d’un point M d'une telle
courbe, r le rayon vecteur de ce point, ¢ I'angle de ce rayon vecteur
avec I’axe des x, compté positivement vers ¥, et & I'argument aréolaire
qui sera défini dans un instant; nous nous proposons d’établir les rela-
tions qui permettent d’exprimer les variables r, ¢, 2 et y en fonctions
de u.

Cela posé, dans uae courbe quelconque, on a, entre les coordonnées -
x, y et les coordonnées polaires ret ¢, les relations

, z .
1) 7 = cosp, i =singp.
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Soit S le double du secteur compris entre I'axe des i, le rayon vec-
teur et la courbe, on a
ridp =ds.
Si nous prenons pour argument aréolaire le rapport de S au carré
du demi-grand axe g paralléle 4 I'axe des x, nous aurons
' $

(20 u==;

d’ou, en vertu de I'équation précédente,

,&
du = ;a’q)
et
7?2
(3) u_—:j; Tﬁd?'
Posons
(4) L =4;

I’équation précédente pourra s’écrire
(3) = [T%,

et A sera une fonction de ¢, donnée par I'équation de la courbe; u sera
ainsi une fonction de 4 et, inversement, ¢ sera une fonction de z, que
nous noterons

(6) ¢ == ami:

T

de cette maniére, ¢ désigne ’amplitude angulaire correspoundante a Par-
gument aréolaire z défini par I'équation (2). A, étant une fonction de ¢,
sera, en vertu de (6), une fonction de z, que I'on désigne le plus souvent
par Aamz, lorsque I’on suppose A exprimé an moyen de amuz.

En résumé, nous avons i considérer les fonctions

? dy
p=amr ou u= )
- o A
\/)
z ¥ 2
- = cosamy, = =sinamy, — ==Aamu
r r ?



308 : YVON VILLARCEAU.

Ces relations offrent la représentation géométrique des quatre quan-
tités amu, cosamu, sinamu et A amu.

1l s’agit actuellement de reconnaitre quelles sont les courbes dloe-
briques qui satisfont aux conditions spécifiées plus haut.

Ces courbes, étant symétriques par rapport aux axes coordonnés,
ne devront contenir que des puissances paires de x et y. Soit 2m le
degré de leur équation; celle-ci aura la forme

(8) X . px2m-2f2+ qun-l'},l 4.+ t},‘zm +z =a2m’

ot1 Z désigne 'ensemble des termes en & et y de degrés inférieurs a 2m.
(Nous justifierons, dans un instant, le choix de la constante qui figure
au deuxiéme membre.)

Pour plus de facilité dans la discussion, nousremplacerons x et y par
leurs expressions en coordonnées polalres, tirées de (1); nous aurons
ainsi

9) r*m(cos? g 4 p cPsz’““’Q sinzf +q cos”’i—‘fp sin®g ... | = g2
Y -+ £ sin m?) 4 pam 2@2 -4 p2m 4@‘ 4. ‘

en’ désignant par @,, ®,, ... des fonctions entiéres de cos®¢ et sin®g.

Or, si I’on suppose cette équation résolue par rapport a r*, on ob-
tiendra, sauf le cas tout particulier des racines égales, m valeurs dis-
tinetes de r%, qui pourront étre réelles ou imaginaires, et fourniront

. autant de branches distinctes; donc nous serons certains de n’avoir

qu'une seule branche réelle et de ne point abaisser le degré de la
courbe, si nous égalons a zéro les fonctions @,, @,, ..., ou les coeffi-
cients des termes de ’équation (8), qui sont de degrés inférieurs a
a2m et ont fourni ces fonctions. Nous devons ainsi supprimer de .
ladite équation ensemble des termes représentés par Z.

Dans ces conditions, I'équation (8) se réduit &
([0) xzm + pxzm—zjz -+ qxzm—aja e t]‘zm = g™,
Sous cette forme, on voit que la constante a exprime la valeur du
dewi-axe paralléle aux x.

Sil’on pose _

A — COSzm? +p CObzm_z(P Sill,?

(1) e i _ \

+ q cos*™ o sin*o + ... -+ [sin*"g,
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I'équation (g), suppression faite des termes en ,,9,, ..., donnera
(r2) rmAT = aq* ou r’*A=d’

relations qui s’accordent avec I'équation (4).
~ Lavaleur de A, tirée de (11), est celle qu’il s'agit d’introduire dans
P'intégrale (7), pour obtenir z en fonction de ¢ ou inversement.
L’équation (1a) est celle de la courbe représentative des fonctions (7).

11 resterait 4 exprimer les conditions que doivent remplir les para-
métres p, g, ..., £ pour que la courbe soit une courbe fermée; mais
nous allons remplacer ces paramétres par d’autres, qui faciliteront la
discussion, et nous donnerous les expressions des premiers en fonctions
des seconds : il nous sera facile d’en déduire les conditions relatives &
la fermeture de la courbe. Nous remiplacerons le développement (11)
par un produit de facteurs en nombre m, comme il suit :

13) A™ = (cos?p + b sin?p) (cos?¢ + b'?sin?¢) (cos*¢ + b"*sin’g) ...

b, b, b",... désignant les nouveaux paramétres.
Or la comparaison de cette expression avec le développement {11)
permet d’écrire immédiatement les relations

(14) p=3b% qsib’b'5, co.y = 020700, ...,

en désignant par = Ies sommes des combinaisons 1 2 1,24 2, ...,
" des nouveaux paramétres b*, &%, 5%, ....

Pour que la courbe soit fermée, il faut que r* ne devienne pas
infini ; donc, en vertu de (12), A ne doit pas s’annuler. Or cette con-
dition sera remplie si les paramétres b, &', b”, ... sont des quantités
réelles, puisque les deux termes de chaque facteur ne peuvent s’an-
uuler simu tanément. Il résulte de (14) que les paramétres p,.q, ..., ¢
doivent tous étre positifs.

Soient ¢, ¢, ¢, ... des quantités lies & b, &', &”, ... par les relations

~ {45) =1 -5 ?=1—b8% "=1-b" ..,

~
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la valeur de A™ prendra la forme
(16)  A™ = (1— c?sin%p) (xr —c¢?sin*¢ ) (1 — " sin®gp) . .,
familiére aux géométres.
Eafin, si dans la relation (12)

r‘.ZIIl AIIZ = a2m,

on met la valeur (13), et que I'on ait égard aux relations (1), on
. obtiendra cette équation de la courbe considérée

(19) (22 4+ B2y®) (@ + b2y2) (2 + b"2y%) ... = am,
ot le nombre des facteurs bindmes du premier membre est égal & m.

Courbes du deuxiéme ordre. — Faisant 2m =2 ou m =1, dans
Péquation (17), et écrivant, pour plus de symétrie, A au lieu de a, on
aura

{18) (® + b2y ) = A%,
équation qui est celle d’une ellipse, dont le demi-axe pdralléle aux 7,

étant désigné par B, est lié 4 & et A par la relation

(r9) b=g

La valeur (13) de A™ se réduita
(20) A = cos®¢ + b* sin?g,

et I'intégrale (5) devient

? de .
— ? I —
(21) U= l m—zarg(tang_btangp}

On en déduit
(22} b tangy = tangbu,
puis

I

¢ + b*tang®qg = Py
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multipliant par cos®¢ cos®bu, et ayant égard & (20), il vient
A cos®bu = cos?y.
Nous extrairons les racines des deux membres de cette équation, en

prenant le signe -, afin que ¢ s'annule effectivement avec u; il vien-

dra ainsi
cosp = yAcosbu,

De celle-ci et de (22), on déduit
sing = %\/Ksinbu.

Si I'on met & la place de /A sa valeur %a tirée de (4), il vient, en mul-
tipliant tout par r et ayant égard a (1g),

. . A
rsing = Bsin ; u,
(23)

A
reosg = Acosx u,

relations qui feront connaitre r et @ et tiennent lieu de la rela-
tion (22). On déduit de ces expressions, au moyen des formules (1),

z A ..

—A:cos—ﬁu[ 1
(24)

Y .. A

§~ Slnﬁu.

cos A

Ces relations présentent la signification géométrique de . - u.
, sin B

Considérons le cas du cercle : nous n’avons qu'a faire, dans les
équations précédentes, B = A, et nous aurons

(25) p=u, §=cosq>, gz_-singo.

[*] Ces formules s’obtiennent aisément, sans le secours du Calcul intégral. Circon-
scrivons 4 notre ellipse, dont A représente le demi-grand axe, un cercle de rayon A.
Prolongeons Fordonnée d’un point M jusqu'd la rencontre en M, avec le cercle, et
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Courbes du quatriéme ordre. — Soit 2m = 4 ou m= 2, I'équation
(17) devient
(26) (xz _i__},._zbz)v(xz -{—-]‘26'2):(1‘;
C'est Péquation de la courbe du quatrieme ordre, en coordonnéeé Tec-

tangulaires.
De (16) on tire

(27) ‘ A=y —c?ang)(L— c'*sntgl

L'intégrale que I'on obtient en introduisant la valeur (27) de A
dans Vexpression de , équations (7), ou

(28) u= [?_ 49

Jo Y [1— etsin’g) (1— c'sin’g)

est Péquation fondamentale des fonctions abéliennes. On serait donc
fondé A donner & la courbe (26) la dénomination de courbe des fonc-
tions abéliennes, en ce sens que cette courbe offre la signification
géométrique des quatre fonctions qui portent ce now.

L’équation de la méme courbe, en coordonnées polaires, est
(29) r?=

a!

V(1 — ¢e*sin*g} (1 —¢3sing)

* En attribnant a la constante ¢’ Ja valeur particuliére

(30) ¢=o,

soient y, Pordonnée de M, et S, le double secteur correspondant : nous aurons

y S B

—_———.

7 5 &
Or on a, dans le cercle,
S .S
a::-.Acos—A';, 70 ==A5mxl,§
d’oti, en vertu des précédentes relations,

i”—:cosé‘- -i, ‘,—’:siné _S_

A BA* B B Ay

Celles-ci s'identifient avec (24), en vertu de u = 5.
A’
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la deuxiéme équation (15) nous donnera 5’2 =1, et la valeur de A se
réduira a
(31) A = {1 —c?sin’g,
tandis que I'équation (17) deviendra
(31 bis) (x2+9?) (x4 b2 y?) =a'.

La valeur (31) de A étant mise dans I'intégrale (7), on aura I’équation
fondamentale des fonctions elliptiques

=T __.
(32) u_‘fo Vi—¢tsin’y

La courbe (31 bis) peut étre appelée courbe des fonctions elliptiques,
puisqu’elle offre la représentation géométrique des quatre fonctions
ainsi désignées. _ ‘

La méme courbe a pour équation polaire

fay . a?
(33) . r*= m .

Coyrbes des ordres supérieurs. — 1l est clair que, si 'on attribue
a 'exposant 2m les valeurs 6, 8, 10, ..., la formule (16) fournira une
suite indéfinie de fonctions A, et que I'on obtiendra, au moyen des for-
mules (7), une suite de systémes correspondants d’expressions de tran-
scendantes d’ordres de plus en plus élevés, dontIéquation fondamentale

est

[ dy
(34) “ —./o. V(1 — ¢*sin?g)(1—c"*sing ) (1 — ¢"*sing)...
oy ' : ‘ :
(35) (Z—%)m = (1 — c*sin*p)(1 — ¢ sin*¢) (1 — c"*sin%p)...

(le nombre des facteurs bindmes étant m, ou moindre que m); ces
systémes jouiront de la propriété commmune d’étre représentés géomé-
triquement par la courbe algébrique (17)

(36) (x* + B2 ) (2 + b2 p) (2 + b )2 ... = a®™,

dont les paramétres 52, %, "%, ... sont liés aux constantes ¢, ¢’2, ¢*?, ...

par les relations (15).
Journ. de Hatk. (3° série), tome 1V. — Ssrrewsne 1878, 4o
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La considération des courbes de la forme (36) offre un mode de
classement des transcendantes (34) qui n’est pas sans intérét. Ce
classement exclut les intégrales de la forme (34), dans lesquelles on
introduirait, sous le radical, un nombre de facteurs bindmes, supérieur
au degré de ce radical.

Nous terminerons cet exposé en faisant voir comment il est facile
de mettre en évidence, dans la théorie des fonctions elliptiques, les
valeurs imaginaires de la fonction z.

Lorsqu’on veut étudier une fonction de deux variables liées entre
elles, il convient de prendre tour & tour chacune d’elles pour variable
indépendante. La quantité x, quand on y remplace A par sa valeur (31),
est une fonction de ¢, considéré comme variable indépendante; -
exprimons maintenant z en fonction de A et dA : on a les relations

A* =1 — c*sin’p,
AdA = — c*sing cosg dg,
c? sm%p =1 —A?,
c® cos?p =A? — b%;
d’ou

c~smgat,o == J(A* —b*)(1—AY)

dy I dA
N I

En vertu de cette relation, et observant que A décroit quand ¢
augmente A partir de zéro, la deuxi¢me équation (7) danne

u_____f Ia L ! da
T yE—e =) Ja V=B a—8)

La valear de zn’est réelle que pour les valeurs de A* comprises eptre
b% et + 1 hors de ces limites, elle devient imaginaire. La substitution
de la variable A A la variable ¢ aurait done suffi pour faire recon-
naitre I'existence des valeurs imaginaires de la fonction u.

e D e~



