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LIGNES DE FAITE ET DE THALWEG.

D
o)

Mémoire sur les lignes de fatte et de thalweg que l'on est
conduit & considérer en topographic;

Piz M. BRETON (pe Caame),

Ingénieur en chef des Ponts et Chaussées en retraite.

Exposé de la question.

1. Le probléeme auquel ce Mémoire est censacré peut s’énoncer
en ces termes : Une surface étant donnée par son équation, trouver les
différentes lignes, soit de faite, soit de thalweg, qu'elle présente dans
son étendue. Lorsque je me décidai, il y a une trentaine d’années, 2
publier la premiére édition de mon 7raité du nivellement, i’ avais cher-
ché vainement la solution de ce probléme dans les ouvrages qui étaient
alors le plus répandus. On comprend combien il dut m’en coliter de
laisser subsister dans cette premiére publication une lacune de cette
importance.

Quelques années plus tard, je fus conduit 4 reconnaitre que les no-
tions admises par les auteurs sur les faites et les thalwegs étaient, en
réalité, sonvent inexactes, Aprés avoir appelé attention des géomeétres
sur cet état de choses, je m’appliquai 4 sonder moi-méme la question.
Ce fut dans le courant de I'année 1867 que je parvins 4 déméler, pour
la premiére fois, le véritable caractére mathématique des lignes qu’il
s'agissait de trouver. Cette découverte m’a permis de donner enfin |'essai
de solution du probléme ci-dessus, qui forme la Note X1I dans la troi-
siéme édition de mon Traité du nivellement, publiée en 1873.

Je me propose de développer ici celte théorie et de I'appliquer a
des exemples convenablement choisis.

2. Dans tout ce qui va suivre, on supposera qu’il s'agit d’une surface
13.
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rapportée i trois axes ox, 0y, 02 perpendiculaires entre eux; les deux
premiers ox, oy seront regardés comme horizontaux, et le troisiéme 0z
comme vertical. De plus, il sera nécessaire d’avoir bien présentes a
I’esprit les notions ci-aprés relatives aux lignes de niveau et aux lignes
de plus grande pente.

3. Les lignes de niveau d’une surface sont les sections que I'on fait
en la coupant par des plans horizontaux. Si I'équation de la surface
proposée peut étre mise sous la forme

) z=f(x, y),

les équations de la ligne de niveau située dans le plan ayant pour or-
donnée z, seront

=1z, flz,7)=1

On tire de celte derniére
df df dyr

dx Iy dx — o
en faisant attention que, par hypothése, 2, est une constante. Clest la
Iéquation différentielle des lignes de niveau. En remplacant par pet ¢
les deux dérivées partielles, et en posant dy = y’dx, cetle équation
devient

(n) p+qy =o.
Si I'équation de la surface est

(F) F(x.ry,3)=o,

on obliendra I’équation différentielle des lignes de niveau en éliminant
z entre les équations

df  , dF
Flx,y,3)=0, Z+7y =0
4. On appelle ligne de plus grande pente d’'une surface toute courbe
qui, en chacun de ses points, a pour tangente celle des tangentes a la

surface, en ce méme point, qui fait le plus grand angle avec le plan
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horizontal. 11 est facile de conclure de cette définition que la tangente
4 la ligne de plus grande pente qui passe par un point m de la surface
est perpendiculaire 4 la trace horizontale du plan tangent mené par
ce poiut m, et qu'elle est aussi perpendiculaire 4 la tangente menée
par ce méme point 4 la ligne de niveau qui y passe.

De la ce théoreme : Toute ligne de plus grande pente d’une surface
coupe a angle droit toutes les lignes de niveau qu'elle rencontre sur la
méme surface; et, réciproquement, toute courbe qui jouil de cette pro-
priété est une ligne de plus grande pente.

5. On peut ajouter, d’aprés les hypothéses admises ci-dessus, que
les projections de ces deux systémes de lignes sur le plan horizontal
xoy formeront deux réseaux tels, que toute ligne de I'un coupera or-
thogonalement toutes les lignes de I'autre.

Il résulte de cette derniére propriété que, si 'équation de la surface
proposée peut s'écrire

(/) z=J(x.7),

de sorte-que I'équation différentielle de la projection horizontale des
lignes de niveau soit

(n) p+qr=o,

comme on {'a vu ci-dessus, 1’équation dilférentielle de la projection
horizontale des lignes de plus grande pente sera

(4) Py —qg=o.

En effet, si I'on multiplie la valeur de y' tirée de cette équation par
celle que donne la précédente, et qu’an produit on ajoute I'unité, on
obtient pour somme zéro; ce qui est, comme on le sait, la condition
nécessaire et suffisante pour que les lignes de ces deux systémes se
coupent orthogonalement.

Si équation de 1a surface doit étre employée sous la forme

(F) F(xQ‘y,z):O’

’

on aura pour I'équation différentielle de la projection horizontale des
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lignes de plus grande pente, par un raisonnement semblable,

(B dF
dz 2; = 0.
1l restera a éliminer z entre cette derniére équation et celle de ka sur-

face. I.’éguatian finale ainsi obtenue pourra étre mise sous la forwne

(¢) p(x, 7, y)=o.

Toutes les fois que, dans la suite de ce travail, il s'agira de 'équation
différentielle de la projection horizontale des lignes de plus grande
pente d’une surface, on devra entendre par la une équation telle
que (p), ramenée, comme je viens de Pexpliquer, & ne renfermer que

x, yet y,sansz.

Caractére géométrique par lequel les lignes de faite et de thalweg
se distinguent essentiellement des lignes ordinaires de plus grande

pente.

6 Lorsquon cherchea se rendre compte de la maniére dont est
composé le résean des lignes de plus grande pente d'une surface, on
arrive bientdt 3 reconnaitre dans Pétendue de celleci un certain
uombre de régions distinctes, auxquelles nous donnerons le nom de
versants, i cause de leur analogie avec les versants naturels, qui jouent
un si grand role dans le systéeme orographique et hydrographique
d’une contrée.

Nous ajouterons, en poursuivant cette analogie, que chacun de ces
versants géometriques se termine dans sa partie supérieure & une ligne
de faite, et dans sa partie inférienre & une ligne de thalweg.

Ces lignes de faite et de thalweg appartiennent au reseau des lignes
de plus grande pente de la surface; mais elles se distinguent essentiel-
Jlement des autres lignes de ce réseau, c'est-a-dire des lignes ordinaires
de plus grande pente, par un caractére géométrique dont 'importance
ne saurzail étre méconnue.

7. Considérons, pour fixer les idées, une ligne de faite séparan
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deux versants opposés. Toute ligne ordinaire de plus grande pente
issue d'un point situé sur I'un de ces versants, aussi prés qu’'on le vou-
dra de cette ligne de faite, descend, en s’éloignant de cetie derniére,
plus ou moins rapidement, pour se rapprocher finalement de la ligne
de thalweg qui régne i la base du versant. On peut raisonner d’une
maniere analogue sur les lignes ordinaires de plus grande pente qui,
ayant leur point de départ dans le voisinage d’une ligne de thalweg,
remontent en suivant les déclivités des deux versants qu'elle sépare,
vers les lignes de faite qui couronnent ces mémes versants.

Ainsi donc, toute ligne ordinaire de plus grande pente traverse daus
sa largeur le versant dans lequel elle pénétre, s'éloignant du faite
pour se rapprocher du thalweg, ou inversement; mais rien de sem-
blable n’a lieu pour les lignes de faite et de thalweg, qui sont les limites
séparatives des différents versants dont se compose la surface.

Sous quelle forme ce caractére se retrouve dans Uéquation différentielle
de la projection horizontale des lignes de plus grande pente.

8. L'hypothése la plus large que I'on puisse faire, au sujet de la rela-
tion que I'on doit concevoir comme existant entre I'abscisse x et or-
donnée y d’un point de la projection horizontale d’une ligne de faite
ou de thalweg, consiste 4 la représenter par une équation dordre in-
défini

("F) ¢(x,7, 7",7",)’",---)=0,
entre &, 5, ¥’ et un ¢ertain nombre de dérivées Yy, ..., en faisant
@y = y"dx?, Py = y"dx?, ....

D’aprés ce qui a ét¢ expliqué ci-dessus, celte équation ne subsistera
que pour certaines lignes de plus grande pente, et rnon pour toutes in-
distinctement, comme il arrive pour I’équation

(9) o(x, 7,7 ) =o.

Comme il sera toujours possible de lirer de celle-ci y’ en fonction de
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x et de 7, la substitution de cette valeur dans () en fera disparaiire y”.
En différentiant ensuite (¢) par rapport a x, et faisantla méme substi-
tution dans le résultat, on aura y” en fonction de x et de 7, et I'on
pourra également faire disparaitre de (¢) cette dérivée. 1l est clair
qu'en continuant ainsi de proche en proche on arrivera A une trans-
formée

v \F(xvf):m

qui ne renfermera plus que x et y. Cette derniére équation devra véri-
fier 'équation différentielle
q

(#) (2, 7:0') =0,

qui s'applique a foutes les lignes de plus grande pente. Elle en sera
donc une intégrale, et cette intégrale, d’aprés la nature méme des opé-
rations par lesquelles on l'aura obtenue, ne renfermera pas de con-
stante arbitraire.

Celte équation (o) pourra d’ailleurs étre vérifiée en égalant a zéro,
uon-seulement la fonction (¥), mais aussi celles de ses dérivées totales
qui §'y trouveront associées. Enfin il pourra étre utile aussi de recourir
a celles de 1'équation () [*]-

9. On peut donc énoncer cethéoréme: Les équations des projections
horizontales des lignes de faite et de thalweg d’une surface sont neces-
sairement comprises parmi celles des intégrales de Uéquation dif-
férentielle de la projection horizontale des lignes de plus grande pente
de cette surface, qui peuvent étre obtenues sans passer par lintégrale

générale de cette équation.

Les exemples qui vont étre présentés montreront comment ce théo-
reme doit étre entendu et appliqué. Ils achéveront en méme temps
d’éclaircir ce qui aurait pu paraitre obscur dans I'exposé ci-dessus.

[*] Ceite remarque a été omise, par inadvertance, dans la Note XII de mon Traite
du nivellement ( troisicme édition, 1873 ).
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ProsrLime 1.

_ Trouver les lignes de faite et de thalweg de Uellipsoide qui a pour
équation

{(F) Flz,y,5)= 5+ 7+ 5—1=0.
10. Pour obtenir I'équation différentielle de la projection horizon-

tale des lignes de plus grande pente d’une surface dont I’équation est
ainsi présentée, il faut (3) éliminer z entre les deux équations

,dF  dF

Fla y,5)=0, 7' 5 — % =0

ce qui doﬁne
- (9) o(x, 7, 7) =

Cette équation a pour intégrale générale
"= (yx)",

4 désignant une constante arbitraire. Mais cela ne nous dit point
quelles sont les valeurs de cette constante qui répondent 2 la question
proposée.

D’aprés notre théoréme (9), nous remarquerons qu’il se présente im-
médiatement deux maniéres de vérifier I'équation ¢(x, ¥, 7’} = o.
I, une consiste & faire y =0 et ' = o0, ce qui a lieu pour la section
principale contenue dans le plan zox; autre 4 faireaxr =o0, y'= o, ce
qui a lieu pour la section principale contenue dans le plan yoz.

11. Chacun de ces plans partage la surface en deux versants symé-
triques, séparés par une ligne de faite au-dessus du plan xoy et par une
ligne de thalweg au-dessous de ce plan.

Journ. de Math. (3¢ série), tore III. — Mars 1877. ’[l

1%
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Prosrine II.

Trouver les lignes de faite et de thalweg de la surface cylindrique
qui a pour équation

x— mz)t (r — nzp _

(F) Fla,y,2)= E=m2F 4

i— 0

12. 1ci nous avens (8) i éliminer z entre les équations

,dF _ dF
F(x, y,2) =0, fﬂ—'@:

Cette derniére donne, en faisant les opérations indiquées,

, T — m3 y—nz

a? b2 g

d’ou

bay —aly a'(my —nx) by'(my —nz)
= Vmy —atn’ L mz= bmy —ain Jyonr= bmy —an

Ces expressions de x — mz et de y — nz étant substiluées dans I'é-
quation de la surface, il vient, pour I'équation différentielle de la pro-
jection horizontale des lignes de plus grande pente,

(¢} ¢(x, y,y')=(a’+by?)(my — nx}?— (b'my’ — a’n)’ = o.

Cette derniere ne nous offrant immédiatement aucune intégrale de
la nature de celles que suppose I'énoncé du théoréme auquel nous
avons été conduit (9), nous égalerons a zéro (8) la dérivée du premier
membre de cette équation prise par rapport 4 x, en regardant y et »’
comme des fonctions de x; il vient ainsi

[(my —nx)y —nx (b*my’ — a*n)]b*y”
! +{my —nx) (my' —n)(a*+ b*y'*) =o.

’>

(¢")
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13. Ou satisfait i cette équation en posant
my'—n=o0, )y =o0;

cette derniére égalité est une conséquence de la preniiére.

De ce que I'on a 3" = o, nous devons couclure que les lignes cher-
chées sont en projection horizontale des lignes droites. La relation
my’ — n =0 nous apprend que ces lignes sont paralléles & la droite
dont les projections horizontales ont pour équations '

T =mz, Jy=MNz;

et il s’ensuit, par une conséquence facile a saisir, que les lignes cher-
chées ne peuvent étre que des génératrices de la surface.

Pour déterminer quelles sont ces’génératrices, il suffit de substi-
tuer dans I'équation (¢), au lien de 7', sa valeur tirée de la relation
my’ — n = o; il vient ainsi

(a*m? + b*n®) (my — nx)® — (a® — b*)*m*n® = o;

d’ot 'on tire
{a®—&)Ymn et _):-’i:[:‘: (a?—b")n
Varm? +b'at m Varm? + bin?

my —nx ==%

La queslion admet donc deux solutions, lesquelles répondent res-
pectivement i deux génératrices de la surface proposée.

Ce sont la les équations des projections horizontales des lignes de-
mandées. D'apreés ce qui précéde, ces équations vérifient V'équation

g(x, 7, y') = o dela projection horizontale des lignes de plus grande
pente.

Pour achever de déterminer ces génératrices, nous rappellerons
qu'elles ne peuvent étre des lignes de faite ou de thalweg, que si elles
satisfont & la condition de couper orthogonalement les sections hori-
zontales qu’elles rencontrent. Considérons dans le plan xoy Vellipse
représentée par I'équation
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qui répond 3 z = o; I'élément de cette courbe, au point qui a pour
coordonnées x,, ¥,, fait avec 'axe ox un angle dont la tangente tri-
gonométrique a pour expression

bz,

-
La projection horizontale de la génératrice passant par le méme
point fait avec le méme axe ox un angle qui a pour tangente trigono-

métrique — Pour que cette projection soit perpendiculaire a ’élément
m
cherché, il faut que 'on ait

n bix,
— = S 4+ 1=0.
m a‘y,

De cette relation et de I’équation ci-dessus on tire

+a'm =+ b

= e ]
a*m? + btnt Jo atm?+ b'n*
v

Fo

expressions qui satisfont a la relation

n __(a*—b)mn
WP ML =F o b

comme on devait s’y attendre.

14. Dans ce probléme, la surface proposée se divise en deux ver-
sants. La ligne de faite mm’, d’une part, et la ligne de thalweg nr',
d'antre part, situées dans un méme plan. diamétral, déterminent ce
partage. Toute ligne de plus grande pente aa’a’, qui part ¢’un peinta
voisin de la ligne de faite mm’, et situé & droite de cette ligne, est
tormée en projection horizontale de deux branches réunies par
un point de rebroussement @’ qui se trouve du méme coté sur le
contour apparent de la surface. A gauche de la ligne de faite, toute
ligne de plus grande pente b 5°b" présente en projection horizontale
deux branches réunies par un point de rebroussement b’ situé sur
le contour apparent de la surface, pareillement & gauche de la ligne de
faite. Ties portions des lignes de plus grande pente situées sur la partie
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convexe de la surface, doivent étre considérées comme extérieures
celle-ci. Les autres branches avec la ligne de thalweg doivent étre
considérées comme inzérieures.

Prearime 111

Trouver les lignes de faite et de thalweg de la surface conique qui a
pour équation

(F) Flx, 7,2 —‘f(> ;v' o,

J désignant une fonction quelconque.

-~

15. La surface représentée par cette équation a pour sommel
Iorigine des coordonnées. Pour simplifier Pécriture, remplaqonsé
par a. L’équation

,dF  dF
(5) Y&w— o=

donne
rl=2f@+ 5]+ o=

On trouve, aprés avoir supprimé x, qui est dénominateur comman, et

remplace ~ par f(a), en vertu de FPéquation (F),

(#) p( @,y ) =y [fla) = af(a)]+ f'(«) =

Si maintenant (8) nous égalons & zéro, comme nous I'avons fait (12)
dauns le Probléeme H, la dérivée de cette équation (), prise en regar-

dant y et y’ comme deux fonctions de x, il vient

() P (@)= af(@)] = Ly — ) f*(a) =0
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On satisfait immédiatement a cette derniére équation en posant

y —a=o0, y'=o.

La premiére de ces deux conditions nous apprend que les valeurs de
z qui résolvent la question sont les racines de I'équation

af(a)=(1+a*)f(a) =

a laguelle on est conduit, en faisant y’ = « dans I'équation (9). La
condition y" = o signifie que les lignes cherchées sont nécessairement
des génératrices de la surface.

16. Ces génératrices jouissent, comme cela doit étre, de la pro-
priété de couper  angle droit les lignes de niveau de la surface. En
effet, I'équation différentielle de la projection horizontale de ces lignes
de niveau, laquelle s’obtient (3) par I’élimination de z entre les équa-

tions
< dF , dF
F(x, y,z)=0 et 71;"—7’5:0’

est
(' —a)f'(a)+ f(a)=
et I'on doit avoir
ey’ +1=o0.

Or il est facile de s’assurer que l'on a

af{z) — (v +a?) f{x)

af’+]=— 7 la) ’

et nous savons par |'équation précédente (15) que le numérateur de
cette expression est égal a zéro.

On conclut de ce qui précéde que les lignes de faite et de thalweg
d’une surface conique sont celles d’entre les génératrices de cette sur-
face qui coupent i angle droit le contour de sa base.

La division de la surface en versants dounne lieu 3 diverses’'remar-
ques, analogues a celles qui terminent (14) le Probleme 11. |



LIGNES DE FAITE ET DE THALWEG: Y
17. 1l n’aura certainement pas échappé au lecteur qu’il existe une
seconde maniére de satisfaire  I’équation

@) @ =af(@)] - L (- a) (@
clle consiste 4 poser

I+ ay'=o0, y'=o.

S{a)

L’équation (¢) se réduit alors a =~ =o0, ce qui exige que l'on ait
J (@) = o, c’est-a-dire f (;) = 0, quel que soit a, et par conséquent

z = 0, auquel cas tous les points de la surface sont dans le plan xoy.
Il ne s’agit plus, i proprement parler, d’une surface conique.

Prosrime 1V.

Trouver les lignes de faite et de thalweg de la surface qui a pour
équation

(F)  F(x,y,2)=(x —Rcos&)+ (r — Rsing)*— r*=o.

(Cette surface est celle qu'engendre une circonférence de cercle
horizontale de rayon r, dont le centre est assujetti 4 demeurer a la
distance R, supposée constante de l'axe oz, tandis que la projec-
tion horizontale de cette ligne R fait un angle variable § avec
I'axe oz, § étant une fonction assignée de 1'ordonnée z du plan de la
circonférence génératrice).

18. Cela posé, I’équation ci-dessus donne

dF
dr

= 2{x — Rcosy), j—f: 2(r — Rsing);

par suite 'équation (5)
,dF  dF
dx  dr
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devient
¥ (x —Reos) — (y — Rsing) = o.

On en tire

— R 1
x —Bcosf_::f___y,sm;-

Cette expression de x—R cosg étant substituée dans I'équation dela
surface, il en résulte ’

f

— Rsin =_r_y____ et .T-—B.COS =—_—r_—-_')
7 ¢ Vir+" ¢ Vitr?
d’ou
r
Rsinf =y — r_J__ et Rcosl=x— T_.
Y
vi+r” 1+"

Ces deux derniéres équations donnent, a cause que sin®{+ cos* =1,

ar(z+yy'
R’=x’+)”+r’— __L_tL);)
Vitr”
nous pouvons écrire, en conséquence,
rriz+yr)

(9) ?(x’]'7.7,)=x2+.71+"2—32"

19. On apercoit immédiatement que cette équation s'intégre lors-
qu’on pose

x4+ y*+r*—R'=o0, zx+)yy=o.

La premiére de ces deux conditions entraine la seconde, qui est, abs-
traction faite du facteur 2, la dérivée de x° + y* + r* — R®. Elle nous
apprend que les lignes cherchées ont pour projection horizontale une
circonférence de cercle de rayon yR* — r?, dont le centre est a Iori-
gine o des coordonnées.

20. Remarquons en passant que, dans le probléme actuel, I'inteé-
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grale proprement dite de I'équation (¢) s’obtient sans difficulté. Il suffit
pour cela de poser ds = =% dir 1 + y*, de sorte que ds sera la diffé-
rentielle de I'arc de la projection horizontale d’une ligne de plus
grande pente. En désignant par C une constante arbitraire, cette inté-
grale est, comme on peut s'en assurer par la différentiation,

+i,c

x2+_f2+,.2__R2=e_r :

mais la connaissance de cette intégrale nous laisse dans I'ignorance sur
la valeur de la constante C, comme on I'a vu déja dans le Probléme 1.
Si la méthode exposée dans ce Mémoire réussit, cest précisément parce

que les intégrales que 'on y emploie ne renferment pas de constantes
arbitraires.

PropriiME V.

Trouver les lignes de faité et de thalweg de la surface conoide
qui a pour directrice rectiligne I'axe oz et pour plan directeur
le plan xoy.

21. Je dois faire observer que cet énoncé n’est pas complet. Pour
achever de définir la surface, il faudrait ajouter une nouvelle condi-
tion, par exemple assujettir la génératrice a2 rencontrer une ligne
donnée. J'ai laissé & dessein cette lacune dans I'énoncé.

L’équation de la surface peut ainsi étre mise sous la forme

(f) a= /(%)

en désignant par f une fonction quelconque. On en tire (5) pour 1'é-
quation de la projection horizontale des lignes de plus grande pente

(9) py —q=— L) f’(£)=0,

Journ. de Math. (3¢ série), tome HI. — Avei 1897, 15

15
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ou plus simplement, en supprimant le facteur — ;'— f’(£>,

(9) p(x ¥ )=(ry +x)=o0.

22. On satisfait & cette équation en coupant la surface projetée par
une surface cylindrique a base circulaire, le rayon R de cette base
pouvant étre choisi 2 volonté. Ici nous sommes en présence d’une
véritable indétermination. En effet, I'équation

) Yry+x=o
est, 2 un facteur prés, la dérivée de celle-ci :
r*+ax*—R'=o.

23. e partage de la surface en versants a lieu suivant les généra-
trices horizontales. Dans chaque section cylindrique ainsi obtenue,
la partie convexe située au-dessus de ces génératrices est une ligne
de faite, la partie concave située au-dessous de ces mémes génératrices
est une ligne de thalweg.

Il peut sembler que dans une telle surface les génératrices les plus
élevées sont aussi des lignes de faite. Mais, en examinant la question,
on reconnait sans peine que ces génératrices, tout en marquant de
véritables culminations de la surface, ne sont cependant pas des
lignes de faite dans le sens géométrigue qu’on attache a cette expres-
sion. Par une raison semblable, les génératrices les plus basses ne sont
pas des lignes de thalweg proprement dites.




