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Sur un théorème de Poisson; 

PAR M. H. LAURENT. 

Poisson, dans Je Journal de l'École Polytechnique (ι5θ Cahier), a 
montré que, si a

t
, a

2
,..., u

k
, β,, j3

2
,..., β* étaient les intégrales d'un 

problème de Dynamique dont les variables sont p
{
, p

2
,..., q,, q2·,···, 

on avait identiquement, en appelant t le temps, 

d(ccj, «,·) _ 
dt ~u' 

cl{ah IV) 
dt ~ ' 

<Eîlid-n 
dt 

On comprend toute l'importance du théorème de Poisson. En effet, 
si (αί5 a./) ne se réduit pas identiquement à une constante ou à une 
combinaison des intégrales déjà trouvées, ce ser" une nouvelle inté-
grale. Les fonctions (a,·, a.j) ne sont pas les seules qui jouissent de cette 
propriété remarquable de se réduire à des constantes, et j'ai déjà 

prouvé que le déterminant g^···» β·» β»»···, β*) ;oujssa£t ja 

même-propriété, ce qui peut servir à déterminer la dernière intégrale 
quand on connaît les 2k — 1 autres. 

Je vais prouver maintenant que la somme 

(m) (α
χ
, α

μ
, α

ν
, α

ρ
)
 D(q„ qj, Pi, Pj ~

 0 
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jouit de la même propriété. Je pose, pour abréger, 

423 

(») 

R D(g|, p. 
l'î D(y,·, qj,Pl, pj) 

dam _ _ ,
m 

dqn dpn 

Eu différentiant la formule (m), on a 

d@ d γ _ 
dt dt 

OU 

dt £ dsl dt dfji dsf dt dr/ι ' ' ' ' 

ce que l'on peut écrire 

dt \ ds\ dt dqi ds1, dt dqj dt\ dt dp; dt"· dt dpj ) ' 
ij,<-

ou bien, en ayant égard à la formule suivante, où H est la constante 
des forces vives, 

d dx
c
 / ί£Η \ 

dt dq;dqi ae 

τ, =2 ter te' "·)
+
 <"te' "-)

+
"sr te' "·)

+
te te' Sr h i>c 

Je dis que le second membre de cette formule est identiquement nul ; 

en effet, il contient deux termes en ^ ̂  : par exemple, le premier 
a pour coefficient 

Σ  dRjj dx,_ 0, 

C 

l'autre a pour coefficient 

2 i£R,y da, 0. 
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Les termes en -—y- ont pour coefficients 

2 dRjj da
s
 yr dRy da

t 

s ε 

c'est-à-dire — R et 4- R. Leur somme est donc nulle; donc enfin 

d® 
dF = °> 

et, par suite, θ reste constant pendant toute la durée du mouvement. 
Il est clair que la démonstration précédente peut être généralisée. 
Et si l'on pose 

(«
λ
, «

μ
, «ν,

 ap
, «a, «ξ) -Sd^·,^, qi,P!,pj, Ρίγ 

y'1 

la quantité (αχ, αμ, α
ν
, αρ, α

σ
, «ξ) sera encore constante pendant toute 

la durée du mouvement. On arrive ainsi, comme cas particulier, à ce 
théorème, que le déterminant de toutes les intégrales est une con-
staute. 

On peut s'assurer par un calcul direct que la somme de détermi-
nants dont je viens de parler ne se réduit pas identiquement à une 
constante ou à une combinaison d'intégrales déjà trouvées. Prenons, 
par exemple, les équations canoniques 

dx' dx , 
~dt~x> Tt~x' 
dlL _ γ ±-r> 
dt dt 
dz' dz 
Ht ~~z ' dt z ' 

On vérifie aisément que 

(P) 
ί α — χ"— x'~i y = zx"— xz\ 
\ — -δ—yz'—zf 
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sont des intégrales; et si l'on forme 

Σ Ρ(«. p> y. β) 

on trouve 
(pcz — x'z'){yz —y'z') = const. = 9. 

Or je dis que θ n'est pas une fonction de a, β, y, &, ou, si l'on veut, 
je dis qu'en faisant y =: o, d = o, on ne peut pas calculer 9 en fonc-

tion de a et β. En effet, y= ο, δ — ο donnent — = — = ~ = λ, 

et l'on a 
a — x3(r—λ2), β ?>·2)) 

6 = «JZ2(I — λ2)2; 

(ι — λ) peut s'éliminer, et l'on aurait 

αβζ2 = 9xy, βχ2 — ocy2. 

Si l'on diiférentie ces équations en laissant α et ρ constants, on doit 
avoir dQ — o. Or on a 

ζαβζιϊζ = 9dxy -t- xyd9, βxdx=aydy·, 

d& ne peut pas être identiquement nul; donc, enfin, 9 ne peut être 
fonction de a et β. 

c. Q. F. D. 
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