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Sur un théoréme de Poisson;

Par M. H. LAURENT.

Poisson, dans le Journal de PEcole Polytechnique (15° Cahier), a
montré que, Si &, ..., o, By, Baye.., B étaient les intégrales d’un
probléme de Dynamique dont les variables sont Pis Pareees @iy Gageeny
on avait identiquement, en appelant ¢ le temps,

d(e;y af)
=0

(i, [3;) —

de
AP, B) _ o.

——tl

dt

o,

On comprend toute I'importance du théoréme de Poisson. En effet,
si (a;, a;) e se réduit pas identiquement 3 une constante ou 3 une
combinaison des intégrales déja trouvées, ce ser~ une nouvelle inté-
grale. Les fonctions (2;, a;) ne sont pas les seules qui jouissent de cette
propriété remarquable de se réduire 4 des constantes, et jai déja
Doy @ayerey By Broeeey Bi)
D(q1; 92y« s Prs P2, -3 Pk)
méme-propriété, ce qui peut servir & déterminer la derniére intégrale
quand on connait les 24 — 1 autres.
Je vais prouver maintenant que la somme

prouvé que le déterminant Jjouissait de la

D(al, Syy Xy cc?) —0

(m) (a)‘, Oy Oy aP) =2 D(q,', 9js Pis Pj

1)
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jouit de la méme propriété. Je pose, pour abréger,

D(“u %2y “3,‘“4)

R, = DU @) @)
(71) 57" Dgn i Py P
duy, o doyy, —

d—qn—sn’ dpn

IR A]

En différentiant la formule (m), on a

de d
7 = 7 2B
i

de vdRy d da, dRy d da,
do_pilyddn  diyddn,
de ds} de dq; ds} dt dg;

i

ou

ce que I'on peut écrire

de 2 dRi d dzx, (lR,, d de, dRy d dx, dR;; d da,

dr ds; dedg; ' dst dedg; " dr; dedp;  di; de dp;)”
e

ou bien, en ayant égard 4 la formule suivante, o H est la constante

des forces vives, _
d dy. _ (dH
de dg; — \dq;’ % )

dRy; dRy (dH ARy (4 ARy (dH ,
2[ (d’ql )+ dit (dp‘ 0'5) + ds: (lq, 0 e dt; 7[;)_1-’ 0!;)]-

YA

Je dis que le second membre de cette formule est identiquement nul;
2

. . da’a .
en effet, il contient deux termes en Zidg; ' par exemple, le premier
iaqj

a pour coefficient
dR;; de,

— —

d.s dp; 0,

Pantre a pour coefficient

2 dRy de.
- ds; dp;
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2

d*H ont pour coefficients
dq: dp; P

Les termes en

dRg t& et Z dR; da,

Tk ds dg; dit dp;’

c’est-a~dire — R et <+ R. Leur somme est donc nulle; donc enfin

de
..—:0,

dt

et, par suite, © reste constant pendant toute la durée du mouvement.

11 est clair que la démonstration précédente peut étre généralisée.
Et si 'on pose

D(al, Cpy Cbyy Qoy Uy “E)

D(gs 4> 90 Pis Pi» P1)

(any @py Oyy Xpy gy ) =2
ijl

la quantité (o, @y, avy %, %y o) Sera encore constante pendant toute
la durée du mouvement. On arrive ainsi, comme cas particulier, & ce
théoréme, que le déterminant de toutes les intégrales est une con~
stante.

On peut s'assurer par un calcul direct que la somme de détermi-
nants dont je viens de parler ne se réduit pas identiquement 2 une
constante ou 2 une combinaison d’intégrales déja trouvées. Prenons,
par exemple, les équations canoniques '

zix'___x da:__x,
Fr T a4 T T
dy'__ . 11}'_ /
x=r w&=7r
i . __
rt—c’ EE’ P2

On vérifie aisément que

)

: — 2 2
ia—x — x'?,

7
B=y*—y* S=yi—z
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sont des intégrales; et si 'on forme

Z D(z, By 7, ) ,
Dix, =, ,5")
on trouve

(%3 — x'2')(yz — y'#') = const. = §.

Or je dis que 6 n’est pas une fonction de a, f, 7, ¢, ou, si Pon veut,

je dis qu’en faisant y == 0, ¢ = o, on ne peut pas calculer 6 en fonc-
4 ' r

tion de « et B. En effet, y=o0, d =0 donnent =L

z

L=
=I=1,

etl'on a
0= a(i—¥), B=r(—2)

6 = xyz*{1 — &*)*;
(r — 1) peut s’éliminer, et I'on aurait
afiz? = bxy, Pat=ay.

Si I'on différentie ces équations en laissant « et 5 constants, on doit
avoir df = 0. Or on a

2afzds = 0dxy + xydd, Pxdx=aydy;

d9 ne peut pas étre identiquement nul; donc, enfin, 6 ne peut étre

fonction de a et .
C. Q. E. D.

54

Tome XVII (2¢ série). — Dicennre :872.



