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Mémoire sur les pinceaux de droites et les normalies, contenant
une nouvelle exposition de la théorie de la courbure des

surfaces ;
Par M. A. MANNHEIM [*].

Les recherches optiques ont conduit & I'étude des systémes de
droites. Tous les géométres connaissent le théoréme de Malus géné-
ralisé par Dupin; mais ¢’est Hamilton qui, dans sa théorie Of systems
of rays, ale premier donné i cette étude tout le développement gu’elle
comporte. '

Dans un premiersupplément i cetie théorie, inséré dans les Transac-
tions of the royal Irisk Academy, Hamilton est arrivé a des propriétés
des pinceaux encore peu connues aujourd’hui. L’étude générale des
systémes de rayons rectilignes a été reprise analytiquement par Kum-
mer dans un beau Mémoire qui a paru en 1860 (t. 57 du Journal de
Crelle) : les Nouvelles Annales de Mathématiques , 2° série, en con-
tiennent une traduction faite par M. Dewulf.

Ce Mémoire renferme certaines propriétés trouvées par Hamilton
et d’autres que ce Géométre n’avait pas remarqueées. En terminant,
M. Kummer s’attache 2 montrer la relation intime qui existe entre
Pétude des systémes de rayons et la théorie de la courbure des surfaces.

Dans le présent Mémoire, jétudierai les pinceaux de droites d’une
fagon toute géométrique; non-seulement les propriétés des pinceaux
sont intéressantes, mais il est utile de les connaitre pour pouvoir em-
ployer les pinceaux comme élément dans les démonstrations, ainsi
que j’aurai I'occasion de le faire plus tard.

Actuellement j'étudierai les pinceaux en eux-mémes; pour cela
jlintroduirai les surfaces gauches formées respectivement par une
droite du- pinceau et chacune des droites infiniment voisines.

[*] Ce Mémoire a été présenté A I’ Académie des Sciences dans la séance du 16 mai 1870.
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Ces surfaces, que j'appelle élémentaires, seront représentées par. de
simples lignes droites : droites auxiliaires. C'est en 1864 [*] que jai
présenté a la Société philomathique la construction de la droite anxi-
liaire d’une surface réglée et 'emploi d'une ou plusieurs droites auxi-
liaires pour la démonstration de quelques propriétés de ces surfaces.

Dans le troisiéme Volume de son Traité de Géomeétrie descriptive,
M. de la Gournerie a exposé, en les étendant, les résultats que j’avais
communiqués sur ce sujet & la Société philomathique.

Malgré Pintroduction de la droitt‘a‘a;q,xiliaire dans un ouvrage didac-
tique, je crois utile de commencer ¢é Mémoire en rappelant ce qui est
relatif & cette droite.

Je considére ensuite les surfaces élémentaires d’'un pinceau repré-
sentées par leurs droites auxiliaires. Toutes les propriétés d’un pin-
ceau se démontrent alors aisément an moyen d’une figure plane, dans
laquelle apparaissent toujours une droite et une circonférence de
cercle. Cette figure permet de retrouver des propriétés connues et
d’autres entiérement nouvelles. A

Le pinceau formé par les normales infiniment voisines d’une surface
est trés-intéressant 2 examiner. Une surface élémentaire de ce pinceau,
surface que j’ai appelée normalie, représentée par sa droite auxiliaire,
donne lieu a une figure sur laquelle se trouvent groupés tous les’ ele-
ments relatifs  la théorie de la courbure des surfaces.

On est ainsi amené, non-seulement 4 une nouvelle exposition de
cette théorie, & de nombreux résultats dus 8 MM. Joachimsthal, Ber-
trand, Bonnet, Lamarle, Catalan, etc., mais encore & des propriétés qui
n'avaient pas été signalées dans les etudes si nombreuses faites sur ce

sujet.

§ I. — NorioNs PRELIMINAIRES.

De la droite auxiliaire.

Le Mémoire sur les surfaces engendrées par une ligne droite que
M. Chaslesa publié dans la Correspondance mathematique de Quetelet

{*] Séances des 2, 23 avril et 7 mai.
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t. X1, avait surtout pour objet de montrer les avantages que la théorie
du rapport anharmonique apporte dans I'étude de 1a Géométrie; I'éga-
lité de deux rapports anharmoniques donne, en effet, immédiatement
une expression de la loi de variation des plans tangents d’une surface
réglée.

Cette loi de variation des plans tangents est aussi mon point de
départ; mais j’abandonne tout de suite 'expression analytique de cette
loi pour sa représentation géométrique. C'est cette représentation qui
me donne ce que j’appelle la « droite auxiliaire ».

Prenons une génératrice G d’une surface gauche; tout plan mené
par cette droite touche cette surface an point ot il est rencontré par
la génératrice infiniment voisine de G, c’est-a-dire en un point unique.
Pour tout point de G on a pour plan tangent celui qui est déterminé
par ce point et par la génératrice infiniment voisine de G. Nous avons
donc des points sur la génératrice G et les plans tangents en ces points,
qui se correspondent de telle fagon qu’a un point correspond un plan
tangent et & tout plan mené par G ne correspond qu'un point de
contact.

Afin de fixer les positions de ces points et de ces plans, prenons pour
origines un point o sur G et le plan tangent en ce point 4 la surface
gauche; les points de la généralrice seront déterminés parleurs distances
4 0 et les plans tangents en ces points par leurs inclinaisons sur le plan
tangent en o.

Soient y la distance d’un point quelconque de G au point 0 et Y
'angle que font entre eux les plans tangents en ces points.

En vertu de la correspondance dont je viens de parler, on doit avoir

ytangY + 2y +ptangY + v =o,

dans laquelle A, y, v sont des constantes.

Cette relation satisfait 4 la condition de donner pour chaque va-
leur de y une direction bien déterminée pour le plan tangent au
point dont on prend la distance & 0, et pour toute valeur de Y une
seule valeur de y.

Remarquons maintenant que, 7 et Y devant s’annuler en méme
temps, la relation précédente ne doit pas renfermer la constante v.
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La loi de variation des plans tangents aux différents points de G
peut donc s’écrire

(r) ,2’+)tangY+p._o.
Posons
Yy .. .
tangY ~ %

cette relation devient
y+Ax +p=o,

équation d’une ligne droite A (fig. 1), p. 115, rapportée & G prise pour
axe des y et a la perpendiculaire menée du point o 4 cette droite prise
comme axe des x.

Pour un point quelconque o’ de A on a dans le triangle oaa’ :

oa = aa' tangaa’o
ou .
7 = x tangaa’o,

et comme y = x tangY nous voyons que l'angle aa’o n’est autre
que Y.

Mais P'angle aa’o est égal & I'angle xoa’; on aura donc I'angle Y
correspondant au point a, c’est-a-dire Pangle que le plan tangent en
a fait avec le plan tangent en o, en prenant I'inclinaison du rayon
vecteur oa’ sur |'axe des . 7

Ainsi, pour un point quelconque a de la génératrice G, on a I'angle
que le plan tangent en ce point i la surface gauche fait avec le plan
tangent en o en mesurant Pinclinaison sur 'axe des & du rayon vec-
teur obtenu en joignant ’origing o au_point &’ qui se projette en a.

La droite A au moyen de laquelle on peut construire les inclinai-
sons des plans tangents & la surface gauche représente géométrique-’
ment la loi de yariation exprimée par la relation (1). Nous l’appellerovs
droite auxiliaire relative au point o.

Lorsque le point a s'éloigne du peint o, y croit ainsi que Y. Sia
est arrivé en n le rayon vecteur correspondant est I'axe des j-.
Par suite, le plan tangent en ce point est perpendiculaire au plan
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tangent en o ou, en d’antres termes, le plan tangent en o est normal en
n. Ainsi:

Triorkme I. — Pour une génératrice G d’une surface gauche, la
droite auxiliaire A relative au point o coupe cette génératrice ai pomnt
ot le plan tangent en o est normal & la surface gauche.

Lorsque a sest éloigné indéfiniment, le rayon vecteur correspon-
dant est la paralléle 4 A menée du point o. L’inclinaison de A sur 'axe
des x est donc I'angle que le plan tangent au point qui est a l'infini sur
G fait avec le plan tangent en o. Le plan tangent 4 I'infini est normal
4 la surface gauche au point ¢ obtenu en projetant sur G le pied dela -
perpendiculaire oc’ abaissée du point o sur A. Ge point &, dont la con-
sidération est trés-utile, comme nous le verrons par la suite, a été
signalé pour la premiére fois par M. Chasles [¥] qui 'a nommé point
central. -

Nous désignerons avec Bour le plan tangent en ce point sous le nom
de plan central. D'aprés ce qui précede :

Tarorime IL. — Le plan central, pour la génératrice G, fait avec
le plan tangent en o un angle qui est mesuré par Uinclinaison sur
Uaxe des x de la perpendiculaire abaissée du point o sur la droite
auxiliaire relative a ce point.

Pour une méme génératrice d’'une surface gauche on a des droites
auxiliaires relatives aux différents points de cette droite. Dans tous
les cas, le point central est le méme sur G, puisque c’est le point de
contact de la surface gauche avec le plan mené par G perpendiculai-
rement au plan tangent & Dinfini. Si nous plagons notre origine au
point ¢, la dreite auxiliaire correspondante sera paraliéle a G, car
pour obtenir le point central nous avous vu qu'il fallait projeter sur G
le pied de la perpendiculaire abaissée de I'origine sur la droite auxi-
liaire relative 4 ce point.

La loi de variation des plans tangents, étant exprimée par I'équation
de la droite aaxiliaire, est donc dans le cas particulier ou Porigine est

au point central,
’ x =k,

[*] Correspordance mathématique de Quetelet (loc. cit.).

‘Tome XVII( 2¢ série). — Avrir 1872. (5
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k étant une constante, ou

Y
tangY

= -

On peut écrire tangY = % et I'on voit alors que:

*

Tatorime 1. — Un plan quelconque étant mené par une généra-
trice d’une surface gauche, la distance du point ot. il est tangent ¢ la
surface au point central c relatif & la génératrice est proportionnelle
@ la tangente trigonométrique de Uirclinaison de ce plan sur le plan
tangent en c. (CaasLEs [*].)

ILa constante & est appelée paramétre de distribution des plans tan-
gents. Elle se trouve construite sur la figure; elle est égale a cc’.

Puisque ¢ est un point déterminé de G, et que cc est une lon-
gueur constante, le point ¢’ est déterminé aussi. Donc :

TaEoREME IV. — Toutes les droites auxiliaires relatives aux dif-

Jérents points d’une méme génératrice passent par un méme point.

Ce point ¢’ étant connu, on ala droite auxiliaire A’ relative & un point
quelconque o’ en élevant du point ¢’ une perpendiculaire 4 la droite
qui joint ce point au point o'. ,

Proeriue I. — Connajssant trois points o, a, b d’une génératrice G
d’une surface gauche et les plans tangents en ces points & cette sur-

Jace, construire: la droite auxiliaire relative au point o, Uinclinaison
sur le plan tangent en o du plan tangent en un point quelconque de G,
le point central et le paramétre de distribution des plans tangents pour
la génératrice G.

Da point o (fig. 1), menons les droites oa’, ob faisant avec ox des
angles respectivement égaux aux angles que les plans tangents en a et
en b font avec le plan tangent en o. Ces droites rencontrent aux points @’
et b’ les perpendiculaires menées des points z et b 4 G : la droite A qui
joint ces deux points est la droite ausxiliaire relative au point o.

Au point quelconque e de G élevons la perpendiculaire ee’ sur cette
droite: 'angle xxoe’ mesure Pinclinaison du plan tangent en e sur le
plan tangent en o.

L*] Correspondance mathématique de Quetelet (loe. cit.).
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- Abaissons du point o la perpendiculaire oc’ sur cette droite : le pied
de cette perpendiculaire projeté en ¢ sur G donne le point central; la
distance cc’est le paramétre de distribution des plans tangents cherchés.

Fic. 1.

Le probléme I se trouve ainsi résolu. Je vais en donner une deuxieme
solution. Pour cela je vais établir ce théoréme qui plus loin nous sera
souvent utile :

TatoriMe V. — Du point central c sur une génerairice G d’une
surface gauche, on éléve une perpendiculaire cc’ égale au parameétre
de distribution des plans tangents a cette surface : I'angle sous lequel
on voit du point ¢’ un segment ba de G est égal a Uangle compris
entre le plan tangent en b et le plan tangent en a.

. c étant le point central sur la génératrice G d’une surface gauche,

et cc’ étant le parameétre de distribution, la droite auxiliaire relative au
point ¢ est la droite C menée du point ¢’ parallélement & G. L’angle
cc'a est égal alangle compris entre le plan tangent en c et le plan
tangent en a; de méme cc’'b est égal a 'angle compris entre le plan
tangent en ¢ et le plan tangent en b. Par suite, 'angle bc'a, différence
de ces deux angles, est égal 4 'angle compris entre le plan tangent en
b et le plan tangent en a.

Revenous 4 notre deuxiéme solution du probléme II. Nous connais-
sons les plans taugents aux trois points a, b, o, et les angles qu’ils
font entre eux. Décrivons sur oa un segment capable de 'angle que
le plan tangent en o fait avec le plan tangent en a. De méme pour o
et b : les deux circonférences ainsi déterminées se coupent au

15..
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point ¢'. Le pied ¢ de la perpendiculaire, abaissé de ce point sur G,
est le point central, et cc’ est le paramétre de distribution.

La droite qui joint le point ¢’ 4 un point quelconque e de G fait
avec cc’ un angle qui est égal 2 angle que le plan tangent en e fait

avec le plan central.
Au lieu de construire le point central et le paramétre de distribu-

tion, on peut se proposer de chercher :

Prosuime 11 — Quelles sont les expressions de la distance co et de
la longueur cc’, en fonction de ao, bo, et des angles que jfont, avec
le plan tangent en o, les plans tangents en a et b.

Prenons la droite G pour axe de y, et la perpendiculaire ox pour
axe des abscisses. Appelons a et b les ordonnées des points a’ et &/,
a et 3, les angles que les plans tangents en a et b font avec le plan

tangent en o. Les abscisses des points a’ et &’ sont 2 _ et —.
tanga tangf

L’égunation de la droite A est

I_L B S
. a b __tange  tangQ
F= 1 x 11
atangf btanga atangf b tanga

L’équation de la perpendiculaire oc’ est

. S 1
. a tangf b tanga
y=- I 1 x

a b

En résolvant ces denx équations par rapport'a x et y pour avoir les
coordonnées de leur point de rencontre ¢, on trouve

f 1 I\ (1 I

(mgz — wngp) (:-3)

I I 2 1 -
(a tang 8 3 tanga) + (; - Z)

1 1 L.
__ \tanga " tangP/ \btangz  «tangf

y ou oc= Y :
I I © I l
(atangp—' btanga) + (Z-b)

(a) - & ou ec'=

A
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On a aussi I'ordonnée A Vorigine
I . §

tangf - tanga

(&) on =2 :

atangf b tanga

I’abscisse & V'origine

1 1

_’__tanga:—tangﬁ

5y op=—T—7 "
a &

Lorsque les angles « et 8 différent d’un angle droit

tanga.tangf = —1
et l’'on a alors -

1 sin’a cos®a
(6) om a + 5
1 I/t I .
(7) Q_p—;(;—-3)81702“.

On peut encore arriver 4 la droite auxiliaire de la maniére sui-
vante.

Le théoréme III, que I'on démontre dans tous les cours de Géo-
métrie descriptive, va nous servir.maintenant de point de départ.

Soit G ( fig. 1) une génératrice d'une surface gauche. Au point cen-
tral ¢, élevons une perpendiculaire 4 G, et portons sur cette droite, a
partir_du pomt ¢, une Jongueur cc’ égale a la constante qui entre
dans I’énoncé du théoréme III.

L’angle cc¢’o, d’apres ce théoréme, est l’angle que le plan tangent
en o fait avec le plan tangent en c¢. De méme, on a pour le point a
Pangle que le plan tangent en ce point fait avec le plan central;
par suite, les p]ans tangents en a et en o comprennent entre eux
I'angle ac’o. Je méne du point o la droite oa, {alsant avec aa’, un
angle égal & cet angle ac’o. S e

De cette construction, il résulte que ies pomts oac'a appartlennent
a une méme circonférence; mais I'angle aga’ est droit : donc il en est
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de méme de I'angle oc’a’. Ainsi, le poini a’ est sur la perpendiculaire A,
menée du point ¢’ 2 oc’; comme le point a est arbitraire, tous les points
tels que @’ appartiennent 4 la méme droite A.

L’angle xoa’ est égal 4 'angle aa’o; mais celui-ci, dans la circon-
férence oac’a’, a méme mesure que P'angle ac’o. Nous voyons donc
que V’angle xoa’ est égal 4 I'angle que font entre eux les plans tangents
en a eten o.

Nous avons ainsi la droite auxiliaire A relative au point o, et nous
retrouvons la propriété que cette droite posséde de permetire de con-
struire les inclinaisons des plans tangents aux différents points de G sur
le plan tangent en o.

Enfin, voici une troisiéme maniére d’arriver a la droite auxiliaire.

Considérons une génératrice G ( fig. 1) d’une surface gauche (G),
et le paraboloide de raccordement le long de cette droite qui a, pour
I'un de ses plans directeurs, un plan perpendiculaire 4 G. On sait que
ce paraboloide a pour sommet le point central ¢ sur G, qu’il a méme
parametre de distribution pour la génératrice G et pour la génératrice
perpendiculaire & cette droite, menée du point c; enfin, que, sur cette
derniére droite, le point ¢ est aussi un point central.

Les deux systémes de génératrices de ce paraboloide sont des droites
perpendiculaires 4 G et des droites du méme systéme que cette géné-
ratrice.

Une quelconque des génératrices de ce dernier systéme entraine la
connaissance de tous les plans tangents 4 la surface (G) aux diffé-
rents points de G. Le plan tangent en un point @ de cette droite est,
en effet, le plan contenant G et la perpendiculaire a cette droite
issue du point a qui s’appuie sur la génératrice dont je viens de parler.
Mais cette génératrice du méme systéme que G nécessite 'emploi de.
denx plans de projection pour étre bien représentée de position par
rapport 4 G.-

Nous allons choisir parmi les génératrices de notre paraboloide
celle qui sera bien définie, au moyen d’une seule projection, sur un
plan tangent i (G). La projection de cette génératrice sera la droite
auxiliaire relative au point de contact de ce plan tangent.

Prenons pour plan horizontal de projection le plan tangent en o
i la surface (G), et pour plan vertical un plan perpendiculaire 2 G
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mené du point o. Sur le plan horizontal, toutes les génératrices du
méme systéme que G se projettent suivant les droites passant par un
méme point 7 situé sur G.

Soit zp la droite représentant les deux projections d’une méme
génératrice : cette droite est, comme je vais le montrer, la droite auxi-
liaire relative au point o.

Prenons un point a sur G. La génératrice passant en ce point, qui
est perpendiculaire & G, a pour projection horizontale aa’, et pour
projection verticale oa’. Le plan tangent en a a donc pour trace ver-
ticale oa’; et comme il est perpendiculaire au plan vertical de pro-
jection, poa’ mesurent 'angle qu’il fait avec le plan horizontal, c’est-
a-dire avec le plan tangent en o. Nous voyons donc déja que la
droite #p permel de construire les inclinaisons des différents plans
tangents aux points de G sur le plan tangent en o.

Cherchons le point central sur G. Pour cela, menons la perpendi-
culaire commune 4 G et 4 la droite projetée suivant np. La projection
verticale de cette perpendiculaire est oc’; sa projection horizontale
est cc’, et par suite, d’aprés ce que nous avons dit plus haut, son
pied ¢ sur G est le point central relatif & cette génératrice.

Cherchons le paramétre de distribution des plans tangents i la sur-
face (G) pour G.

Ce paramétre est le méme que pour le paraboloide de raccor-
dement, et, d’aprés ce que nous avons dit tout a I’heure, il est égal
au parametre de distribution des plans tangents 4 ce paraholoide pour
la génératrice dont les projections sont (oc’, c¢’). Le point central
sur cette droite a pour projection (0, ¢); le plan central est le
plan ¢’'oG; le plan tangent en ¢’ au paraboloide est déterminé par la
droite (oc’, cc’) et par la droite projetée en np : I'angle de ces deux
plans est 'angle de G et de la droite projetée suivant np.

Si nous désignons cet angle par &, le paramétre de distribution est
oc’
tangk
jection, & est le complément de 'angle que fait avec le plan vertical la

égal a - Comme G est perpendiculaire au plan vertical de pro-

droite projetée suivant zp. La tangente de ce dernier angle est-’;ﬁ:
np

. . oc’ X no
le paramétre cherché est donc ——
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Mais les triangles semblables onp et cc'o donnent%:i—z; intro-

. no ’ . N .
duisant cette valeur de = dans I'expression du paramétre, nous voyons

que celui-ci est égal 4 cc’. Nous retrouvons donc, pour la droite np,
les propriétés de la droite auxiliaire.

1 nous reste a voir comment est placée dans I espace la génératrice
projetée suivant np. Cette droite est dans le plan mené par op, et qui .
est également incliné sur les deux plans de projection. Ce plan, qui est
tangent en p & notre paraboloide, fait un angle de 45 degrés avec le
plan tangent en o. Nous voyons donc qu’on obtient la droite auxi-
liaire relative au point o, en projetant sur le plan tangent en ce point
la droite suivant laquelle notre paraboloide de raccordement est coupé
- par le plan mené par op, et faisant avec le plan tangent en o un angle
~ de 45 degrés.

On peut bien mener ainsi deux plans tangents; mais ils donnent
simplement deux droites symétriques par rapport 2 G. On peut em-
ployer I'une ou 'antre de ces droites comme droite auxiliaire.

Pour la génératrice op, o est le point central, op est le paramétre de
distribution, puisque le plan tangent en p fait un angle de 45 degrés
avec le plan tangent en o. Appelons o, un point situé sur op et infi-
niment voisin du point o; le paramétre de distribution op est la limite
du rapport de la distance oo, 4 I’angle compris entre le plan tangent
en o et le plan tangent en o,.

Si nous désignons cet angle par X, on a

’ __ 00
tefng X = 5’

et remplacant op par sa valeur (7), il vient

(8) . tangX = 3—:—‘(% - -:;) sinzqz.

Nous avons ainsi Pexpression de I'angle dont tourne le plan tangent

en o, lorsqu'on passe de ce point au point o,, étant donnés les plans.

tangents aux trois points o, @, b; les plans tangents en-a et b étant rec-
tangulaires. -
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§ II. — DEs PINCEAUX DE DROITES.

" Les droites que je considérerai sont celles qui sont déterminées par
la connaissance d’un de leurs points; toutes ces droites sont donc
assujetties a deux conditions.

En prenant une de ces droites et toutes celles qui lui sont infini-
ment voisines, on aura ce que j'appellerai un pinceau de droites.

Fadopterai I'expression de pincean, ainsi que plusieurs autres déri-
vant de I'optique. M. Kummer les a déja employées dans son étude
générale des systémes de rayons rectilignes.

Ainsi je dirai rayons d’un pinceau au lieu de droites d’un pinceau.

Coupons un pinceau par une surface quelconque (S); soit @ le point
ot cette surface coupe le rayon G. Prenons sur ce rayon deux points
b et c et portons sur tous les rayons du pinceau & partir des points ou
ils rencontrent (S) des longueurs constantes égales a ab et ac.

Les points tels que & appartiendront 4 unesurface (8), etles points
tels que ¢ & une surface (S),.

Les rayons infiniment voisins du pinceau peuvent étre considérés -
comme les différentes positions d’'une droite G que I'on déplace en
I’assujettissant 4 avoir trois de ses points a, &, ¢ sar trois surfaces
données : (S), (S):, (8)..

Tout autre point de G, pendant les déplacements de cette droite,
restera sur une surface que 'ai appelée surface trajectoire. 1l est facile
de voir que les normales aux surfaces trajectoires de tous les points
d’une droite issues des différents points de cette droite appartiennent &
une hyperboloide ["].

Cette hyperboloide admet deux génératrices réelles ou imaginaires
perpendiculaires & G. Les points f;, /. oul ces droites coupent G sont
des points dont les surfaces trajectoires (F),, (F), sont tangentes aux
rayons du pinceau. Nous arrivons ainsi cette propriété fondamentale:

TrEOREME VI. — Les rayons d’un pinceau sont tangents a deux
surfaces réelles ou imaginaires. (Macus) [**].

[*] Poir 1a Note placée a la fin de ce Mémoire.
[**] Journal de I’Ecole Polytechnique, 14° cahier.

Tome XVII (2¢ série). — AvaiL 1872, 16
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Nous appellerons ces surfaces surfaces focales. Les points de contact
d’un rayon avec les surfaces focales seront nommés foyers du rayon
et les plans tangents en ces points aux surfaces focales seront désignés
sous le nom de plans focaux (Kummer, loc. cit.).

C’est en nous appuyant sur le théoréme VI gu’an moyen de droites
auxiliaires nous allons trouver un grand nombre de propriétés des
plnceaux.

Soient G (fig. 2) ur rayon d’un pincean, f; et f; les foyers de ce
rayon. Quel que soit le rayon infiniment voisin de G, il détermine avec
cette droite un élément de surface gauche, surface élémentaire du pin-
ceau, donnant lieu 4 une droite auxiliaire relative 4 une origine prise
sur G.

Si nous prenons f; pour origine, les droites auxlhalres de toutes les
surfaces élémentaires passeront par un méme point f, puisque ces sur-

faces sont tangentes en f, et f; aux surfaces focales.

Fie. 2.

Tragons la droite auxiliaire fc" pour une des surfaces élémentaires
du pinceau, le point central sur G s’obtient comme nous savons, en
projetant en ¢ sur cette droite le pied de la perpendiculaire ¢’ abaissée
du point f, sur la droite auxiliaire fc', ¥

L’angle f; c'f étant droit, les points tels que ¢’ sont sur la c1rcoufe-
rence qui contient les trois poims fu, £, f.: : C e

Les points centraux, d’aprés cela, occupem. sur G Ia portion de cette
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droite qui est la projection du diamétre de cette circonférence. Nous
voyons donc que:

TukOREME VII. — Les points centraux de toutes les surfaces élé-
mentaires d’un pinceau se trouvent sur un segment déterminé du rayon
de ce pinceau. (KoMMER.)

M. Kummer appelle points limites les points c,, c,, qui limitent ce
segment de G. En appelant 2d la longueur de ce segment, ¢t ¢ Yangle
que font entre eux les plans focanx, on a, dans le triangle £, f, f:

Sife = 2dsing,
et 'on voit que :

 Tasorime VIIL. — La disiance focale est égale a la distance qui
sépare les points limites multipliés par le sinus de I’angle que font entre

 eux les plans focauzx.

" La surface élémentaire dont la droite auxiliaire est J¢’ a son para-
metre de distribution de ses plans tangents égal a cc’; de méme, pour
une autre surface élémentaire, on aura un point tel que ¢’ sur la cir-
conférence qui passe par les points f,, f,, f- On voit donc que :

TatorimE IX.— Si dans un plan passant par un rayon d’un pincean
on porte, sur des perpendiculaires a ce rayon élevées des points centraux
des surfaces élémentaires et a partir de cas points, des longueurs égales
aux paramétres de distribution de ces surfaces, les extrémités des lon-
gueurs ainsi portées sont sur une circonférence C passant par les foyers
du rayon.

Propriété remarquable qui subsiste pour un pinceau dont les foyers
sont imaginaires.

Les plans centraux correspondant aux points limites ont été nom-
més par M. Kummer plans principaux. L’angle compris entre ces plans
étant égal a ¢, f3c, est droit. Nous voyons deunc que :

TatoriMmE X. — Aux points limites les plans centraux des surfaces
élémentaires sont perpendiculaires entre eux. (KumMER.)

Appelons / la distance d’un point quelconque o de G au point cen-
tral ¢, I, et [, les distances du méme point 6 aux points limites, w
l"angle que le plan central en ¢ fait avec le plan principal en ¢,, sur
la figure o est égal a I'angle ¢ f,,¢; cuilangle ¢'c,¢c|.
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Dans le triangle ¢’¢,¢, on a

e,
I 7 2
c, ¢, =
172 ™ cose
mais
c’c,2 CcCy
COSw
on a donc
v ect
c.c, =
192 7 cogn
c'est-a-dire
l—1
L =t=t
Ii ) 2 cosgm’
ou
(9) [, eos?e + [,sin®0 = L

Cette élégante relation est due 4 Hamilton.

Menons, 4 partir du point o, une droite faisant avec G un angle 8.
Elle est coupée par les tangentes ¢, ¢, ¢,¢; et par la droite cc’ en des
points dont je désignerai les distances au point o par /', [, /. On a

I=10cosf
1, =1 cosf

© I, =1, cosB;
par suite, la relation (g) devient
I, cos’e + I, sin’e = /.

On peut déduire de 14 le théoréme suivant:

TatorimEe X1. — On donne ( fig. 3) une droite G, une circonférence C
et deux tangentes an, bm; paralléles entre elles : quelle que soit la
droite de paralléle a ces deux tangentes, on a

on cos’dba + om sin®*dba = one.

Ce théoréme nous sera utile plus loin.
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Un point central ¢ sur G ( fig. 2, p. 122) correspond & deux surfaces
élémentaires; les paramétres de ces surfaces sont cc’, cc”. Les plans cen-

Frc. 3.

traux de ces surfaces sont également inclinés sur les plans principaux,
puisque ’angle ¢'fic| est égal & l'angle ¢ f,c”. Ce dernier résultat
peut s’énoncer ainsi :

TakoriMe XIL. — Les plans centraux de deux surfaces élémentaires
ayant ke méme point central sont également inclinés sur les plans
principaux. A

Si I'on considére en particulier le point milieu de la distance focale,
point que nous appellerons avec M. Kummer centre du rayon, les
plans centraux des surfaces élémentaires ayant en ce point leur point
central sont rectangulaires. 7 '

On voitsur la figure que c¢’ < cc¢” est égal & ¢f, > ¢f2; on peut donc
dire : ‘

TaroriME XIII. — Dewx surfaces élémentaires ayant méme point
central sont telles yue le produit de leurs paramétres de distribution est
égal anproduit des distances de leur point central aux foyers du rayon.

On peut remarquer que les valeurs extrémes des paramétres de dis-
tribution des surfaces élémentaires d’un pincean correspondent aux
surfaces ayant le eentre du rayon pour point central.

Menous ¢’ ¢ parallélement & G: les points ¢ et e également éloignés
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du cenire du rayon sont les points centraux de deux surfaces élémen-
taires ayant méme paramétre de distribution. Les plans centraux de
ces surfaces sont évidemment également inclinés sur les plans centraux
des surfaces élémentaires ayant le centre du rayon pour point central.
On peut énoncer ainsi ce dernier résultat :

Tatorimr XIV. — Deux surfaces élémentaires d'un pinceau ayant
méme paramétre de distribution. ont leurs points centraux & égale dis-
tance du centre des rayons du pinceau et leurs plans centraux égale-
ment inclinés sur les plans centraux relatifs a ce centre.

Cherchons I'expression du paramétre de distribution c¢’ ou & d’une
surface élémentaire dont le point central est ¢ (fig. 2), en fonction
des valeurs extrémes k,, k, des paramétres de toutes les surfaces élé-
mentaires et de 'angle ¢ que le plan central de cette surface fait avec
le plan central relatif 4 la surface dont le paramétre est maximum.
Pourtrouver cetterelation, nous n’avons qu’a appliquer le théoréme XI,
en considérant les tangentes i la circonférence qui sont paralléles a
G, et la paralléle 4 cette méme droite menée du point ¢’; on a alors

(10) k= kicos*o + &, sin®*p,

relation tout a fait analogue a la relation (g).

Prenons un segmentde G et les plans tangents aux extrémités de ce
segment & une surface élémentaire, I'angle compris entre ces plans
est ce que M. Kummer a appelé I'angle de déviation relatif au seg-
ment.

Si nous considérons le segment oa (fig. 2) et la surface élémentaire
dont le point central est cet le paramétre cc’, 'angle de déviation pour
ce segment, d’aprés le théoréme V, est égal & 'angle ac'o.

Les angles de déviation pour un méme segment qui correspondent
a toutes fes surfaces élémentaires da pintean sont-donc les angles
sous lesquels on voit ce segment des différents pomts de la'circonfé-
rence C. Les points pour lesquels on obtiendra les valeurs extrémes de
cet angle sont évidemment les points de contact avec C des deux cir-
conférences menées par les points a et 0. )

A un angle de déviation donné correspond, pour uné méme surface
élémentaire, une infinité de segments. Nous allons considérer les seg-
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ments ayant méme origine sur G, correspondant 4 un angle de dévia-
tion donné, et relatifs 4 toutes les surfaces élémentaires du pinceau.
Nous nous proposons de chercher la relation qui existe entre Yun
quelconque de ces segments et les segments de valeurs extrémes.

Soient o ( fig. 4) 'origine des segments sur G, et B 'angle de dévia-
tion donné; pour construire un des segments, on joint le point 0 4 un
peoint quelconque ¢’ de la circonférence C, et 'on méne la droite ¢’a
telle que Pangle ac’o soit égal & B: oa est 'un des segments.

Fie. 4.

Girconscrivons une circonférence au triangle oc’a : cette circonté-
rence est tangente en o A une draite menée du point o qui fait avec G
angle donné f. On peut dire que les segments cherchés sont inter-
ceptés sur G par des circonférences tangentes en o a cette derniére
droite. ,

Par suite, on aura les valeurs extrémes de ces segments en prenant
parmi toutes ces circonférences -celles qui sont tangentes a G : dési-
gnons par R,, R, ces valeurs extrémes.
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Cherchons I’angle que le plan tangenten o, & la surface .élémentaire
dont le point central est ¢ et le paraméire cc’, fait avec le plan prin-
cipal relatif au point limite ¢,. Le plan tangent en o a cette surface
et le plan focal en f, comprennent entre eux un-angle dont la mesure
est la moitié de 'arc f,d. Le plan focal en f, fait avec le plan prin-
cipal en ¢, un angle dont la mesure est la moitié de Varc f,c,. L'angle
que nous cherchons, et que je désignerai par &, & ‘donc pour mesure
la moitié de V'arc ¢, d. On voit alors que V'angle ¢, ¢'; d est égal 4 a.

Ce que nous nous proposons de trouver c'est I'expression de oa en
fonction de a, Ry, R,.

Pour cela transformons par rayons vecteurs réciproques les circon-
férences qui donnent les segments tels que oa en prenant le point o
pour pdle de transformation et la puissance de telle facon que la cir-
conférence C soit transformée en elle-méme. Les circonférences que
nous transformons, étant tangentes entre elles au péle de transforma-
tion, deviennent des droites paralléles entre elles faisant avec G
I’angle f. Les circonférences qui ont donné les segments R,,R, devien-
" nent les tangentes i C paralléles & la direction commune de toutes ces
droites. Ces tangentes [, I, ,I; touchent G en I, I, aux extrémités

d'un diameétre de G qui fait avec G un angle égal a; - B.

La circonférence oac’ se transforme en une droite ed paralléle aux
tangentes dont je viens de parler. En appliquant le théoreme X1, on a

ol,sin?l,lyd + ol, cos*l; I, d = oe;
mais

ol,.R, —ol, . R, = oe X oa = const.
On a alors '

sin?/, l',d + costl lyd 1,

(). TR, R,  oa

mais I'angle 7

| | tle
Lid=1llc,+a= " +a

St 2.

car l'angle I [,c, est la moitié de JYangle-que I [, fait avec o ¢,
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la relation précédente devient donc

T
; B - P
cos? (a -+ sin®\ « -+
\ 2 2 1

(12) R, -+ = —»

qui est la relation cherchée.
Cette formule trés-élégante est due 4 M. Kummer.

Lorsque 3 est égal & gs cette formule devient

cos’e _ sin’z 1
R TR, oa
qui avait été donnée par Hamilton. Les extrémités des segments cor-
respondant A cette déviation sont Lorigine o, el les points ot les plans
tangents aux surfaces élémentaires en o sont nOrMaux a ces mémes
surfaces.
On peut énoncer ainsi ce dernier résultat :

Tasorime XV. — Si un plan, passant par un rayon G d’un pinceau,
tourne autour de cette droite, il touche successivement en 0 les surfaces
-élémentaires du pinceau : les distances du point o aux points ou il est
respectivement normal & ces surfaces sont données par la relation

cos?ax sin?x

I
) R, R, ’

p étant la distance du point o au point ox le plan tangent en o a une
des surfaces élémentaires est normale & cette méme surface; R, et R,
étant les valeurs extrémes de p, a étant I'angle que le plan correspon-
dant & p fait avec Uun des plans principaux du pinceau.

La relation (1), qui nous a donné la formule (12), de M. Kummer,
exprime le théoréme de Géométrie élémentaire qui suit:

TagoriMe XVI. — On a deux circonférences tangentes entre elles
en o (fig. 5) et tangentes & une circonférence C. On trace une troi-
siéme circonférence tangente avx deusx premiéres en o, elle coupe G
au point e; on joint le point o au point e, cette droite coupe G au
point d. On mene le diamétre Im de G parallélement & la ligne des

Tome XVH.(QE série). — AvaiL 1872, 17



130 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

centres des trois autres circonférences. On a, quelle que soit la droite ok
menée du point o et quel que soit le point e sur C,

3 cos*mid sin*mld I
(l ) ok + og ~ oa
Fre. 5.

Reprenons la droite G du pinceau (fig. 6) et la circonférence C;
tracons des circonférences tangentes en o 2 G et tangentes 4 C; nous

Fic. 6.

avons ainsi deux circonférences coupant ox au point p,, p,. Tracons
une troisiéme circonférence tangente en o 4 G rencontrant C au point¢’

¢t la droite ox au point p.
En appliquant le théoréme précédent, on a

cos:m”m'd + sin?m”m’ d

1
2 op: P
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- Mais 'angle m”m'd est égal 4 - 4 + «, puisque 'angle ¢\ ¢, d est égal
4 «. On a donc

(14) ops -+ Opz - Op‘

Nous savons que op est égal 4 ; X (p.120); si 'on marche tou-

jours perpendiculairement 4 G, 4 partu' du point o, de la méme lon-
gueur infiniment petite oo,, en appelant X,, X, les valeurs extrémes

de X, la formule (14) devient
(15) tang X = cos?® (cc -+ %) tangX, - sin? (a -+ %) tangX,,

ou simplement, en prenant les angles infiniment petits pour les tan-
gentes,

(16) X = cos? (a -+ E) X, + sin® (0. + Z) X,.

Cette formule donne I’angle dont tourne le plan tangent en o 4 une
surface élémentaire, lorsqu’'on marche, 4 partir de ce point, sur cette
surface, perpendiculairement au rayon et d’une quantité infiniment
petite en fonction des valeurs extrémes que cet angle peut acquérir.

Appelons X' la valeur de X lorsqu’on remplace dans la formule (16)

@ par o -+ E; on a alors évidemment
X+ X =X, +X..

On peut donc énoncer la propriété suivante :

TaroriME XVII. — On prend dans un pinceau deux surfaces
élémentaires perpendzculazres entre elles au poznt o5 le plan tangent
en ce point & chacune de ces surfaces, lorsqu’on -marche sur chacune

d’elles d’une méme longueur infiniment petite, perpendiculaire & G,
tourne respectivement d’un certain angle : la somme algébrique de ces
- deux angles est con.rtante Y quelles que sozent les surfaces élémentaires

‘consideérées. (STUR’\I N

-[*] Mémoire sur la vision (Comptes rendus, année 1845,).

17..
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Pour terminer ici ce qui concerne les pinceaux, je vais faire voir
que les valeurs extrémes qui entrent dans les différentes relations pré-
cédentes correspondent toujours 4 des surfaces élémentaires rectan-
gulaires 4 I'origine o.

Pour déterminer ces valeurs extrémes, nous avons toujours eu 2
construoire des circonférences tangentes en o 4 une certaine droite oz

(fig. 7) et tangentes i C.

Fi6. 7.

Les points de contact avec C s'obtiennent de Ia maniére suivante :
on méne le diamétre de la circonférence G qui est perpendiculaire A
la droite of; on joint les extrémités de ce diamétre au point o; ces
droites coupent C aux points de contact cherchés. Ce sont ces points
qui, projetés sur G, donnent les points centraux des surfaces elemen-
taires donnant lieu 4 des valeurs extrémes.

Je dis que ces deux surfaces élémentaires sont rectangulaires en o;
I'angle que le plan tangent en o 4 'une d’elles fait avec le plan focal f,
est égal & f,¢’0; I'angle analogue pour 'autre est f,¢'o, ét la différence
de ces deux angles, comme on le voit par leur mesure, ¢ est bien egale
a un droit.

§ IAII._' ~ Des NORMALIES,

Le pmceau que nous allons maintenant étudier est celul qui est
composé de normales & une surface.
Les surfaces élémentaires de ce pinceau sont des éléments de nor-



PURES ET APPLIQUEES. 133

malies. Y'ai appelé ainsi le lieu des normales & une surface qui s’ap-
puient sur une courbe tracée sur cette surface.

Il résulte du théoréme VI que toutes les normales qui constituent
le pinceau que nous allons étudier sont tangentes 3 deux surfaces.

Mais, comme rien ne prouve que ces surfaces soient réelles, je vais
reprendre par une autre méthode la démonstration de cette propriété
des rayons de ce pinceau, démonstration qui fera bien voir que les
foyers sont réels.

Pour cela, je ferai usage de ce theoreme relatif aux deplacements
d’une figure de forme invariable qui reste assujettie 4 quatre con-
ditions :

TarorkME XVIII. — Lorsqu'une figure de forme invariable se
déplace de maniére que quatre points restent sur quatre surfaces don-
nées, a un instant quelconque, les normales, issues respectivement des
points de la figure, aux sug‘aces tra]ectozres de ces points rencontrent
- deux mémes droites [*].

Supposons que trois points, a, b, ¢, d’une figure de forme invariable
restent sur une méme surface (S) et qu'un quatriéme point e de la
figure se déplace sur une surface (E). Pour déterminer les deux
draites, que j'appellerai D et A, qui entrent dans I’énoncé précédent,
il suffit de construire les deux droites rencontrant 4 la fois les normales
issues des points a, b, ¢, e aux surfaces sur lesquelles se déplacent ces
points.

Lorsque les pomts & et ¢ se sont rapprochés indéfiniment du point a,
la figure mobile est alors assujettie, pendant son déplacement, & avoir
un de ses plans (P) tangent en un point @ de ce plan  une surface (S),
le point e restant tonjours sur la surface (E).

Les deux droites D, A rencontrent maintenant trois normales mﬁm—
ment voisines de (S) et la normale 4 la surface trajectoire du quatrxeme '
point . Mais le déplacement de la figure mobile est le méme, quels
que soient les pomts infiniment voisins du point & que I'on éousidére
sur’le plan (P). Les deux droites D, A doivent donc étré rencontrées par V
toutes les'normates & (S) issues des pointsinfininient voisins du pomta '

Les plans passant par la normale en aet par, chacune des drmtes D’

[ ] Poir1a Note placee i1a fin de ce Mémoire.
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et A sont donc tangents 2 toutes les normalies a (S) dont les direc-
trices sont des courbes tracées sur cette surface a partir du point «.

La normale A en a, qu’'on peut regarder comme une droite de la
figure mobile, décrit donc, pendant tous les déplacements, des sur-
faces ayant deux mémes plans tangents. Les deux droites D, A sont les
deux axes simultanés de rotation au moyen desquels on peut obtenir
ces déplacements. '

De I'existence de ces déplacements et de la possibilité de les obtenir
au moyen des droites D, A, on peut déji conclure que ces droites sont
réelles. Mais je vais encore montrer ce résultat comme une consé-
quence du théoréme XVIIL.

La propriété des normalies 4 (8) antour du point @ d’étre tangentes
entre elles aux deux mémes points situés sur la normale A, points que
je désignerai par f,, f,, est indépendante de la position de la surface (E).
Si cette surface vient a changer, les droites D et A seront différentes,
mais elles passeront toujours par les deux mémes points f;, f,. Il suffit
donc, pour montrer que ces points sont réels, de faire voir qu’on peut
construire un couple de droites réelles, telles que D, A. Ces droites
sont des génératrices de ’hyperboloide qui a pour directrices trois
normales 4 (S); elles passent par les points oti cette hyperboloide est
rencontrée par la normale en e & (E). Nous pouvons toujours disposer
de cette derniére normale pour avoir, avec ’hyperboloide, des points
de rencontre réels. Nous avons donc alors des droites D, A, et des
points f;, fo qui sont réels.

Examinons maintenant la situation des plans tangents en ces points
a toutes les normalies, plans tangents qui sont les plans focaux du
pinceau.

Ces plans sont, comme je 1'ai_déji dit, les plans menés par la nor-
male A et par les droites D et A. Mais, parmi les déplacements de A,
il y en a deux qui sont obtenus par de simples rotations autour de
chacune des droites D et A. En tournant autour de D, la droite A doit -

- engendrer une surface dont le plan tangent doit étre le plan (4, Ay
~ De:la résulte que les plans (A D) et (A A) sont perpendxculaxres'
‘entre eux.-
- Nous pouvons mamtenant énongcer plus compietement 1e theo— )
réme VI en disant: - 8
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TrtorEME XIX. — Lorsqu'un pinceau est formé par les normales &
une surface, les foyers sont réels et les plans focaux sont perpendi-
culaires enire eux.

Nous avons aussi ce théoréme:

TrforiME XX. — Parmi les surfaces élémentaires d'un pinceau de
normales, il y a dewx normalies développables; ces normalies se cou-
pent a angle droit.

Propriété que Monge a énoncée ainsi [*] :

Takorime XXI. — Toute normale & une surface courbe est toujours
rencontrée par deux autres normales, infiniment voisines, placées dans
deux plans normauax, rectangulaires entre eux.

Nous venons de voir (théoréme XX) qu’a partir d’un point sur une
surface il y a deux directions rectangulaires pour lesquelles on a des
normalies développables.

Si 'on prend les lignes tracées sur (S) qui jouissent de cette pro-
priété : que les normalies dont elles sont les directrices sont dévelop-
pables, on aura les lignes signalées pour la premiére fois par Monge
et qu’il a appelées lignes de courbure. Les lignes de courbure se ren-
contrent toujours & angle droit, ainsi que les normalies développables
dont elles sont les directrices. Il est facile de voir que les lignes de
courbure d’une surface de révolution sont les méridiens et les paral-
léles et que les lignes de courbure d’une surface développable sont
les génératrices de cette surface et leurs trajectoires orthogonales.

Revenons au pinceau de normales.

Puisque ses plans focaux sont perpendiculaires entre eux, en vertu
du théoreme VIII, la distance focale est égale 4 la distance des points
limites. Il résulte de la que la circonférence G, caractéristique du pin-
ceau de normales, a pour centre le centre du rayon de ce pinceau.

Reprenons les propriétés générales des pinceaux et examinons ce
qu’elles deviennent lorsqu’on se place dans ces conditions nouvelles.

C ayant son centre sur G, on voit alors que les points limites sont
confondus avec les foyers; les plans principaux sont aussi confondus
avec les plans focaux. Le théoréme IX nous donne alors celui-ci :

1*]1 Application de I’ Analyse a la Géométrie.
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Tasorime XXII.-— Dans un plan passant par une normale G
d’une surface, on:porte sur les perpendiculaires a cette droite, menées
des points centraux de toutes les normalies contenant G, et a partir
de ces points, des longueurs égales au paramétre de distribution des
plans tangents & ces normalies : les extrémités de ces perpendiculaires
appartiennent a une circonférence dont le centre est surG.

Pour interpréter géoméiriquement des résultats obtenus pour un
pincean quelconque, je vais d’abord établir le théoréme suivant :

TuioriME XXIIL — Si & partir d'un point o sur une surface (S) on
trace une courbe quelconque et quon prenne cette courbe comme direc-
trice d’une normalie, le plan tangent en o a cette surface lui est normal
au centre de courbure correspondant au point o de la section suivant
" laquelle il coupe (S).

Appelons (s) la courbe d’intersection de (S) et du plan tangent en o
4 la normalie, et o, le point de cette courbe infiniment voisin de o, les
plans normaux en o et o, se coupent suivant une droite qui passe
par le centre de courbure de (s). Cette droite est la caractéristique
du plan normal en o4 (s) copsidéré comme se déplacant en restant
normal 4 cette courbe. : )

Cette caractéristique passe par le point ot le plan normal en 0 4 (s)
touche la normalie [*], et comme ce point de contact n’est autre que le
point ot le plan tangent en o 4 la normalie est normal i cette surface,
le théoréme est démontré. : :

]'_;g; théoréme XV qui a conduita larelation

EETOE S La . gostw | osinta L .
(r7) PR TR
nous donne alors maintenant-la.valeur du rayon dé courbure d'une
section normale faite: duins- une surface (S), en -fonction des valeurs
extrémes de.cerayon. = - -0 o - 7 [T C

D’aprés la construction: dennée pour trouver: ces. valeurs extrémes,
nous.voyons que R, est égal a.0f7et R, estégal wofy fi et f, sontpar
rapport a.(S) les centres de courbure principaux -correspondant ‘au

>

T T

[*] En verlu de ce théoréme : Lorsqu’un plan mabile_passe successivement par les
différentes génératrices d’une surface réglée, sa caractéristique, & un instart quelconque,

passe par le point ot il touche cette surface.
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point o et les rayons de courbure R, et R, qui sont, I'un maximum et
autre minimum, parmi tous les rayons de courbure des sections
déterminées dans (S) par des plans normaux a cette surface en o, sont
désignés-sous le nom de rayons de courbure principaux. Nous pou-
vons dire :

Trsorime XXIV. — Les plans focaux d’un pinceau de normales
sont les plans qui déterminent des sections pour lesquelles les rayons
de courbure sont I'un maximum, ’autre minimum.

Par répport a (S), ces plans focaux sont désignés sous le nom de
plans des sections principales. Nous pouvons maintenant, en employant
ces expressions, énoncer la propriété importante suivante :

TasoriMe XXV. — A partir d’un point o sur une surface (S), on
trace des courbes quelconques que I’or prend pour directrices de norma-
lies & (S); toutes ces normalies sont tangentes entre elles aux centres de
courbure principaux de (S) qui correspondent a o; les plans tangents
communs en ces points sont les plans des sections principales menées
par la normale en o. '

Larelation (17), que 'on doit A Euler, permet de déterminer lerayon
de courbure d’une section normale; cherchons comment on peut
trouver le rayon de courbure d’'une courbe quelconque E tracée i
partir du point o sur (8).- :

‘Soit 0, un point infiniment voisin du point o sur la courbe E. Les
plans normaux & cette courbe, menés des points o et o,, se coupent
suivant une droite perpendiculaire au plan osculateuren o dela courbe
donnée; le pied de cette droite sur ce plan osculateur est le centre de
courbure de la courbe E correspondant au point o.

Cette droite d’intersection est la caractéristique du plan normal en
o considéré comme se déplagant en restant normal 4 la courbe E. Cette’
caractéristique passe par le point oti le plan normal en o a la courbe
donnée touche la normalie 4 (S) dont E est la directrice [*].

Ce point de contact, étant le point ot le plan normal a (S) mené
tangentiellement 4 la courbe E est normal 4 cette normalie, n’est autre
que le centre de courbure de la section déterminée dans (8) par ce
dernier plan, (Théoréme XXIIL.) :

{*] En vertu du théoréme €noncé au bas de la page précédente.
Tome XVH (29 série). — Mar 1872, 18
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On voit donc que:

Tutortme XXVI. — Le centre de courbure de la courbe E tracée
sur (S) et qui correspond au point o est lax projection, sur le plan
osculateur de cette courbe en ce point, du cenire de courbure de la
sectior. faite dans (S) par le plan normal d cette surface mené tangen-
tiellement en o a E. ‘

Ce théoréme, dit & Meusnier, permet de déterminer le rayon de
courbure en un point d'une section oblique d’une surface lorsqu'on
connait le rayon de courbure de la section normale qui lui est tan-
gente en ce point. ’

Reprenons larelation d’Ealer : supposons quw'on remplace dans cette
relation

p par Ad?, R, parla® et R, par 162,

on a alors

N I cos?a sin? .
(18) 5= =

o2 at b7

Cette équation représente-une conique.

Construisons cette courbe et plagons-la sur le plantangenten 0 4 (S)
de fagon que son centre soit en o, el que son grand axe soit dans le
plan de Ja section principale dont le rayon de courbure est maximum,
cetle conique, dont on doit fa considération 2 M. Dupin, est désignée
sous le nom d'indicatrice. Un plan normal en o a pour trace sur le
plan tangent en ¢e point a (S) un diamétre de cette conique. La'racits
carrée de ce demi-diamétre est proportionnelle au rayon deé cotrbure
de la section que ce plan détermine avec (S). Cest ce qu’il est fatile
de voir en comparant les équations (117) et(r8) - - . - .

Lorsque, pour un point o, les centres de courbure principaux sont
sur la normale en o d*'un méme c6té-de ce point; Findicatrice est une
ellipse. - s T DU

Lorsqu’ils sent de part et-d’smtre du point, I'indicatrice est-une
hyperbole et la surface est en ce point & courbures opposées. Enfin,
lorsque Fun des centres de cenrbure. principaux est & l'infini; 1'in~
dicatrice se compose de deux droites paraHeéles. Cette girconstance se
présente toujours pour les surfaces. développables, puisque les géné-
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ratrices de cette surface forment un systéme de lignes de courbure.
Faisons usage de la courbe indicatrice. Prenons une courbe quel-
couque sur (8), la normalie correspondante et la droite auxiliaire
de cette surface relative au point f, (fig. 8).
Cette droite auxiliaire doit passer par f,, puisque les plans focaux
sont rectangulaires : soient f; ¢’ cette droite et o le pied de la normale
G sur {S). Le plan tangent en o 2 la normalie fait avec le plan tangent

Fie. 8.

en f,, et par suite avec le plan qui contient le grand axe de l'indica-
trice en o, un angle qui est égal & z f,0'; le plan central de la normalie
fait avec le méme plan tangent en f; I'angle xx f,¢'. Le produit des tan-

o 0o’ . g R . R, b2
gentes de ces angles est ;{—,; X 7 c’est-a-dire R—:; mais ii’f =~ en appe-
1

pelant a et b les deux axes de I'indicatrice en 0. Nous voyons donc que :

Tasorime XXVII. — Latangente enoa la directrice d’une normalie
et la trace du plan central de cette surface sur le plan tangent en o sont
deux dimnétres.corzjugue's de Uindicatrice en ce point.

La trace du plan central est évidemment paralléle 3 la perpendicu-
laire commune aux deux génératrices infiniment voisines G et G, de
la normalie. Ces deux génératrices étant respectivement perpendicu -
laires aux plans tangents 4 ($) menés des [?ieds o et o, de ces droites,
cette perpendiculaire est elle-méme para]lele‘e A Pintersection de ces
deux plans tangents. Nous voyons alors, ’aprés le théoréme précéd ent,
que :

- Tarorime XXVIII. — La droite d’intersection du plan tangent en o
et du plan tangent infiniment voisin en o, est conjuguée de oo, par

rapport a Uindicatrice de la surface en o. q
10,,
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Cette droite d’intersection qui est tangente  (S), et la tangente oo,
sont deux fangentes conjuguées{*]; ces tangentes sont ainsi désignées
parce que, si 'on prend les plans tangents en deux points infiniment
voisins situés sur ’une de ces tangentes, .ces. plans se cunpent stiivant
P'autre.

1l résulte de ce théoréeme que :

Tarorime XX1X. — Lorsqu'une surface tfeueloppable est circon-
scrite & une surface quelconque, ses génératrices sont les tangentes
conjugudes des tangentes a la courbe de contact. - (Dupin.)

Le rayon de courbure d'une section normale en un point o, qu'on
pect obtenir au moyen de Vindicatrice en ce point, se construit ‘trés-
facilement 4 I’aide de la droite auxiliaire de la normalie qui a pour
directrice cette section. Effectuons cette construction : soient G (fig. 9)
la normale au point o, et f,, f; les centres de courbure principaux sur G.

Fig. 9.

Menons du point o la dreite o f; faisant avec ox Pangle a que le plan
de la section normale fait avec le plan de la section principale qui'con-
tient le grand axe de l'indicatrice. Ce dernier plan est tangent en f,.
La droite auxiliaire relative au point o de fa normalie que nous con-
sidérons passe done par:f; : : : -

Comme le plan tangent en f, est perpendmulalre au plan tangent en

foy elle passera aussi au point de rencontre des perpendiculairesf, f; ,
of 4G et a af,. Cette droite est donc f; f, et, d’aprés lethéo- -
réme XXIII, le pomt r ou elle rencontre G est Ie centre de c0urbure
cherché. v .

A partlt‘ du pmnt o0 sur (S) traqons des cou‘rbea quelconqueé ‘et

-3

[*] Duer : Développements de Géometrie. .~ R
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prenons ces courbes pour directrices de normalies. Ces surfaces ont,
sur un méme plan, pour droites auxiliaires relatives au point o, des
droites telles que la portion interceptée sur chacune d’elles, par les
perpendiculaires 4 G menées des centres de courbure principaux, est
vue du point o sous un angle droit.

Ces droites enveloppent donc une conique ayant pour .foyer le
point o et la droite G pour I'un de ses axes.

Lorsqu’il s'agit d’un pinceau quelconque et non plus d’un pmceau
de normales, lenveloppe des droites auxiliaires des surfaces élémen-
taires relatives & un méme point o dirayon G est toujours une conique
ayantpour foyer le point o et pour 'un de ses axes la droite qui va du
point o au centre de la circonférence C, car les droites auxiliaires
sont les perpendiculaires élevées des points de C aux lignes qui joignent
ces pomts au point o. . '

La conique enveloppe des droites auxiliaires pour les normalies qui
composent un pinceau de normales est une hyperbole pour les surfaces
convexes, une ellipse pour les surfaces 4 courbures opposées et une
parabole pour les surfaces développables. -

Lorsque cette conique est une ellipse, on peut mener dans ce cas, et
dans ce cas seulement, deux tangentes & cette courbe parallélement i
G. Ces tangentes sont deux drou’es aux1halres qui rencontrent G 2
Vinfini. e

Nous voyons donc que, pour les surfaces 4 courbures opposées, il
existe, & pagtir d’un peint.o, deux directrices telles que les plansnor-
maux -qui les contiennent donnent lleu a des sections-dont le rayon de
courbure. est infini. - : S

‘En nous repertant & ce que nOUS avons du de l’mdacalnce, ces di-
rections sont celles des asymptotes de I'indicatrice en 0. Les courbes
qui, en ¢hacnn de leurs points,. sont fangentes & une asymptote de
Vindicatrice-ont. été appelées par M. Dupin lignes asymplotiques. Sur
les surfaces. gaucbes, les génératriees sont des:lignes asymptotiques.

_Reprenons, & partir du_ point ¢ sur (8), une directrice quelconque
et la normalie correspondante. Appelons toujours G la normale en o,
et o, un.point de -vette courbe infiniment .voisin du point-e; consi-
.dérons le parabholoide.de. raccordement 2 la-normalie le long de la
normale G, dont I'un des plans directeurs est perpendiculaire 2 G.
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Le plan tangent en o 4 ce paraboloide est le plan normal a (S) qui
contient o,; le plan tangent en o; est le plan normal qui passe par le
pied de la perpendiculaire, abaissée de o, sur G. En négligeant la
distance de ce point au point o, nous pouvons.dire que le plan tangent
en o, 4 ce paraboloide est le plan normal 4 (8) qui contient le point o.

D’apres ce qui précéde (p. 120), en appelant ds la distance oo,-et §
I'angle que font entre eux ces plans tangents, on a

(19) =2 -I———-L‘)sin'm
9 : =7\R K, ’

« étant toujours I'angle que le plan tangent en o 2 la pormalie fait
avec le plan de la section pringcipale qui contient le. grand aze de Pin-
dicatrice en o.
ds
On a aussi 0 = —1 op étant toujours I'abscisse & 'origine deladroite

auxiliaire de la rnormahe relative au point o.

L’angle 8, que font entre eux les plans normaux en o et o, et qui
contiennent ces points, peut étre mesuré par I'angle que la normale
au point o, fait avec le plan normal Goo,.

L’expression de cet angle, donnée par la formule (19), est due 4
M. Bertrarid, qui en a déduit le théoréme suivant :

TarorkMi XXX. — Si en un point A, pris sur une surface, on méne
une normale AZ, puis que, parle point A, on fasse passer sur la sur-
face devxilignes perpendiculaires sur lesquelles on prenne des lon-
gueurs infiniment petites égales AB, AC, la normale au point B fera,
avec le plan ZAB, un angle égal a celui que la normale au point C fera
avec le plan ZAC; en outre, les deux normales seront toutes derx dans
U'intérieur de Uangle diédre des plans ZAB ZAC on toutes deux en
déhors de cet angle [*].

Nous retrouverons plus loin le méme (hé"é)ré'r"ﬁ“e.'

On -arrive directement & la formtﬂe (19) de la mamere smvanle :

R

9 étant égal 2 5;, calculous op. e e
On a ﬂg 9) (p- 149), S
_Zaire fof | = airepof] — airepof, ,

9 Journa;lglfé:;ﬂfézﬂt;émaﬁquzs, t. IX, 1™ série.
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ou
of | X of, = op.of| cosa — op.of, sina,
qu’on peut écrire

1 cosa sina
. op - of’z Of’! ’
mais
' R,
I
= - g = =3
f‘ cos«’ f2 sing’
on a donc
I sinzcosa sinecosa 1 /(1 1 sinaz
op R, R, T 2\R. R, !

~ qui donne l'expression déja trouvée pour 6.
Supposons que la directrice de la normalie sur (S)soit une asympto-

Fie. 0.
|
I LA
""'
4 .\\ B =
Fofrmmei 11

tique; la droite auxiliaire relative au point o est paralléfe a G et 'on
a (fig. 10}
d’onr
(20) op = VR, R,.
op, dans le cas actuel, est le paramétre de distribution de la normalie.
Nous avons donc ce théoréme :

Tneoreme XXXI. — Le paramétre de distribution des plans tan-
gents a une normalie dont la directrice est une ligne asymptotigue

est une moyenne proportionnelle entre les rayons de courbure prin-
cipauz. (Ossiax Bonver [*]).

op*=pf X pfy=RR,;

[*1 Mémoire surla theone generale des sur;faces (Journal de I’ Ecole Polytechnigue,
32¢ cahicr),



144 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Nous voyons aussi (fig. 10) que le point o est le point central sur G;
par suite :

TaroriME XXXII. — Lorsqu une ligne asymptotique est directrice
d'une normalie, elle est la ligne de striction de cette surface.

La relation (20), qui existe lorsque la directrice de la normalie est
une ligne asymptotique, est applicable a une surface gauche quel-
conque lorsque I'on prend pour directrice une generatnce méme de

(p. 120) est

la surface. Mais, pour une surface gauche, op ou tangx

Pabscisse 4 I'origine de la droite auxiliaire de cette surface relative au
point o.

Nous voyons donc :

TaroriMe XXXIII. — La drozte auxiliaire d une surface gauche
quelcongue, relative & un point o d’une génératrice G de cette surface,
rencontre lu perpendiculaire élevée du point o & G en un point p, dont la
distance & o est moyenne proportionnelle entre les rayons de courbure
principauz de la surface gauche en o. (DE 1A Gournerir) [*].-

D’aprés cela, on déterminera la moyenne proportionnelle entre les
rayons de courbure principaux en un point e de la génératrice G d’une
surface gauche, en construisant la droite auxiliaire relative & ce point
et en prenant P’abscisse 4 I'origine de cette droite.

On joint ( fig. 11) le point e an point ¢, qui a été obtenu aide
du point central ¢ et du parametre cc’; la perpendiculaire ¢'e’ 4 la

Fic. 11,

o

droite ec’ coupe la perpendiculaire ee’ 3 G au point ¢/, extrémité du
segment ec’ qu'il fallait déterminer. En appelant y la distance ec et £

{*) Traité de Géomeétrie descriptive, 3¢ partie, p. 44.
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le parameétre, on a

ee' ec’

. @ o
d’ou )
ee’ ou JRR,= -L:‘_A.’ NE
au point central ¢, on a simplement k. -

Au point i, on le plan tangent en ¢ 2 la surface gauche est normal &
cette surface, le produit des rayons de courbure principaux est égal
au carré de i’ mais i’ > ee’ = ei*; donc :

Tatorime XXXIV. — Aux points e et i, ot un plan est tangent et
normal & une surface gauche, le produit des rayons de courbure prin-
cipaux est égal a la quatriéme puissance de la distance et qui sépare
ces points.

Sur la fig. 10 (p. 143), nous avons trouvé op = VR, R;, en consi-
dérant une normalie ayant pour directrice une asymptotique de (8);
mais, d’aprés ce que nous venons de dire, op est aussi moyenne pro-
portionnelle entre les rayons de courbure principaux de la normalie.

Donc: ' '

Takorime XXXV. — Lorsque la directrice d’une normalie est une
ligne asymptotique d’une surface, le produit des rayons de courbure
principaux de -cette normalie en chaque point de cette directrice est
égal au produit. analogue pour la surface au méme point. '

Prenons pour directrice d'une normalie une géodésique; cette courbe
a alors en chacun de ses points son plan osculateur normal a (S).

L abscisse 4 origine de la droite auxiliaire de cette normalie, rela-
tive au pied o de la normale G, est égale, comme nous le savons,
. 00, :

a tangX

00, est I'arc infiniment petit de la géodésique; X n’est autre que

I'angle de deux plans‘osculateurs ‘de cette courbe, infiniment voisins.

00 . .
_%_ dans le cas actuel, représente donc le rayon de seconde ‘cour-

tangX .
bure dela géodésique.

*1 Lamarce : Exposé géométrique du calcul différenticl et du calcut intégral; p. 495.
Pose § ClL 9

Tome XVII (2¢ série). — Mar 1872, 19
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Eu appelant r ce rayon, il est égal 4 op; le rayon de courbure est
égal & on. Ces deux rayons (fig. 12) sont liés par la relation

r= ptangonp = p tango,

% étant I'angle que le plan central fait avec la directrice de la nor-
malie, c’est-2-dire I'angle de cette directrice avec sa direction con-
juguée.

Fis. 12, Fic. 13.

@

Supposons tracée sur le plan tangent en o I'indicatrice en ce point
et le rayon vecteur om (fig. 13) tangent 2 la géodésique. I’aungle ? que
ce rayon fait avec sa direction conjuguée est égal & ¢mo. On a

p = hom?;

on a donc

2 __pP__ 7

om=ITA tangg
d’ou
r

om X ot = 33

donc - -
Trroreme XXXVI. — Le triangle omt rectangle en o, dont le

cOté om est tangent en o a une géodésique tracée sur (8), dont Uhypo-
ténuse mt est tangente en m & Uindicatrice relative au point o, a son
aire proportionnelle aw rayon de seconde courbure de cette geéodésique.

Si la directrice de la normalie tracée sur (S) est quelconque, on a
le théoréme suivant :

Treoritme XXXVIL. — L'aire du triangle omt , construit comme
dans Uénoncé précédent, est proportionnelle & la racine du produit des
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rayons de courbure principaux en o de la normalie qui a pour directrice
une courbe tangente en o a om.

Cherchons a interpréter la formule (g), lorsqu’il s’agit de nor-
malies :

Soient toujours o et o, deux points infiniment voisins de la directrice
d’une normalie 4 (S). oo, est conjugué de la direction de la perpendi-
culaire commune aux normales G et G, a (8), issues des points o et o,.
Projetons (S) sur un plan perpendiculaire 4 cette derniére direction.
Le cylindre projetant touche (S) suivant une courbe qui contientoet o,,
et la ligne de contour apparent de (S) sur notre plan de projection est
une section droite de ce cylindre.

Appelons G’ et G| les projections des normales G et G,; ces droites
sont des normales, infiniment voisines, du contour apparent de (8) sur
le plan de projection : elles se coupent alors au centre de courbure de
cette courbe. Mais ce centre de courbure est la projection du point
central de la normalie : nous voyons donc que la longueur  est le rayon
de courbure de la courbe de contour apparentde (S). On voit de méme
que [, et [, sont égales aux rayons de courbure principaux de (S).

La formule (9}, que nous écrirons [ = R, cos® w + R, sin®s,
exprime donc le rayon de courbure du contour apparent d’une sur-
face en fonction des rayons de courbure principaux [*].

On déduit de cette derniére formule le théoréme suivant :

Tutorime XXXVIII. — La somme des rayons de courbure des con-
tours apparents d’une surface sur deux plans rectangulaires entre eux
et perpendiculaires & un plan tangent fixe de celte surface est con-
stante, quels que soient les plans rectangulaires sur lesquels on effectuc
les projections.

Occupons-nous maintenant de I’angle des deux normales infiniment
voisines G et G,. Désignons toujours par o et o, les pieds de ces nor-
males; par c le point central sur G de la normalie 4 (S), dont oo, est la

[*] Je suis déja arrivé i cette relation dans mon Mémoire sur la transformation par
polaires réciproques des propriétés relatives aux rayons de courbure. (Journal de
Mathématiques, 2° série, t. XL}

19..
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directrice, et par ¢ 'angle que do, fait avec le plan central ou avec sa
direction conjuguée.

Fic. 14.

Appelons dp la plus courte distance de G et G,, do I'angle de ces
droites, k le paramétre de distribution de la normalie, et y la dis-
tance oc, ona (fig. 14) . .. .. -

tangtp = %;
mais- A : '
k= %,
on a donc A
fanqu = f‘;" .

oo, étant perpendiculaire & G, dp = 00, cosg; par suite -

. . 00,8iD o0
(21) o de = ! ? = -——:.‘,
y oc

. . . ,V ) k N .
en remplagant oo, par ds il vient do = — ["].

! . ; ; ds , : :
[*] 11 résulte de cette formule do— —; que, lorsqu’une droite G se déplace ¢n res-

tant normale & la trajectoire d’un de ses puints, les arcs parcourus par les différents
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L’expression de do peut étre mise sous la forme connue; on a en
effet

1 — I T
o -;-‘7'; -+ ;—Fa
ou
1 _ cos’a  sin%a,
T R TR
par suite
(22) do = cos:“ ﬂ;;‘f
1 2z
On a encore
I 1 8
o am T

et si la directrice de la normalie est une géodésique dont les deux
rayons de courbure sont g et r, il vient

(23) | dc:ds\/—;;+ 1,

En rapprochant la formule do = %’; de celle déja employée :
d6 = %, on voit que
op

do __oc .
To = 55 = COS9;
de la la propriété suivante :

Tasorime XXXIX. — Langle de deux normales a (S) issues des
points infiniment voisins o, o, est égal a U'angle des plans normaux qui
contiennent ces deux points divisés par le cosinus de I'angle que
fait o, o, avec sa direction conjuguce. :

points de cette droite sont entre eux: comme les distances de-ces- points € Pextrémité de
la perpendiculaire & G, menée du point central de la surface engendrée par cette
droite, perpendicalaire dont la longueur est celle du paramétre de distribution des
plans tangents & cette surface. :



150 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

(é—': ou 017 est ce que M. Gilbert appelle la flexion de (S) suivant oo, [*].
La relation (22) donne I'expression de la flexion suivant une certaine
direction en fonction des valeurs extrémes de cette flexion.

Si la surface donnée (S) est une surface développable, I'un des
rayons de courbure principaux est infini et la droite auxiliaire pour
une normale quelconque est alors perpendiculaire 4 o f; . On voit
donc :

Tatorime XL. — Quelles que soient les courbes tracées & partir
d’un point o sur une surface développable, les normalies correspon-
dantes auront pour point central sur la normale en o le centre de
courbure principal de la développable.

L’enveloppe des droites auxiliaires correspondant 4 toutes ces nor-
malies est, sur un méme plan mené par G, une parabole dont le foyer
est en o et dont la tangente au sommet est la perpendiculaire f; I
a G. Toutes ces normalies ont méme plan central, puisqu’elles ont
méme plan tangent au point qui est 4 I'infini sur G. Ce plan central
commun est le plan normal a la développable mené par la généra-
trice qui passe au point o.

Fig. 13.

S
3 P
I/‘
v
3 z

Si la courbe tracée sur la surface développable est une ligne géodé-
sique, la normalie correspondante est le lieu des normales principales
de cette courbe. Mais une courbe gauche quelconque étant toujours

[*] Mémoire sur la théorie géncérale des lignes tracées sur une surface quelcongue.
(Mémoires de I’ dcadémie de Belgique, t. XXXVII.)
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une géodésique de la développable enveloppe de ces plans rectifiants,
il nous suffit pour étudier la surface, lieu des normales principales
’une courbe gauche, de considérer la normalie 4 une développable
ayant pour directrice une géodésique de cette surface.

Si nous nous placons dans ce cas (fig. 15), on est le rayon de pre-
miére courbure de la géodésique et I'on a pour I'angle de deux nor-

- . .« . I I‘ .
males infiniment voisines de cette courbe do = ds \/? + 5 On voit

aussi que 'on obtient le point central f, sur une normale G de la
courbe gauche en portant on égal 4 p sur cette normale, op égal 4 r s
la perpendiculaire élevée du point o & G et en projetant en f; sur (i |«
pied de la perpendiculaire abaissée du point o sur np.

La distance o f, est égale &

ofy "

on

b

ou

+ ==

hy-

R

Le paramétre de distribution f, f, est égal a

r

1 X ’

At

. Le plan central fait avec le plan tangent 4 la normalie en 6, C’est-i-

dirve avec le plan osculateur de la courbe gauche, Pangle po f; dont la
, P . R .

tangente est égale a o Mais le plan central, d’apreés ce que nous venons

de dire, contient la génératrice de la développable qui passe en o, et
cette droite n’est autre que la droite rectifiante de Laucret; nous
voyons donc que la droite rectifiante d’une courbe gauche fait uved

r . .
cette courbe un angle dont lu tangente est -- Ajoutons, comme il est
p

facile de le voir, que le produit des rayons de courbure principaunr d
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la surface liew des normales prinbz'pales d’une courbe gauche au centre
de courbure de cette courbe est égale a a ot que le produit des rayons

de courbure principaux en o et . est p* (Théoreme XXXIV) [*].
On voit tout de suite sur la figure qu'entre p, r, &£ on a la relation

-+

I

-
| -

I
¢
Avant d’étudier ce qui concerne deux normalies considérées simulta-

nément, je vais rappeler tout ce que la fig. 16 contient comme repré-
sentation géométrique d’éléments relatifs 4 la courbure d’une surface.

Fie. 16.

G est la normale au point o 4 une surface (S), f;, f2 sont les centres
de courbure principaux de cette surface; la circonférence décrite sur
/+ f» comme diamétre est caractéristique du pinceau des normales infi-
niment voisines de G; une normalie, dont le point central est ¢ etle
paramétre cc’, a pour droite auxiliaire relative au point o la perpendi-
culaire np menée du pointc’ & oc'.

n est le centre de courbure de la section déterminée dans (S) par le
plan normal & cette surface, mené tangentiellement en o 4 la directrice
de la normalie dont np est la droite auxiliaire.

L’angle de la normale G et de la normale infiniment volsme, qui

ds
est une génératrice de cette normalie, -est égal & —-

[*] Catarax : Recherches sur les surfaces gatches.



PURES ET APPLIQUEES. 153
;Ic—, représente ce que M. Gilbert a appelé la ﬂgxz’on de (S) suivant
l'arc ds.
& st Pexpression de l'angle que M. Bertrand a considéré le pre-
P

L]
mier et qui n'est autre que I'angle de deux plans normaux de (S) qui
passent par deux points infiniment voisins.

N . . . T ’
Par rapport 2 la directrice de la normalie : — représente ce que
op

M. Picart a appelé la forsion geodésique [*].

op est une moyenne proportionnelle entre les rayons de courbure
principaux de (S) en o.

Par rapport & la directrice de la normalie op représente aussi ce que
M. de la Gournerie a appelé paraméire de déviation | ™.

poc' est I'angle de la directrice de la normalie et de sa direction
conjuguée.

Si I'on considére la géodésique tangente i la directrice de la nor-
malie, o est le rayon de premiére courbure de cette courbe et op le
rayon de seconde courbure.

Propriétés relatives & des normalies considérées simultanément.

Soient toujours G ( fig. 17) la normale en o d’une surface (S), f, et f;
les centres de courbure principaux.

Considérons toutes les normalies & (S) qui contiennent G et pre-
nons f; pour origine des droites auxiliaires de ces surfaces.

Ces droites auxiliaires passent toutes par f;. Tragons les deux droites
auxiliaires fc', f,¢'. Les surfaces correspondantes auront des plans
centraux, faisant avec le plan focal en f, des angles qui sont x foc'
x fe'; ces plans centraux font donc entre eux l'angle e'f.c’. Nous
voyons donc que : - :

Tugorime XLI. — L’angle, sous lequel on woit d’un point de la
circonférence G Uarc compris entre les points ¢' et ¢', qui se projettent

[*] Essai d'une théorie géométrique des surfaces (Thése).
[**] Traité de géométrie descriptive, 3° partie.
Tome XVII (2¢ séri€). — Mart 1872, 20
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sur G aux points centraux de deux normalies, est égal & I’ angle que
Jont entre eux les plans centraux de ces surfaces.

Les plans tangents en o a nos deux normalies font avec le plan focal
en f, des angles qui sont f,c’0, foe’0. Par spite ils font entre eux un
2 gies q 2C¢ 0y Jo 311

Fie. 17.

angle dont la mesure est la moitié de 'arc dg. Cet angle n’est autre
que I'angle des directrices des normalies. On voit donc que:

Tarorime XLII. — L'angle des directrices des normalies en o est
Dangle sous lequel on voit, d'un point de la circonférence C, l’arc gd
compris entre les points ot les droites oc’, oe', coupent C.

En joignantle point o de G aux points ¢/, ¢ on déterminera, comme
nous venons de le dire, I'angle que font entre eux les plans tangents
aux deux normalies au point o. .

Les valeursextrémes de cet angle correspondent aux valeurs extrémes
de €'oc’, et celles-ci s’obtiennent en prenant, pour sommet des angles
tels que ¢ oc’, les points ot G est touché par des circonférences
passant par les points ¢’ et €.

La droite ¢ ¢’ coupe évidemment G au point pour lequel les plans
tangents aux normalies font entre eux un angle égal 4 celui que font
entre eux les plans centraux de ces surfaces.

Prenons le point de rencontre z de Ja¢' avec f, ¢'. Ce point projeté
en ¢ sur G donne le point ot le plan central de la normalie dont le
point central est e touche la normalie dont le point central est c.
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Mais si ’on prolonge f,e’ jusqu’a sa rencontre avec f, ¢’ on obtient
le point ¢ qui se projette au méme point e puisque les angles f, ¢’ f,
et f, ¢ f, sont droits. Donc:

Trtortme XLIII. — Deux normalies quelconques sont toujours telles
que le plan central de Uune touche Uautre au point ot le plan central
de celle-ci touche la premiére.

Considérons la surface paralléle a (S) qui passe par £ Supposons
qu’on prenne pour directrices de nos deux normalies les traces de ces
surfaces sur cette surface paralléle 4 (S) : je dis qu’en £ ces directrices
sont deux diamétres conjugués de l'indicatrice en ce point.

Ceci est évident, si I'on remarque que le plan tangent en Z 4 'une
de ces normalies est le plan central de I'autre (théoréme XXVII).

D’apreés cela, si I'on prend & partir d’'un point ¢ la directrice d’une
normalie dont la droite auxiliaire est f;¢’ on aura la droite auxiliaire
de la normalie dont la directrice est conjuguée de la directrice de la
premiére, en opérant de la maniére suivante:

On joint le point f, ( fig. 17) au point ¢ ot f, ¢’ coupe la perpendi-
culaire fu 2 G : cette droite rencontre la circonférence C en un point e’
qu’il suffit de joindre & f, pour avoir la droite auxiliaire demandée.
Nous désignerons sous le nom de normalies conjuguées deux nor-
malies ayant pour directrices deux courbes dont les tangentes a leur
point de rencontre sont deux tangentes conjuguées.

Reprenons deux normalies quelconques et considérons leurs direc-
trices sur une surface (S) passant au point o (fig. 17). Appelons ¢
Pangle que font en ce point ces deux directrices : cet angle est égal
a de'g. Appelons g I’angle que font entre eux les plans centraux des
deux normalies : cet angle est égal & e'dc’. Dans le triangle ode’
on a:

oc! __siny
od ~ sing’
mais
od < oc’ = R,R,,
donc
! ! ine
(a4) vl

20..
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relation entre les flexions d’une surface suivant deux directions arbi-
traires [*].

Si les normalies sont conjuguées on a simplement oe’ < oc’ = R, Ry,
comme on peut le voir directement sur la fig. 18.

On peut interpréter de la maniére suivante la relation (24).

Nous savons que I'on a

de T

ds oc’,
do étant Pangle des deux normales 4 la surface (S) menées des extré-
miiés de Pare ds. On a de-méme

doy 1

ds; ~ o€

La relation (24) peut donc s’écrire :

ds>< ds, siné

T de < da, siny.

Menons une surface paralléle & (S) par le point o’ de G (fig. 17).
Cette surface est rencontrée par les deux normalies suivant deux
courbes faisant entre elles un angle ¢". On a, comme précédemment,
en employant les némes notations avec des accents

ds < dé, sind - .

th 1{12_— = do X dG'{ siny.
Les quantités qui entrent dans le second membre ne changent pas

si I’on prend les mémes normales infiniment voisines de G. Onadonc:

dsX Ciﬁ Sin!; . R(R,
47 ds smd  R,R,

Mais ds < ds, sind est le double de l'aire du triangle infiniment
petit qui a pour cbtés ds et ds,. On voit alors que le rapport des aires
des triangles infiniment petits, déterminés par les directrices des deux

[*] Cette relation a été donnée par M. Gilbert (loc. cit.).
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normalies sur (S) et (S") est constant, quelles que soient les deux
normalies que ’on considére. Si’on trace autour du pointo une courbe
infiniment petite, les normales 2 (S) issues des points de cette courbe
détermineront sur (S') une courbe infiniment petite autour de o, et
nous voyons, d’aprés ce que nous venons de dire, que les aires de ces
deux courbes sont entre elles comme les produits des distances des
points o et o’ aux foyers du rayon G. Ceci s'étend évidemment & un pin-
ceau quelconque; nous pouvons donc dire, en remplagant (8) et (S)
simplement par des plans perpendiculaires 4 G, que :

Tasorime XLIV. — Les aires des sections failes dans un pinceau
par deux plans perpendiculaires au rayon sont entre elles comme les
produits des distances de ces plans aux foyers du rayon. (KuMMER.)

Voici maintenant quelques propriétés des normalies conjuguées;
jappellerai, avec M. Lamarle, distance centrale d'une normalie la
distance comprise sur une normale entre le point central et le pied de
cette normale. En faisant usage de cette expression, j'énoncerai le
théoréme suivant:

TasorimE XLV. — Le produit du rayon de courbure de la section
normale & (S) qui est tangente & la directrice d’une normalie par la
distance centrale de la normalie conjugude est égal au produit des
rayons de courbure principaux. (LAMARLE.)

fi¢' (fig. 18) étant la droite auxiliaire d"'une normalie, f, ¢’ estladroite
ausiliaire de la normalie conjuguée en o. :

Les droites oc’, oe' étant également inclinées sur i fz? les triangles
rectangles onc’, o¢'e sont semblables ils donnent:

on __ oe
od - oe
d’on
on < oe =oc’ X o¢' = R R,.
Done
on X oe = R(R,,

ce qui exprime le théoréme 4 démontrer [*].

[*] La démonstration de ce théoréme, i Paide de Pindicatrice, est trés-simple aussi,
si Pon se reporte & la remarque qui a permis d’interpréter géoméiriquement la rela-
tion (g).
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Joignons le point ¢’ au point e'; appelons # le point de rencontre de
cette droite avec G; les points coezforment une division harmonique;
-on a alors

Mais le point ¢ est fixe quelle que soit la direction de Jic'. Donc :

Takorime XLVI. — La somme des inverses des distances centrales

de deux normalies conjuguées autour d’un méme point est constante.
(JoacHimsTaAL [*].)

Fig. 18.

On voit tout de suite sur la fig. 18 'exactitude du théoréme suj-
vant:

TaeortMe XLVIL. — Les paramétres de distribution de deux nor—
malies conjugudes sont entre eux comme les distances centrales de ces
normalics, et leurs carrés sont entre enx: comme les produits des rayons
de courbure principaux de ces surfaces au point o.

Au lien de prendre des droites auxiliaires relatives au point £, on
peut prendre pour origine le point o lui-méme. On trouve alors que
les droites auxiliaires qui correspondent 4 deux normalies conjuguées
sont également inclinées sur G.

Prenons (fig. 19) le point o pour origine afin d’étudier deux nor-
malies rectangulaires en ce point,

[*] Journal de Mathématiques, 17 série, t. XIIL
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Soient toujours f,, f, les centres de courbure principaux de (S) sur G.
Le plan tangent en o fait avec le plan tangent f,, pour I'une des norma-
lies, 'angle xo f] ; le plan tangent en o, pour I'autre normalie, fait
alors, avec le méme plan tangent en f;, I'angle o f} : les droites of, et
of | étant perpendiculaires entre elles, puisque les normalies sont rec-
tangulaires.

Les droites auxiliaires des deux normalies rectangulaires sont donc

fifs Ji

On voit tout de suite sur la figure que

I I
an orn R[ R1
Donc :

TukorimMe XLVIIL. — En un point o d’une surface, deux sections
normales perpendiculaires entre elles ont la somme de leur courbure
constante.

On voit aussi que op = op'. Cette relation donne le théoréme de
M. Bertrand,'y page 142, ainsi que le théoréme suivant :

Tatorine XLIX. — Pour dewx normalies rectangulaires en o,
le produit des rayons de courbure principaux de ces surfaces est Iz
méme en ce point.

En rapprochant ce résultat de celui que nous avons obtenu au théo-
réme XXXV, nous voyons qu’on peut dire :

TaforiMe L. — Les lignes asymptotiques d’une surface (S) et
leurs trajectoires ortlzogonales sont les directrices de normalies ayant
en chaque point de (S) le produit de leurs rayons de courbure prin-
cipaux égal au produit analogue pour (S).
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On peut aussi étudier les normalies rectangulaires en o en prenant
(fig. 20) le point f, pour origine. Pour obtenir alors les droites auxi-
liaires de deux normalies rectangulaires, on méne un diamétre de GC;
on joint les extrémités de ce diamétre au point o; ces droites cou-
pent C aux points ¢, ¢'; enfin on joint ces deux points au point f;.

On obtient les droites auxiliaires de deux normalies dont les plans
centraux sont rectangulaires, en joignant f, aux extrémités d’'un dia-
métre de C. Les tangentes en o aux directrices de ces normalies sont
les lignes allant de ce point aux points de contact avec l'indicatrice
en o de deux tangentes rectangulaires entre elles.

T16. 20.

Si I’on marche dans deux directions ainsi déterminées, on voit tout
de suite, sur la fig. 20, que la somme des inverses des carrés des flexions
de (S) est constante.

Je n’énumérerai pas un plus grand nombre de propriétés des nor-
malies; celles que j'ai fait connaitre montrent assez avec quelle faci-
lité ces propriétés découlent de la considération de la circonférence
caractéristique d’'un pinceau de normales. Un tel pinceau est déter-
miné, lorsqu’on connait les normales élevées des foyers aux surfaces
focales; ces deux droites suffisent donc pour déterminer géométri-
quement tous les éléments relatifs & la courbure d’une surface; elles
tiennent lieu de Vindicatrice de M. Dupin.

Nous ne doutons pas qu’en leur adjoignant de nouvelles droites on
warrive a la représentation d’éléments d’ordre supérieur.
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NOTE.

Je vais démontrer le théoréme sur lequel je m’appuie page 121 afin
de mettre sous les yeux du lecteur tout ce qu'il lui est nécessaire de
connaitre pour suivre mon exposition et pour lui permettre de bien
voir que ma théorie géométrique de la courbure des surfaces a pour
base des propriétés tout i fait élémentaires.

Considérons le segment ab d’une droite D; assujettissons les points
a et b a parcourir deux courbes données (), (b). Le déplacement de
a b est ainsi bien défini; lorsqu’on considére seulement le déplace-
ment infiniment petit, on sait qu'il peut étre obtenu, et cela est trés-
facile 4 voir, au moyen d’une rotation autour de la droite A intersec-
tion des plans normaux a (a), (b) qui sont menés des points a et b.

Un point ¢ quelconque de D décrit pendant le déplacement de cette
droite une trajectoire dont le plan normal passe A. On peut alors
énoncer le théoréme snivant :

TarortME LI, — Les plans normaux aux trajectoires de tous les
points d’une droite D se coupent suivant une méme droite A.

A est la droite conjuguée de D; nous verrons tout 4 'heure pourquoi
M. Chasles a ainsi désigné cette droite [*]. Considérons maintenant une
droite D et quatre points a, b, ¢, e sur cette droite; supposons que
Pon déplace la droite D de fagon que les points a, b, ¢, e restent sur
quatre surfaces directrices (A), (B), (C), (E). D engendrera alors une
surface réglée; pour un déplacement infiniment petit elle aura une
certaine conjuguée A. Cette droite, d’aprés le théoréme précédent, doit
rencontrer les normales A, B, C, E aux quatre surfaces directrices qui
sont issues des points @, b, ¢, e; elle est donc déterminée. Au moyen
de A on a tout de suite la tangente 2 la trajectoire d’'un point quel-
conque de D.

Si nous prenons trois points, a, b, ¢ sur D, lorsque 1'on assujettira

[*] Proprictés géométriques du mouvement infiniment petit d'un corps solide libre
dans Uespace. (Comptes rendus, 1843.)

Tome XVII 2¢ série). — Mar 1872, 2t
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ces trois points a rester sur les trois surfaces (A) (B) (C), cette droite D
pourra, i partir de la position qu’elle occupe, décrire une infinité de
surfaces réglées.

Les trajectoires d’un point i de D pour tous les déplacements qu’on
peut donner & cette droite appartiennent 4 la surface trajectoire (I)
du point i. La normale I menée du point i & cette surface est normale
a toutes les trajectoires du point Z; elle doit donc rencontrer toutes
les conjuguées de D relatives & tous les déplacements de cette droite.
Mais ces conjuguées sont les lignes qui rencontrent les trois normales
A, B, G et qui forment alors un hyperholoide, la droite I qui les ren-
contre toutes est la génératrice de cet hyperboloide qui passe par le
point z.

Nous avons ainsi démontré ce théoréme déja énoncé :

Ta¥orime LIL — Les normales aux surfaces trajectoires de tous les
points d’une droite appartiennent & un hyperboloide.

Je retrouverai tout & I’heure une antre démonstration de ce méme
théoréme lorsque j’aurai établi le théoréme relatif aux normales aux
surfaces trajectoires de tous les points d'une figure de forme inva-
riable. :
Pourarrivera ce théoréme, on établit d’abord ce lemme bien simple:

Tatorime LIII. — ZLorsgu'une droite est normale & la trajectoire
d’un de ses points, elle est normale aux trajectoires de tous ses points.

De ce lemme résultent les propriétés suivantes :

TratoriME LIV. — Les plans normaux aux trajectoires de tous les
points d’un plan passent par un méme point de ce plan.

Considérons en effet un plan (P) dont le déplacement est défini
ainsi: @, point de ce plan, décrit une trajectoire (@); b, autre point du
plan (P), décrit une trajectoire (4); enfin un troisi¢éme point (c) se
déplace sur une surface (G). Les plans normaux en a et 4 ont pour
traces sur (P) des droites qui se coupent en £, Chacune des droites af,
bf, étant normales 4 la trajectoire d’un de leurs points, jouit, en
vertu du théoréme précédent, de la méme propriété pour tous ses
points, le point f, qui appartient & chacune d’elles, déerit donc un



PURES ET APPLIQUEES. 163

élément perpendiculaire 4 chacune de ces droites et par suite perpen-
diculaire au plan (P). En tracant du point f une droite quelconque
sur le plan (P), on aura une droite & laquelle on pourra appliquer le
lemme précédent et qui est alors la trace sur le plan (P) du plan
normal relatif 4 la trajectoire d’un quelconque de ses points.

Le point f est donc le point de rencontre des plans normaux aux
trajectoires de tous les points du plan (P). M. Chasles lui a donné le
nom de foyer du plan (P).

Les plans normaux relatifs aux trajectoires des points a et b se
coupent, d’aprés ce que nous savons, suivant la conjuguée A de la
droite D qui contient ces deux points. A a pour trace le point f'sur le
plan (P). Si'on imagine un autre plan passant par D et invariablement
1ié au plan (P), le foyer de ce plan sera aussi sur A; donc :

Trsorime LV. — Quarid des plans passent par une méme droite D,
leurs foyers sont sur la conjuguée de cette droite.

Nous pouvons énoncer autrement ce résultat, et dire:

Tasorime LVI. — A un instant quelconque du déplacement d’une
Sigure de forme invariable, si Uon considére parmi toutes les normales
aux trajectoires des points entrainés, celle qui rencontre une droite D,
toutes ces droites rencontrent en outre une deuxiéme droite A, con-

juguée de la premiére.

Le théoréme LV peut nous conduire 4 une autre conséquence; les
plans passant par D sont respectivement normaux aux trajectoires de
leurs foyers, mais ces foyers appartiennent 4 la droite A; nous voyons
donc que les plans normaux aux trajectoires des points de cette droite
passent par la droite D. Les droites D et A sont donc telles que les
plans normaux aux trajectoires des points de I'une passent par I'autre.
C'est en raison de cette derniére propriété que M. Chasles a désigné
ces droites sous le nom de droiles conjuguces.

Ces deux droites sont aussi deux axes de rotation : nous avons déja
vuque c’était autour de A qu'il fallait faire tourner D pour lui im-
primer un déplacement infiniment petit. D’aprés ce que nous venons
de dire, c’est autour de D qu’il faut de méme faire tourner A.

Le déplacementd’un plan (P), défini comme précédemment, estassu-
2r..
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jetti & cinq conditions; mais comme le déplacement le plus général
d’un plan entraine celui d’une figure de forme invariable qui lui est
liée, nous pouvons dire aussi qu'il faut cinq conditions pour définir
le déplacement d’une pareille figure. ,

Si I'on n’assnjettit une figure de forme invariable qu’a quatre condi-
tions, elle pourra, & partir de la position qu’elle occupe, étre déplacée
d’une infinité de maniéres. :

Pour chacun de ces déplacements, les points décrivent des lignes.
trajectoires ; tous ces éléments de lignes appartiennent aux surfaces
trajectoires des points de la figure.

- Je dis que si, 2 un instant quelconque, on meéne les normales aux
surfaces trajectoires des points de la figure mobile, toutes ces nor-
males rencontreront les deux mémes droites.

Soient a, b, ¢, e quatre points de la figure mobile; assujettissons ces
points 4 se déplacer sur quatre surfaces (A), (B), (C), (E). Menons les
normales A, B, C, E a ces surfaces, issues des points a, b, ¢, e. Menons
les deux droites D et A rencontrant a la fois ces quatre normales.
Quel que soit le déplacement de la figure, les droites A, B,.C, E sont
des normales aux trajectoires des points a, b, ¢, e qui s’appuient sur
une droite D; en vertu du théoréme LVI elles rencontrent la conjuguée
de D. A est donc cette conjuguée.

Les droites conjuguées D et A sont en outre deux axes de rotation
a I'aide desquels on peut imprimer 4 la figure tous les déplacements
compatibles avec les données.

Pour un point quelconque 7 de la figure mobile, la normale 4 la sur-
face trajectoire de ce point est la droite partant du point i qui ren-
contre D et A. Cette droite est, en effet, normale aux trajectoires de
ce point pour tous les déplacements qu’on peut imprimer 2 la figure.

Nous avons donc le théorémeXﬁVlII dont je reproduis ici I'énoncé.

Lorsquune figure de forme invariable se déplace de maniére que
quatre de ses points restent sur quatre surfaces données, a un instant
quelcongue, les normales, issues respectivement des points de la figure,
aux surfaces trajectoires de ces points, rencontrent deux mémes droites. ‘

Si en particulier on prend les points d'une droite G les normales
aux surfaces trajectoires de ses points rencontrant G, D et A appar-
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tiennent & un hyperboloide. Nous retrouvons ainsi une propriété déja
démontrée.

Cette droite G engendre un pinceau; les perpendiculaires 4 cette
droite et qui rencontrent D et A sont les normales aux surfaces focales
issues des foyers durayon G. La connaissance des droites D, A entraine
donc celle de ces normales, et par suite D, A définissent le pinceau.
Elles le définissent plus complétement que ne le font les normales anx
surfaces focales, car, connaissant ces droites D, A on peut déterminer
les normales aux surfaces trajectoires des points du rayon G et le rap-
port des aires infiniment petites déterminées simultanément par le
pinceau sur ces surfaces trajectoires.

La droite G peut étre considérée comme appartenant i une infinité
defigures de forme invariable ; entrainée successivement avec chacune
de ces figures, elle peut décrire le méme pmceau, mais les surfaces
trajectoires de ces points varieront.

Dans tous les cas, on aura les mémes foyers et les mémes normales
aux surfaces focales; les droites D, A relatives 4 chacune des figures
de forme invariable, dont on suppose que G fait partie, sont toujours
deux droites rencontrant les deux normales aux surfaces focales. Si
Pon preﬁd une droite partant de f; et rencontrant la normale F, 4 la
surface focale, etune droite partant de f, et rencontrant F,, on a tout
de suite, en employant ces deux droites comme axes de rotation, le
théoréme XLIV : les aires des sections jfuites dans un pinceaw par des
plans perpendiculaires aux rayons sont proportionnelles aux produits
des distances de ces plans aux foyers du rayon. :

Les principales propriétés d’un pinceau pourraient étre obtenues
en considérant le rayon du pinceau se déplagant autour de deux
droites rencontrant les normales aux surfaces focales issnes des foyers
de ce rayon; mais ce procédé est loin de donner des démonstrations
aussi simples que celui que j’ai fait connaitre dans ce Mémoire.

On peut, inversement, de ces propriétés déduire des propriétés de
certaines surfaces réglées ayant deux directrices rectilignes. Par exem-
ple, pour un hyperboloide, le théoreme VII conduit & celui-ci:

Tasorime LVIL. — Dans un hyperboloide & une nappe les pieds des
perpendiculaires communes & une génératrice G et autres génératrices
du méme systéme considérées successivement, occupent un segment
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de G; les extrémités de ce segment sont a égale distance du centre
de I kyperboloide, etc.

Je ne dounerai pas plus de développement & cette Note, qui n’avait
pour but que la démonstration des théorémes LII et XXVIII, théo-~
rémes qui se trouvent déja avec de nombreuses conséquences dans le
Mémoire intitulé : Etude sur le déplacement d’une figure de forme
invariable, inséré dans le tome XX du Recueil des Savants étrangers,
et dans le XLITI® cahier du Journal de I’ Ecole Polytechnique.




