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PURES ET APPLIQUÉES. 73 

NOUVEAUX THÉORÈMES 
CONCERNANT LES NOMBRES TRIANGULAIRES; 

PAR M. J. LIOUVILLE. 

Nous avons vu (dans le cahier de novembre 1862) que tout entier η 
peut être exprimé non-seulement par la somme de trois nombres 
triangulaires, mais encore par la somme de deux nombres triangu-
laires plus le double d'un nombre triangulaire. Il va sans dire que 
zéro est compté parmi les nombres triangulaires. Ces nombres, dont 
l'expression générale est 

jr(x-t-i) 

forment la suite 
o, 1, 3, 6, 10, i5, ai,...; 

désignons-les généralement par la lettre A affectée ou non d'accents, et 
les deux théorèmes que nous venons de rappeler pourront s'énoncer 
ainsi : 

THÉORÈME I. — « Tout entier η est la somme de trois nombres 
» triangulaires : autrement dit, pour tout entier donné n, on peut 
» poser 

Η = Δ -+- Δ' -T- Δ". » 

THÉORÈME II. — « Tout entier η est la somme de deux nombres 
» triangulaires plus le double d'un nombre triangulaire : autrement 
» dit, pour tout entier donné n, on peut poser 

Η = Δ -Ι- Δ' -1- 2 Δ". » 

Mais il y a d'autres théorèmes du même genre qu'il est bon d'ajou-
ter à ceux-là. Par exemple, tout entier η est la somme de deux nom-
bres triangulaires plus le quadruple d'un nombre triangulaire. En 

Tome VIII (a* série). — MARS I863. 10 
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d'autres termes, on a toujours, en nombres entiers, 

4 a_x(x + ì) . xiy^r'i) 

En effet, Gauss a prouvé que le double d'un entier impair est tou-
jours la somme de trois carrés. Nous avons donc en particulier le 
droit d'écrire 

2 (4η -+- 3) = m2 + i's + il'2. 

Mais le premier membre est =6 (mod. 8); il faut donc que des trois 
entiers M, V, W deux soient impairs et un iinpairement pair. De là 

8« -+- 6 = ( 2 JT + l)2 -+- [ij + l)2 -+- 4 ( 23 -t- ·)
2

· 

Développez les carrés, retranchez 6 aux deux membres et divisez 
par 8 : il vous viendra 

_ Λ: {χ + ι) y (y + ι ) , , s (ζ + 11 

ce qu'il fallait démontrer. Ainsi : 

THÉORÈME III. — « Tout entier η est la somme de deux nombres 
» triangulaires plus le quadruple d'un nombre triangulaire : autre-
» ment dit, pour tout entier donné n, on peut poser 

η = Δ Δ' + 4 Δ". » 

On démontre avec une égale facilité les deux théorèmes que voici : 

THÉORÈME IV. — « Tout entier η est formé d'un nombre triangu-
» laire plus le double de la somme de deux nombres triangulaires : 
n autrement dit, pour tout entier donné η, on peut poser 

η == Δ -f- α Δ' -+- ι A". » 

THÉORÈME V. — « Tout entier η est formé d'un nombre triangu-
» laire plus le double d'un nombre triangulaire et le quadruple d'un 
» pareil nombre : autrement dit, pour tout entier donné n, on peut 
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» poser 
η = Δ + ι Δ' + 4 à". » 

Pour établir le théorème IV, on partira de l'équation, démontrée 
par Gauss, 

8« -+- 5 = u2 -+- v1 -+- tv2, 

et ori remarquera que le premier membre étant = 5 (mod. 8), il faut 
que des trois entiers u, v, w un soit impair et les deux autres pairs, 
savoir: un de ces deux derniers impairement pair, et l'autre pairement 
pair. De là 

8« 4- 5 = (2X -+- i)2 -f- 4 (ai -f- i)2 + i6i2, 
partant 

8« -I- 5 = (l.X + i)2 + 2 [(2ί I + 2 t)'2 -+- (ai -f- I — 2 <)2], 

ou bien 
8« -+- 5 = {-XX -4- l)2 -+- 2 {2J ·+* l)2 -t- 2 (az + i)2. 

Développez les carrés, retranchez 5 aux deux membres et divisez par 8 : 
il vous viendra enfin 

n = x(«+.)+a./(r-t-i) + a.»(' + '), 

c'est-à-dire le théorème IV. 
Pour établir le théorème V, on s'appuiera de nouveau sur Gauss, 

et on partira de l'équation 

8n+7=«! + vs + 2w2. 

Le premier membre de cette équation étant = 7 (mod. 8), il faut 
évidemment que w soit impair, et que des deux entiers «, v l'un soit 
impair, l'autre impairement pair. De là 

8«+7 = (2α·-ι-ι)2-(- 4 (az + 1 )2 -+- 2(2j -h i)2, 

ou bien, en intervertissant l'ordre des deux derniers termes, 

8« -t- 7 = {ix -t- i)2 2 (2y -f-1)2 —H 4(2Z -f- i)2. 

Développez les carrés, retranchez 7 aux deux membres et divisez par 8 : 
10.. 
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il vous viendra 
η = 4-

 a
. Ζ1Σ±η + 4. zJï±±l, 

c'est-à-dire le théorème V. 
Jusqu'ici nous n'avons fait que revêtir d'un nouvel énoncé des théo-

rèmes connus, qui s'y prêtaient si bien, qu'après comme avant cette 
transformation ce sont toujours des théorèmes de Gauss. Nous allons 
maintenant donner deux théorèmes faciles encore à démontrer et dé-
rivés au fond de la même source, mais qui pourtant, je crois, peuvent 
être présentés comme vraiment nouveaux. 

THÉORÈME VI. — « Tout entier η est la somme de deux nombr es 
» triangulaires plus le quintuple d'un nombre triangulaire : antre-
» ment dit, pour tout entier donné n, on peut poser 

η = Δ -4- Δ' + 5Δ". » 

Voici quelques exemples : 

1 = 1 -t- ο -f- 5.0, 2 = 1-+- I+5.0, 

3 = 3 + ο + 5.ο, 4 3 + 1 + 5.0, 

5= 0 + 0 + 5.χ, 6= 6+ 0 + 5.0, 

7 — 1 + 6 + 5.0, 8 —3 + ο + 5.i, 
9= 3 + 6+5.ο, ι ο = ι ο + ο + 5.ο, 
ιι= 6 + ο + 5. ι, ΐ2= 6+ ι+5.ι, 
13 — ι ο -f- 3 -f- 5.0, 14 — 6 + 3 +· 5. τ, 
ι5 = ro + o + 5.1, ι6=ιο+ 6 + 5.ο, 
ιη = 6 + 6 + 5.1, 18 = 3+ ο + 5.3, 
19= 3+1 + 5.3, 2Ο=ΙΟ+ΙΟ + 5.Ο. 

On n'a mis partout (et sans choix) qu'une seule décomposition de 
chaque entier, bien qu'il puisse le plus souvent y en avoir plusieurs. 
Par exemple, à l'équation 

9 — 3 + 6 + 5.0, 

que nous donnons, on pourrait ajouter celle-ci : 

9 — 3 + 1 + 5.x; 

mais une seule décomposition suffit pour l'exactitude du théorème. 
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Passons à la démonstration du théorème VI, et à cet effet rappelons 

d'abord que le produit 
5 (8η + η) 

étant de la forme 8p.-f- 3 peut être décomposé en une somme de trois 
carrés impairs, et qu'on peut même supposer la décomposition propre, 
c'est-à-dire telle, que les racines des trois carrés ne soient pas divi-
sibles à la fois par un facteur > x, comme serait par exemple le fac-
teur 5. C'est sur une décomposition propre que nous établirons notre 
raisonnement. Dans les démonstrations précédentes, on ne s'est pas 
occupé de la nature des décompositions prises pour point de départ : 
elle n'influait pas sur la marche du calcul ·, il n'en est pas de même 
ici, et dès lors il est naturel d'opérer sur une décomposition propre, 
attendu que l'existence d'une décomposition de cette espèce est as-
surée, tandis que souvent il n'y a aucune décomposition impropre. 
Nous poserons donc 

5 (8n -f- η) = u2 -+- e2 -+- w2, 

u, v, w étant des entiers impairs qui ne soient pas, tous les trois, divi-
sibles par 5. Mais u, v, w ne peuvent pas non plus être, tous les trois, 
premiers à 5, puisque l'on aurait alors 

M2==±I, E2 = ±; Ι , W2ΞΞΞ ± Ι (mod. 5), 

ce qui ne permettrait pas à la somme 

u2 + v2 -+■ w2 

d'être ΞΞΟ (mod. 5), comme elle doit l'être. Il est visible qu'un des 
entiers u, t», w doit être multiple de 5, et les deux autres premiers à 5. 

Soit donc 
w = 5 (22 4- 1) ; 

il en résultera 

5 (8n -h y) = u2 -h v2 -+■ 25 (2Z -h i)2, 

u et 0 étant premiers à 5. 
Maintenant on voit que la somme u2 4- ν2 est divisible par 5 : le 
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quotient sera, on le sait, une autre somme de deux carrés, et comme 
u2 + ν1 était un entier impairement pair, il faudra que la somme nou-
velle de deux carrés fasse de même un entier impairement pair, c'est-
à-dire que les deux nouveaux carrés soient impairs. On est ainsi con-
duit (en divisant par 5) à l'équation 

8N -f- 7 = [ix + I)2 H- (zy + Ι)2 + 5 (AZ + I)2. 

Développez les carrés, retranchez η aux deux membres et divisez 
par 8 : vous en conclurez 

N J?(J-H) y {y + 0 ^ Ζ (A 1)^ 

c'est-à-dire le théorème VI. 

THÉORÈME VII. — « Tout entier n est formé d'un nombre triangu-
» laire plus le double d'un nombre triangulaire et le triple d'un 
» pareil nombre : autrement dit, pour tout entier donné n, on peut 
» poser 

«=Δ + 2Δ'+3Δ". » 

Voici quelques exemples : 

1= 1 + 2.0 + 3.0, 2= Ο -I- 2. Γ -I- 3.0, 

3= 3 + 2.o + 3.o, 4— Ι-f-2 Ο-η 3. J , 

5= 3 + 2.1-t- 3.ο, 6= β+2.ο +3.ο, 
7= Ι+2.3 + 3.Ο, 8= 6 + 2.1 +3.ο, 
9= ο + 2.ο + 3.3, ΙΟ=ΙΟ + 2.Ο + 3.Ο, 

11= 0 + 2.1+3.3, 12= 1+2.1+3.3, 
13 = ίο + 2.ο + 3. ι, ι4 = 3 + 2.1+3.3, 
Ι5=Ι5 + 2.Ο + 3.Ο, Ι6= 1+2.6-4-3.1, 

ι η — ι 5 + ί. ι + 3.ο, ι8 = ι 5 + 2.ο + 3. ι, 
19 = ίο + 2.ο + 3.3, 2o = 15 + a. ι -+- 3. ι. 

Cette fois encore on n'a indiqué pour chaque entier qu'une décompo-
sition. 

Passons à la démonstration du théorème VII, et à cet effet obser-
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vons que le produit 

3 (4" -t- 3; 

étant de la forme 1\μ -t- ι peut être représenté par une somme de trois 
carrés : il y a même des représentations propres, c'est-à-dire telles, que 
les racines des trois carrés ne soient pas divisibles à la fois par un même 
facteur > i, comme serait par exemple le facteur 3. Je pose donc 

3(4« -t- 3) = m2 e2 -f- w-, 

les entiers u, v, w n'étant pas à la fois divisibles par 3, d'où l'on con-
clura sans peine qu'aucun d'eux ne peut l'être, vu qu'autrement la 
somme 

ir + v2 w3 

ne pourrait pas èLre =o (mod. 3), tandis qu'il faut qu'elle le soit. Le 
produit 3(4«-H 3) étant, d'un autre côté — ι (mod. 4), un des en-
tiers u, v, w devra être impair et les deux autres pairs. Je supposerai 
donc désormais u impair, ν et w pairs. Ceci convenu, je multiplie 
par 2 l'équation 

3 (4« -f- 3) = u" + e2 + tv2, 
et j en conclus 

6(4«-I- 3) = («+ e)2 -+- (u — e)2 -+- 2w2. 

Les entiers u 4- ν et u — ν sont impairs. De plus, u et ν étant pre-
miers à 3, on a 

u=± ι, ν ±: ι (mod. 3), 

d'où il suit que des deux entiers u -h v, u — ν un est divisible par 3 et 
l'autre non divisible par 3. Je représenterai par t celui qui est premier 
à 3 et par 3 (az -+- i) celui qui est divisible par 3. J'aurai donc 

6 (4η -+- 3) = t2 -4- 2tv2 -4- 9 (2ζ -t- i)2, 

t et w étant premiers à 3. Maintenant 011 voit que l'entier impair 

t2 H- 2 H'2 



8o JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

est divisible par 3. Le quotient (impair aussi) sera à son tour formé 
d'un carré (impair) plus le double d'un carré. En conséquence j'écris 

2 (4« -4- 3) = (iX -+- l)2 -+- 2Î2 + 3 (22 + i)2. 

Mais le premier membre étant =2 (mod. 4)> il faut évidemment que 
l'entier s soit impair. Nous avons donc enfin 

8M -t- 6 = (sa· -t- ι)2 -t- 2 (a_/ -+- ι)2 -+- 3 (az -+- i)2. 

Développez les carrés, retranchez 6 aux deux membres et divisez par 8 : 
il vous viendra 

. *(* + 0 , „ r(/ + i) . a 1 (* + ') 

c'est-à-dire le théorème VII. 
Ce qui me fait attacher quelque prix aux théorèmes VI et VII, 

c'est qu'ils complètent la série des théorèmes qu'on avait à trouver 
dans le sujet tout spécial qui nous occupe ici. Je veux dire que nous 
avons épuisé les expressions de la forme 

a Δ b Δ -Ι- c Δ , 

où a, b, c sont des entiers donnés, qui peuvent représenter sans ex-
ception tous les nombres i, a, 3, 4> etc. 

Pour que l'expression 
«Δ + bA' ■+■ cA" 

puisse représenter l'unité, il faut qu'un au moins des coefficients a, 
b, c soit égal à i. Prenons donc a = r, et dans l'expression qui reste, 

A + bA'+cA", 

supposons, comme cela est évidemment permis, cilb. Il est clair qu'on 
ne pourra représenter le nombre 2, qui n'est pas triangulaire, que si 
l'on a b = t ou b = 2. De là deux expressions distinctes : 

Δ + Δ'4-ίΔ", c=I,2,3,4>5,..., 
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et 
A + 2A' + CA", C = 2, 3, 4, 5,..., 

qu'il faut examiner séparément. 
Pour la première expression 

Δ 4- Δ' 4- cA", 

on ne peut pas aller au delà de c = 5 ; car en prenant c > 5, on ne pour-
rait pas représenter le nombre 5, qui n'est ni triangulaire ni somme de 
deux triangulaires. La valeur c = 3 doit d'ailleurs être écartée; car 
l'expression 

Δ + Δ' 4- 3 Δ" 

ne peut pas représenter le nombre 8 par exemple, ainsi qu'il est 
aisé de s'en assurer numériquement. Mais pour mieux mettre en évi-
dence la cause générale qui rend la formule dont nous parlons im-
propre à notre objet, observons que l'équation 

η=Δ+Δ' + 3 Δ" 
entraînerait celle-ci 

8« 4- 5 = i2 + i'2 4- 3i"2, 

i, i', i" étant des entiers impairs. Si η est quelconque, nous pouvons 
prendre comme cas particulier 

8« h- 5 = 3 (8g + 7), 

g restant à volonté. Il nous viendra ainsi 

3(8g + 7) = i' + '"s + 3i"2, 

de sorte que î2 4- i'2 sera divisible par 3, ce qui exige que séparément 

et donne 
i — 3/, «'=3/', 

8g4-7 = i"2 + 3(/24-/'2). 

Si donc on prend g tel, que 8g 4- 7 soit ==2 (mod. 3), l'équation de-
Tome VIII (AE série). — MARS I863. II 



82 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

viendra impossible. Cela arrive en prenant g = 2, d'où 8g 4- 7 = a3, 
c'est-à-dire en faisant 

8 η 4- 5 = 3.23 = 6q, 

d'où η = 8, ce qui est la valeur indiquée plus haut ; mais on voit 
qu'il y a une infinité d'autres valeurs de η non décomposables sous la 
forme Δ H- Δ' + 3Δ". 

Quant aux formules qui répondent à c = 1, 2, 4* 5, savoir : 

Δ + Ή'+ Δ", 

Δ + Δ'-F Ι Δ", 

Δ -+- Δ' 4- 4 Α", 

Δ 4- Δ' 4- 5 Δ", 

elles répondent à nos théorèmes I, II, III, VI, et chacune de ces for-
mules représente tous les nombres entiers, sans aucune exception. 

J'arrive à la seconde expression générale 

Δ + si' 4- l'A". 

On peut y prendre c = 2,3, 4? d'où naissent les trois expressions 

Δ + iA! 4- 2Δ", 

Δ 4- 2Δ' -h 3Δ", 

Δ + 2ΔΉ-4Δ", 

qui répondent respectivement à nos théorèmes IV, VII et V. Mais on 
ne peut pas y faire c > 4 ; car alors on 11e représenterait pas le 
nombre 4 fiiù n'est pas exprimable par la formule binôme Δ + 2Δ'. 

Les sept théorèmes que nous avons mentionnés plus haut sont donc 
les seuls qui existent dans le cercle limité où nous nous renfermons. 

L expression 

a sur la forme 
η A -f- bA' + cA" 

ax2 4- by2 -f- cz2 

l'avantage de pouvoir, pour certains systèmes de valeurs des entiers 
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donnés a, b, c, représenter tous les nombres. De quelque manière 
qu'on la particularise, la forme 

ax2
 4- by2 -+- cz2 

ne jouit jamais d'une telle propriété. En effet, pour que 

ax2 -y by2 4- cz2 

représente l'unité, il faut qu'un des coefficients a, b, c soit égal à i. 
Prenons donc a = i, et supposons de plus, comme nous en avons ie 
droit, c^b, puis discutons la formule 

x2 4- by2 4- cz2, 

qui se décompose en ces deux-ci 

x2 -y y2 4- cz2, c = [, i, 3, h,..., 
x2 -y iy2 -y cz% c = 2, 3, 4»···» 

attendu qu'on ne peut représenter 2 qu'en posant b = 1 ou b=2. 
Dans la première, on ne peut pas aller au delà de c == 3, sans quoi on 
ne représenterait pas le nombre 3. On n'en tire donc que les trois 
expressions suivantes 

x2 -y y2 -h ζ2, x2 -y y2 + 2 z2, x2 -yy2 -+- 3z2, 

lesquelles sont elles-mêmes à rejeter, car la première ne représente 
pas le nombre 7, la seconde le nombre 14, la troisième le nombre 6. 

Quant à la formule 
χ- -y 2y2 4- cz2, 

on ne peut pas y prendre c > 5, car alors on ne représenterait pas le 
nombre 5. Il ne reste donc à discuter que les valeurs c= 2, 3, 4> 5, 
d'où naissent quatre formules particulières : 

X2 + 2J2 + 2 Z2, 

x2 -y 2y2 -+- 3z2, 
x2 -y 2y2-y 4z2, 
x2 4- 2y2 4- 5 ζ2, 

s J .. 
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or aucune de ces formules particulières ne peut être admise : la 
première ne représente pas le nombre 7, la seconde le nombre 10, la 
troisième le nombre i4> la quatrième le nombre 10. 

Ainsi la forme 
ax2 ■+■ by2 -t- cz2 

ne convient jamais à notre objet, tandis que l'expression 

a A -+- bA' -+- cA" 

donne quelques solutions. 
Mais on pourrait aussi considérer des formules à trois termes, con-

tenant à la fois des carrés et des nombres triangulaires, comme 

(ι Π -H b A -t— c A , 

(i LU -t- b CD -t- c A, 

où □ et n' représentent des carrés; et là on trouverait pareillement 
des expressions propres à représenter tous les nombres. Nous pour-
rons un jour traiter cette question nouvelle qui n'est pas sans intérêt 
et qui a ses difficultés. 


