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VYWY A% " A VAW AW A , ANV A AW

SUR

LES FONCTIONS ELLIPTIQUES;
' Pir M. MATHET.,

I

Parmi les propriétés des fonctions circulaires et exponentielles, il
en est qui appartiennent aussi aux fonctions doublement périodiques
dont les premiéres ne sont que des cas particuliers. C’est ainsi que
I'équation
(1) H(a+y) __ F(2) Aly) +F(y) /(=)

Fla—y)  F(2)flr)—F(r)fl=)

»

dans laquelle x et y représentent deux variables indépendantes, est
T . F .
vérifiée quand Plo) tang x, et I’est encore si (=) est une fonction

S (=) Sf(=)

elliptique. De méme Péquation

¥ +F(x)F

dans laquelle K représente une constante quelconque, est vérifiée si

F{x) =tangx et f(_)’):l% cot y, et 'est encore si F(x)et f(y)

sont des fonctions elliptiqués convenablement déterminées. Soit enfin
I'équation

F(z)f{y) —F (1) f(=)
Fi(#) fi(y) — Fi(0)fi (=)

(3) fx+y)=

1] est facile de montrer que si
F(z)
S ()

Tome VI ( 2¢ série).— SEPTEMBRE 1861. 42

=sin(x+p) et
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p et g étant des constantes quelconques, on peut toujours déterminer
flx) et fi(x) de telle sorte que cette équation soit vérifiée; on verra

. . A . F, . .
plus loin qu’il en est de méme 6i T o Blr) ot des fonctions ellip-

Ay filr)

tiques aux mémes périodes.

On est alors conduit 3 se demander si ces fonctions doublement
périodiques sont les solutions les plus générales des équations posees
ci-dessus, ou si elles-mémes ne sont que des cas particuliers de ces
solutions. Telle est la question que je me propose d’examiner. Je
déterminerai d’abord les fonctions qui peuvent vérifier I'équation

_ Fi(2)A(7) -+ F(2)fi ()
Fy(2)fi(y) +Fi(2)fi(r)

dont les équations (2) et (3) ne sont que des cas particuliers, et je
résoudrai ensuite la méme question pour I’équation

§(z+y) _ F(@)Ai(y) + (=) Ei(r)
Fx—y) Flo)fi(r)—flz)Fl)

»

qui renferme également I'équation (1).

11
Soit I'équation
2oy B Al + B () fi(r)
) X+ = R Ay F R (@ A7)

Si 'on pose

F,
PTi%Z?( ) f:(ﬂ_q’(f)’ m=?|(r)a
() F,(x 2
;—‘(:%=q’c( ) i‘%———gl( )5 }L;(—‘;%=§2(f>a
Féquation (1) devient
— ?("d""l’()j g !
(2) =40 = Yl i A= hiy,
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Prenons les logarithmes des deux membres, différentions par rap-
port & x, et ensuite par rapport & y, et posons

y _d’LE(x+y)
F(z+y)= CEIle e,
il vient
3 v @V () e @Y () g :
(3) (o) +4(F [el)+ ()P Fla+7)
Soit u= —?i; on trouve en différentiant
(o4 4)
de ¥/ ¢y P\,
dz g+ (?-l-tl' 2(?+\P)’>
de & (VA
dr™ o+ <?+*P o+ 'W)

11214 N ‘P” _ ?/2 il[ q)/l _ \l‘” ] ?II\PH .
dxdy“[w 2w lery T2 wer] T2 Grer
d’our

(4)

ud’u __dudu+2l3
dxdy_zvz_; v

I’équation (4) est évidemment vérifiée par la fonction

u, — 2
O
mais, en vertu de I'équation (3),

uy=F + u;

on peut donc remplacer, dans 'équation (4), « par F+ u. Si l'on
élimine ensuite, par des différentiations, la fonction F et ses dérivées,
il restera une équation aux différences partielles de , qui déterminera
cette fonction. Les calculs qui vont suivre auront pour objet de for-
mer, non pas précisément cette équation, mais un systéme d’équations
équivalent, dont la discussion nous fournira la solution de la ques-
flon.

42..
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Posons
du du .
b f.

Si I'on différentie I'équation (4) par rapport & x ‘et par rapport a y,
et si ’on retranche I'un de 'autre les deux résultats, on a

d‘f du __ dudf du df ud
(5) Uardy “fdzdy—zaj’*”dydx"‘ﬁ J:

Posons encore

AN

=tz

Si 'on différentie I’équation (5) par rapport 4 x et par rapport a y,
et si I’on ajoute les deux résultats, on a

" d*e dn  du\ d*f u d*u
dy T\t FH) s Y dtd_y+f dx‘dy+dxdy’)

dlu df d*u d*u\ df  dndv du dv
_( +dxdy> +< +d]—,) 4 o= 4 —— o + 6ulv

dx? dy drdy dx dy dy dz

- (du du
+ 12uf =5

Mais
diu d*u \df d*u d*u\ df
(W + dxdy) Fra '(ctzdy + ,2)332
__ (d*u diu \ df d’u df'+2 df df\ d*u
— \dz* ~ dzdy)dr \dzdy dy dx &=t )@
_dfdf dfdf vd’u_av du
— dz zTy T drdx dxdy — dx dj.
Donc
d*o d*u du w\ d*f “u ddu
( ) udxdy - vdzdy+ (d—x+ )d.rdy f( dztdy d.z-dy’)
a

_dude du dv + 6utv 4121 du du
~%d Tt wiz+3)

TR . W o ey ' f1a B R R FRRSRR R TRNRE SRR R Y AR RN AN R |
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Mais si I'on différentie I’équation ar rapport a x et par rapport
q P PP P PP
a y, et si 'on ajoute les deux résultats, on a

ddu d’u du da\ d’u
u dz“dy+dxdy2 + $+@ dz dy

__duf d'n d*u de (d*u du 612 du+du
=T\ Try) T\ t@ma) T =t a)

d’ou
diu d*u\ dudf dudf da du 2 du du’
u (a’.c’(ly + dxdy") T dydz  dzdy (Z; + ay) dz dy -+ 6u dy)

et, par conséquent, en multipliant 'équation (a) par «, et y substi-

d*u diu

tuant a la place de « (———— —+

r t Pon vien
ey sl = dy) expression que I'on vient de

. *dif . ’ e . .
trouver, et a la place de u la valeur fournie par I'équation (5),

dz d
on a
d*y du du  du\[dudf dudf d'u U
2 e 7 - bt o [ 2
“id T Wyt (dz+dy)[dxdy+dydx fdxt(y+6u /J
dudf  dudf de du\ d'u o (du  du
@) feE-25+ @5 a5+ (G+7)]
du dv du dv o du
L 3 LI A
_u<dxdy+dydx>+6u v+12uf(d d])
M ] ___tlu du
Mais on a, en se rappelant que f =— — -3

() (2T 2 L) f (R )
x ay Ly dr )

df' du ‘+ du du du\® dudn
 dy | \dz dedy \dz) T ardy
df [du du + du 2‘;_ du du du\*"
+ dz | dx dy dy dx dy dy J
I’équation () devient donc

g d?v uy d’u+avdudu u dudv+dudv 6 ,
u drdy dz dy dx dy dedy ' dydz + bu’v.
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Or I’équation (4) nous donne

du du u d*u
dedy ~ T dxdy

st I'on fait cette substitution dans I’équation précédente et si l'on
divise tous les termes par u, il vient

(0) w Bl g gL _dude  ded Gy
dx dy dedy  drdy  dydr !
équation de méme forme que I'équation (5).

Chacune des équations (5) et (6) va maintenant nous fournir une
relation entre F, F et la fonction « et ses dérivées. Considérons d’a-
bord I'équation (5). Si on la différentie par rapport & a et par rap-
port a y, et si I'on retranche I'un de I'autre les deux résultats, on a

S A f dof L dFdf df\ dia
“ ‘\ daidy dxd]’) dz dy (a’.z- cl_y> dz dy
() () A )

dx dy - _d__y’— dz=*  dr dy (l.r dy dx dy

+ 12uf?

Multiplions tous les termes de cette équation par f, et, dans le pre-

. R d*u . y,
mier membre, mettons 2 {a place de f 52 valeur prise dans 1'é-

dif d*f
llj <dx’ dy d.z-d_y’)

A f df df\ (du df du df d*f
2yt (d_x—d_f) (Ed—!+dydx+6u,f dxdy)

=f ZZ(dZZ; Zy—f> f (dz’ df;y) /’Zf;

+ 6u’j'(% df) +r1auf°.

quation (5); il vient

du du
r dy

3

On pent simplifier cette équation en se rappelant que f=
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elle devient alors

() -l )24

da'dy — dxdy

g dudf du d* f f du du\ d*f du du)\ df df

— dy dat f?.l}dyz dz ~ dy + dz™ dy) dz dy
du (df\* du {df\* .
£+ ()

- dy \dz dx
ou bien
df af af _df\ d:f 3
“ [f <dw’dr - dxdy’) - (E:"" 35) dzdy mf]
_duf (A DN df (i af
(7) ( =57 (#F+2%) ~zlz+ )]

B )

L'équation (7), déduite de I'équation (4), est évidemment vérifiée

4 la place de «, on met #, ou F + u qui lui est égale en vertu de
5y . du, du, , R du du :

Iéquation (3). Or £, ou &~ 7 ot égale a f ou 2z " 7, €0 vertn
de cette méme équation (3); donc si I'on fait cette substitution, il

vient, en tenant compte de l'équation (7)

si,

ki

(8) ‘ ) [f (d;gf B %) - (Z_{ - %)%m mfaJ
=¥l (-5 - (&9 (4+4))

De Yéquation (6) nous pouvons, par un calcul analogue, tirer une
équation de méme forme. Différentions PPéquation (6) par rapport a x
et par rapport 4 y, et retranchons 'un de Pautre les deux résultats ;
il vient

déo dio dv d de\ du T af

u (dx’dy  drdy +fd.r dy + c_i.—l: T dy dx dy dxdy
df dv df v du [ de d?v du {d3e die .
7 R P rxdj—-c—if> dr\dw ~ dway) 20w/

ol de de
+! dz .y )
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Je multiplie tous les termes par v, et je substitue & 1oz?v sa valeur
prise dans I’équation (6); il vient

ll'( diy dv \’ . d?v (do dv) d*u o? d*f
/

Izdy  dedy Sy \& )y T T

_df av daf de du d*v du d?e dv 2 5
=V as " n i v g~ iy T Y w0/
P 1o 4o du du dv du dv’| [do dv
| © dzdy dedy drdy dydz|\dz dy
- de dy dv\ d'u . .
Les termes ¢/ —- . et v (5 —_ ;1}) iy’ disparaissent dans les deux
membres, et il reste
/ d3v die dv de\ d*v 24
U\Y\Zedy ~ dmdy & dy)dzdy 200°f
__du d*e dv [dv do du od’u dv [dv dv
(9) (—:l; Ve ~ dz\ds dy dr dy’——z}: ZJ;—Z;'
1
_v’ _ii_f_ [ (if“dﬂ_r—ii!_‘(ﬁ »
\ x dy drdy dydz

Cette équativn est vérifiée quand on y remplace « par x, ou par
F + u qui lui est égale en vertu de I'équation (3). Dailleurs f, ou
du, du, , , . du du . . dfi df,
= d étant égale 4 f ou =D il en résulte que ¢, ou =t d

af
o
nant compte de I'équation (9),
div div  de dv\ dv 2 £

F [U (da:’dy - d.z‘d_yi> - (z - 2_-)’) dx dy — 20¢ f]
( —F ‘U d?e die dv dv dv do

- dr  dy dz  dy) \dz + ar) !
équation analogue & I'équation (8).

Les deux équations (8) et (10) que nous venons d’obtenir, si nous
les divisons membre 3 membre, nous fournissent une équation aux

différences partielles, qui détermine la fonction u, Mais cette équation
est d'une forme trop compliquée pour que I'on puisse déterminer son

, \ q . N
est égale a v ou é + 2. On a donc, en faisant cette substitution, et te-

(10)

Gop .
" ! ! " ' P st L A I N IR R NE LA R
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intégrale générale, nous la remplacerons donc par le systeme des
équations (8) et (10) qui lui est équivalent, et nous discuterons ces
deux équations aprés leur avoir donné une forme plus simple, au
moyen des transformations qui vont suivre.

III.

Si dans P’équation (8) on remplace le coefficient de F par sa valeur
prise dans I'équation (7), il vient

| () L)
~z G F) - L (L0
=Fulf (& -5) - (£-5)(Z+2)]

Si Fon pose

d d,
LY A A N
S \dz ' dy
cette équation se réduit a
dudw  dudw , dw  dw
(1) F(d—,d:—zz:zz;)-“(a“@)'

De méme, si dans I'équation (10) on substitue au coefficient de
F sa valeur prise dans Péquation (g), on a

du[ d*e dv fdv de du o de  do (dv dv
F‘@_”Zﬁ‘% dz" dy) | " @Y T H\G T &
daf daf do daf dv
— 2 ——— — — —
4 v dx dy +v <dx dy * dy dz

F dy d?y dv dv dp dv
=ruly d?“'F)‘ = )\@& )|

Mais v = wf, d’ot1, en différentiant,

dy dw af d?v d*w dw df df
=Tt el e w L.

Tome VI ( 2¢ série). — SepreMprE §1861. 43
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Donc
de do \? . diw
v (F) =% (3

et de méme

o d?v
dy?

dv

_<_

dy

d*w
day?

=l

On a aussi

do dv

p? i
dx dy

)

df dw
dx d_y

af df
2‘f dr d_y

dif _df
dx dy

jl

- —) V&

dw
dr

— wf?

dx dy

JOURNAL DE MATHEMATIQUES

= |

drf

dy?

af
dy

J ]+l -

df dv
dr dy

df dv
dy dz

fs dw dw
dz dy

wf ?

du du

4

+v(Z

df dw

dy dx

~y df dw
dy dx

)f(

dx dy

)

af

1. équation trouvée ci-dessus devient donc

/ 3 o [w%
w4
du J? -[W%T—’

el

e
+ w? [f <d;{ d1f>

-

df

dw
dz

dw dw
dzx dy
d’f
dx dy
" dw dw
dx E

)’+
+f 55
(%)
AR E el +
(- ()]
FARSEAN

]

af df

dzx dy

]

af &f

I
]

LN NNy XN R A

wlra-@))

)l

df dw

|
e -
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équation qui, en vertu de ’équation (11), se réduit 2

du wdﬁw dw\?  dw dw du | d*w dw? 2+ dw dw'] |
ol v =l e B i ol bl e bl P B m |
= Fulw d*w  d*w dw\? dw\?

MM e T ) T \&@) T \F) T

Soit maintenant

F

(1)

I
» =3
I'équation (11) devient
(13) F(duds _dudziN _ o, (%2 45
dy dzx dx dy dx dy
Mais de
X
—_—=2
w
on tire
1 dw __ds t 1 diew 2 [dw ?_ d?z
T wdr  dr O T waw Ta\d) T
d’ou )
dive dw\ 2 dwdw dw fdw . dw g diz
Yaow &) " ma T m\&a ) Y @

L’équation (12) devient alors

F;(dudw dudw\) dw dow 3 du d?z dud?z
Hrar L) \@= ) "V \Gar @

Y /

g [(d A\ (dw _ dw s (42 ds
=ru dx+dy dz  dy W\ dy* 1 {°
équation qui, en vertu de I’équation (11), se réduit a

, (dud?z .dud?z’ , diz d*z
(4) NFm - z5) =P eF -5

Enfin nous poserons ;— = ¢, et les équations (13) et (14) deviendront
43..
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alors

(15) dt dz dt dz

—— — o —— T

(16) dt d*z  dt diz _

Nous allons maintenant discuter ces deux équations, et nous ver-
rons que, parmi les diverses solutions qu’elles peuvent admettre, il

n’en est que deux qui conviennent i la question, savoir : £ = con-
stante ou z = constante.

Iv.

Considérons d’abord Véquation (15)

de dz dt dz

z peut étre considérée comme une fonction de ¢ et de xx; alors on doit
avoir
dt dz dt dt [dz dz dt dt dz
priv 2}-(-‘54—2}@): o, ou P o
. ode Y .
Si 5= 0 test indépendante de y; soit

t=g9(x), on u=g9(x)F(x+ 7).

Il en résulte

du . , du o, du
:{z—"?F"“PFa d—y—‘PF’ Zody

— ?l FI + ?F//;
donc, en vertu de ’équation (4),

PF(¢F 4 gF) = o¢ FF + ¢*F2+ 29'F* on L'y

Pour que ¢, fonction de x, soit identique a une fonction de x + y, il
faut qu’elle se réduise a une constante; donc ¢ = constante.
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. dt . dz . ’ T .
Si 2 Dest pas nulle, il faut que = le soit, c’est-a-dire que z soit une

fonction de ¢, z = = (t). Cette fonction doit en outre satisfaire a I'é-
quation (16). Or '

=" %% I % gm d

dz ,dt dz ,d2r ,,(dz)ﬂ
= = -+ i
dx

Donc on doit avoir

de[ , [de\?2 ,d3t def , [dt 2+ ,a3t -0
| ® \= “’@-h?(dy Tan|T 0
ou
Jfddée dt de » dt de [ de dt
(17) as(-————-———, + 5" 5 = - — =o.

dy dx*  dz dy

v y  a
t e —
¢tant égale a 7 ona

dt 1 du ,
= (F@—Fu),

dy ~ T
et
dt 1 2 d’u ,du ” '3
_—_— = —_— —_—— B
dxi_p(F T — 2FF 2 _ FF'u 4 2F?u
Donc
dt d*t V| pgdudiu o dudu ’o " du oy dlu
a;g};—ﬁ[F @'{7‘2‘—2—21“ F%@—F(QF —'FF)FM@-—F Fud—xz

+ aFFu® _ (yFa— FF")F'uz],
dx
et, de méme,

dt d*t 1 [ . dudiu 2 v du du ‘8 ” du o . diu
%W—ﬁ[ &a PTG g+ (P = FP)Ful — PRuds

+ 2FF"“u:—;-—(2F’“—FF”)F’u2]-
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Donc, en retranchant,

ddn dedn_ i [p(dede _dudin) g, (de de
\G @ " Td Pl \G & e + & d

(18) ¢ . .
" —Fu (‘:l«v? ‘fllf’)]'

Reprenons I’équation (4)

u d'u __ dudu
da:d]‘ dz dy

Si on la différentie par rapport & x et par rapport ay,etsi Yon retran-
che 'un de l'autre les deux résultats, on a

d*u d*u __dud’u dud’ 6 1 du du
(19)  wlmg —dGay) "G dr Az + dr  dy

Cette équation devant étre vérifiée quand on y remplace u par u,
ou par F+ u, on a

e 25+ ) - (- D )

b oy (2 -2,

équation qui, en vertu de I'équation (19), se réduit &

Su_ du\_p(Lu_dw) (e ds
E (da:"d_r - 'dwdj’) =F ( dat  dy? ) F ‘(d.r 1d]>
due du
+ 6F(F+ 'zu)(dz 2;)’
d’o1, en remplagant le coefficient de F dans le premiér membre par sa
valeur prise dans I'équation (19),

o fdudru  dudu e du , (du  du s [du du
Moz )6 F(Ir_zy)h—Fu(dx’_dj‘ - Fu(Z~7)

+ 6Fu(F + au) ("” "“)

dx dy
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L’équation (18) se réduit donc 4

—_—— e — —— _— L — —— —_—el | o —

de d*t dr die 6u(F+ ) (du du) 6u(F+ u) (dt dt‘)
’

et I'équation (17) devient

dt  di\[6w'u(F4-u) pdt del
@=5) [ i g]=e

. de dr . . . N
St — — — = 0, ¢ est une fonction de x -+ ¥, et il en est de méme
dx dy .

de u, solution déja mentionnée. Supposons donc qu’on ait

6w’ u(F + u) - dt de

(20) F dx dy

Mais -
ddt g ppy ~d—u+@>+pzuz .

De plus, I’équation

si 'on y remplace » par F + u, nous donne

d d d
P (F + u) L (—”+ u)+2F3+6I‘u(F+u)
dy dx
ou, en multipliant tous les termes par u, et remplacant " ey PRT
du du 0
dr E + a2,

du du , du
Fas —Fe(ag)

=F?u —Fu(F+u)+ 2Fu + 6Fu* (F +u) —oFu?;
donc
de dt I N
;I-;@ZF‘[FF”u—-PF u(F+u)+oF'u+6Fuw (F+ )
— 2F 4’ - F2 2],
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on
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dt dt

=d =
= LELY [P FF + 2F° + 4Fu).

Donc Iéquation (20) devient

= (F -~ u)[F? — FF'+ 2F* (F —u) + 6F'u]

6’ u(F +u)

F F*

(F+

» . e u
ou, en divisant par 3

+ o’ u(F+u)

“)

[F? —FF + 2 F* + 4Fu] = o,

[/4
s et remarquant que -

F L

6%’ + % (F? — FF” + aF® + 4F* £) = o.

Or ' et »” sont des fonctions de £, donc il faut que ¢ soit une fone-
tion de F et de ses dérivées, et par conséquent que « soit une fonction
de x + y, solution déja obtenue; 4 moins que &’ etw” ne soient iden-
tiquement nulles, auquel cas = est une constante.

Donc, pour que Péquation (3) soit vérifiée, c’est-a-dire pour que
u, — u="F (2 + y), il faut, ou que u et u, soient des fonctions de

du
i

x + y,ou que z = ———o

dr
fonction analogue z,.

du

& soit égale 4 une constante, ainsi que k
-, g c , que la

dy

Il nous reste a voir si ces conditions sont suffisantes, c’est-a—dire si
les fonctions ¢, ¢, @, et ¢, quelles déterminent, satisfont toujours a
I’équation (3); aprés quoi nous aurons encore 2 voir si elles satisfont
A I'équation (2) et par conséquent a I'équation (1).

V.
oY . . .
Siu= —2"Y _est une fonction de x + y, on doit avoir
(s + vy 7
du du o
dx dy —
ou

Y " 9
‘_‘( 2le+vr

g+v\e+¥

T ?

2_£_>

>_9i¢<vi’\l’_ (e +9)
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d’on
?II ‘P” (F’—-\V
Z = =32t =9
o P -+
Posons
2 "
9 v
?_-‘uz(.r), ;—,_20(‘)'),
on aura

Y= =(z—9)(p+¢)
D’ou, en différentiant par rapport 4 x, puis par rapport a y,

) ’ Y
<lpllzw/(?_I_qJ)_*__(,tz_e)?l, 0:?5,!,])/——6’?/, m—';:W
?
Pour que ces deux fonctions, dont ['une ne dépend que de x et
Fautre ne dépend que de y, soient égales, il faut que chacune d’elles
’

soit égale a une constante A. De %—, = A on tire 3= A¢ -+ B, ou
¢ = 2A99" + 2B¢’; d'on
o' =A¢*+2Bgp + C;

on aura de méme
¢ =Ag* + 2B, +C,.

Pour que ces valeurs vérifient I’équation

17 »

? ¥ ¢ —9

L~ 9

¥ Y g+

il faut que Pon ait identiquement

(2A9+2B)(p+¢) —2A¢? — 4Bp—2aC
: = (2A¢+2B,)(p+¢) —2A¢* —4B, ¢ — 2C,,

ou

2By —2Bgp —2C=12B,9 —2B,y —2C,,

ce qui exige que
B+B,=o0, et C=(,.
Tome V1 (2° série).— Ocrosse 1861 44
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Donc
¢ =A¢’+ 2Bp +C, ¢ = A¢?* — 2By + C.

Désignons par a, et a, les deux racines de I’équation
Ap*+2Bp+ C=o0;
celles de I'équation

A«.p’—ana—i—C:o

seront — @, et — a,. On aura

fl

§ o 1 [ 9’ ¢ ]
e ey I 11 —_— = 1
Alg—ai)(p —a) ! Alay—a) y—a 9—a !

d’onl
1 P a

0
=X
Ala,—a) ¢—a P

p étant une constante arbitraire.
Soit A(a, — a,) = 2m, il vient

m(z+p) _ g, M +P)

9 — o __ _am{x—+p) __are
_— =€ ’ ?= m(r —m(x
P — & ez +p) _ g —mz-+p)
On aura de méme
a,e— "UTD g, e+
$= ) _ g—mr+1)

et, par conséquent,

(a,—a,) [emE+TFPHa) _ gmmEHT P+

¢+ ¢= [ern(x+P)_e“'"("+p)][8'"(’ ) =+

On voit par la que si I'on prend pour ¢, et pour g, des valeurs de

méme forme, déterminées par les équations
g,=agl+abs, +c et ¢ =api— by +c,

p+
?l"""’l

a, b et ¢ étant des constantes quelconques, le rapport sera égal
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a une fonction de x + y, multipliée par le produit de deux fonc-
tions, I'une dépendant de x seulement, Pautre de y senlemient; par

7

conséquent I’équation (2) sera vérifiée.

VI.
Soit maintenant
Vi I
z= df  df am’
iz Ty
d’ou
1 df 1df
Famt i = 2in,
on .
dLf—m(z+y)]  d[Lf—m(z+y)]__
+ = o.
dx dy

Il en résulte
Lf—m(x+ y)=8§x —y), ou f=e" ¢ (x — y).

Mais
du du
. J=Z—
donc »
d.[u— ™=+ Fo(z— 7)] _ d.ju— e+ g, (2 — y)]

=0
dx dy ’

F,(x — y) étant la dérivée de 24, (ax — y). Donc, si w et § représen-
tent deux fonctions arbitraires, 'une de x + y, l'autre de x — y, on
doit avoir ]
u=w(x+ y)— " N(x — y).
Soient
X+ y=a, xr—y= ﬁ H
I'éguation
d'u du du s
) W =7 @ + 2u

44..
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devient
u d*u d*u' _ du\? dn\? 3
ia dﬂ") =\zz) — E’- “+ 28°.
Mais
du — ot mec d'u R 9 M
-, =@ — me 6, —=uv"—m'e"0,
du _ mo. gy d*u _— mo pu
i ¢, il 6
donc
(21) (m —e™6)(a" — m3e™ 8 + ™ ") =5 — 2’ me™ §
a1

+ m*e’™* G — ™0 + 2 (m — €7 0).
Ordonnons par rapporta e™:
(55— & — 25?)— ™ ("0 +mim’— ag'im — 650 — ")

+ €™ (6 — 66" — 636%) + 26°™ = o.
Différentions par rapport a 3, et divisons tous les termes par " :

(2@'m—+ 65 —5" — m*s)0 +w6"”
+ e (§6"— 66" —12w6@) + 6626 = o,
Différentions de nouveau par rapport a 3 :
(2 m + 65 — 5" —m*w)0" + 50"

+ €™ [0 — 90" — 12w (67 + 60" )] + 6™ (626" + 2067) == o.

Multiplions la derniére équation par ¢, la précédente par ¢, et re-
tranchons I’un de 1'autre les deux résultats ; il vient

o (56— 6"+ e [6(66 — 676")+ 12507] — 6e¥".206° = o,

ou
(w— 0e™) (96" — 6"0" — 120%™ ) = o.
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Orz — €™, qui n’est autre chose que u, ne peut étre nulle, donc
le second facteur doit I’étre. Mais § et ses dérivées sont des fonctions de B:
donc pour que ce second facteur soit nul identiquement, il faut que la
constante m soit nulle, c’est-a-dire que

u=wa(x+y)—0(x - y).

Cette condition détermine les fonctions = et 6, ainsi que les fonc-
tions ¢ et . D'abord I'équation (21), si I'on fait m = o, devient

(22) (m—0)(a"+0)=0"— 6%+ 2z — §)°.
De cette équation on tire

w__ (m—08)[2a" 0" + 60 (5 —8)1] — o' [a— 0+ 2(5 — 0)]
- (@ — o)

(1]

2

=" _ 2z —0n —(a"— 0+ 4 (m— 0} — 120 (& — 6)?
(o) (w—8)

L’équation (22) ne changeant pas quand on change m en6 et 6 enw,
on aura de méme

8" —2(::1'—9)9”+m'2—-—9’2—4(m~9)3—-—l29(m’-—-9)’

- — 120 =

v 5 (@—0y ’
et, par conséquent,
Y e tam— (U~ 120) =228 (e +0") —2(@"—4") — §(c—8)
a’ o ’_ (@ —0)° ’

Le second membre est nul, en vertu de P'équation (22); donc les
v v

. o . , P
fonctions o 12T et 5 — 126, qui ne dépendent, la premiere (ue
de o, la seconde que de (2, doivent étre égales 4 une constante A. Soit

H

; B
o I26=A, @"=1200 +Aw, ' =65+ Azz—r——z;
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multiplions par 2a’, et intégrons de nouveau :
z?= 45 + Az’ + Bo 4+ C.
On aura de méme
52 = 46% + A6+ B, 6+ C,.
Ces fonctions = et 6 devant vérifier 'équation (22), on doit avoir
(m—0) (66’—|—A5+ —2+66’+A6+ %)
= 4o +As* +Bs+C— 47 —A2—B,0—-C,+2(z—06).
Si 'on développe cette équation, elle se réduit a

B—;B'(m—l—@)—l—C——C. =o,

"e qui exige que B = B, et C=C(,.
On doit donc avoir, en définitive,

s =4t +Aw'+ B+ C et §7=40"+A0"+ B+ C.

Donc 6(x) est égale, soit a @ (x), soit a @ (— x), et la fonction = est
doublement périodique, ayant un infini double.
Maintenant, la condition

u=w(x+y)—b(x=7)

donue
du du __ __,
a—i—;}:_—zw (x+7),
et par conséquent
d*u d*u
— = 0.
dx* dy?

Or on a

37‘3:?%(5%"2?%?)'

o . 1 T R R F SRR RN L TR NN Y 1 SR B
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Donc
9

- ?N/ _ CPI?” )
dz’ T g4 [?—!-\P 6 (b+97 (?-I-WJ

et, de méme,

ﬂ _ q)’ [ 1Pl// _ 6 \#’ q)// . lp/a ].
T il T e S e
Egalons ces deux expressions, et divisons par (?ﬁ‘;’)” les deux mem-

bres de I'équation ainsi obtenue; il vient

?Z B q)l/ R ?'2 . ﬂ _ _4}// (‘ .J)/g )
(4) 4 6?+\P+6(?+¢)’—\P’ 6?+*¥J+)(?+\H’

En différentiant par rapport a x, on a

?/cpl‘,_?u ?M . 6 ‘?”l 6 ‘P” q)l ?1 q)”_ (P/g
= —_— — 132 412
9 P+ (p+4) (o+4)p (@)
! " 42
¢
+6 L1 g, T
(e 97 (pr97’
CPI (P‘ v_?” qJll/ 6 (P’” ?I/ CP’z ‘PI/ ‘1}/2
= — 18 + 12 + 6 - Al YL S
g (e ) CE Ok (p+¢P (p+9)? (p-+9)?

Posons, pour abréger,

et différentions de nonveau par rapport a x:

dz 7’ ]v_ /oW w H . ! U4 + I

=6ttt T¥Y g __*% —18 2 _ 136 2% L, ¥Y

&=° v ~ e+ T e T AL
—36 2 _ ., EV | 46 oY

PR L poray i 36 (3+9)
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g gy oW

Substituons 3 L3—FF sa valeur trouvée ci-dessus :
7

ﬂ . , . ?”’ . ?v' ?II , ?la 6 ? ¢I/ ?' \p’?
= 36— 108 E 1 g T O el T T G
_ q)m , q>I q’l/ ) CFI cPI/ . ?’3 . ?’ ‘l’”

sl s + 36 L g T e T Pl
3 (?‘!",2‘. ‘
+ 6(?+~P)
Donc
A _ ¢ e ¥Y v §Y 369V .
&= "2 ey "Swwf“%wﬁ 2 g 0 b
Donc
2 ili N (Pm _ ‘P” (Pl’ 6 4‘” _ ’{’I:
R T Sl R e I T CE T Ol
I AL ¥e 3. 000 _ o,y VO P
L psn Bkl PR S PR 2 5 g 90 ey
d’ou
_gdi_ ¥ ¥ =¥ _ g9 =¥
=L E= 0 e T 2h g o — B oy

‘1}0 —’-l’ ,4”2 ___‘P ?”‘_"l)” ,.,? _q‘lg
”q»+¢'(qa+¢)*+ P P + 60 Py
Si I'on pose

’*I",‘[’w'_‘l‘”"!‘m _
1.l"l;g 3
on aura
,_ Sy
¥ dy

en changeant dans I'équation précédente ¢ en § et § en ¢. Ainsi

2

Y e AT ek A Sk 2 | S 9
=60y~ G °w++)[ ['q»w S parey

‘!"” "l’,’
o+ -3 (?+¢)’]’

n
|
—e‘l-e
&
<

—+ 2
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et

S S ok MY Gt 15 =V [V _ ¥ Y
"‘V d7 6(?+1P)2+6(?4—\;,)3*6(?_'_,“7[\!)/ 4‘?+\!ﬂ+3<cp+¢)’

?I/ _ ?/2 = .
R 3(?+\P)’J

Donec, en ajoutant,

z

_3% t_iﬁz_au[?_’”_s Y e W
Y Ty R A R Py R

"'I’” \P” ) )
+6 0y — 6]

Le second membre est nul, en vertu de I'équation (24); or z et fp

ne dépendent que de x, £ et ¢ ne dépendent que de y; donc, si l'on
désigne par b une constante,

— boar
s-LG=3b t-1d=_3p

Si I'on integre, il vient

b ryw
%:%—-—I—Iza, gq’—;,,—?i=3bq9’+magocp’,

"

e _ 35 a
?_6a¢2+3bep+c, ¢'=2a9"+—o'+co+ -,

et enfin
¢ = ae* + bo® + co? + do + h.
On obtiendra de méme

Y?=a,§* — bg* + ¢, 4>+ d, ¢ + A,.

Substituons maintenant les expressions trouvées dans I’équation (24),
apres avoir chassé les dénominateurs de cette équation, ce qui donne

Y0p"(p+ ) =699 (p+4)+ 60" |=¢ 4" (p+¢)* — 6 ¢y (p+4¢)+6¢7];

Tome V1 (2° série). — OcToBRE 1861 . 45
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quand on aura fait cette substitution, on pourra diviser tous les termes
par ¢/, et il restera

(6ap*+3byp+c)(p+¢) — (12a9®+9be? +6co +3d (9 +¢)
+ 6ag* + 6bo* + 6co* + 6dg + 6h

= (6a,$*—3by+c,)(p+ $)— (124§’ — 9by?+6c,y+3d)(p+¢)

+6a,y*—6b¢*+6¢c,¢*+ 64, +6h,.

Si I'on développe, il vient, toutes réductions faites,

6apy? + ¢(p? + ¢?) — hepy + 3d(p — §) + 62
= 6a,9** + ¢, (§* + ¢?) — by gy + 3d, (¢ — ¢) + 64y,

ce qui exige qu’on ait

a=a, c=c, d=—d, k=",
Donc

o?=agp'+bo*+co*+do+h et (P=ad'—b¢’+ cy?*—dy+h.

La fonction ¢ est déterminee par I'une des deux équations

%=ﬁ¢*+ bo* +co*+do+ h

et

deg __
A=

—\ag* +- bo* + co*+do + h.
Nous désignerons la premiére fonction par ¢ (), la seconde sera alors
cp.(-—x). La fonction ¢ aura pareillemeut deux valeurs, qui seront
— ¢ () et — @(—7). Nous pouvons supposer que la fouction ¢ se
réduit 4 zéro pour la valeur zéro de la variable; cette fonction est
d’ailleurs une fonction doublement périodique, aux périodes w et o', et
nous désignerons par M la somme constante des deux valeurs de la
variable qui donnent 2 ¢ la méme valeur.

Nous savons que, les fonctions ¢ et { étant ainsi déterminées, u est
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égale 4 la somme de deux fonctions dépendant, I'une de x + y seule-
ment, Pautre de 2 — y seulement, et nous avons vu que ces deux fonc-
tions doivent étre doublement périodiques, ayant un infini double, et
leurs périodes étant évidemment les mémes que celles de la fonction ¢.
Nous allons achever de déterminer ces fonctions.

La fonction « peut avoir quatre valeurs :

—¢(2)e(r)  Sl@)f(=r) | F=2)dly) | —fl=a)f(=y) |
eI — 2 Ge@l—3(— 2P (e(—a)—9(2)F (3(—a)—¢(— )T
Soit

VB F AT+ Ba 1 C et —;{gz\/4v63+A62+B6+C,

de sorte que 6 (B) = = (3), et supposons que = se réduise 4 zéro pour
la valeur zéro de la variable. Nous alfons voir que si I'on pose

u=s(xr+y+m)—w(x—y-+m),

on peut, pour les quatre valeurs de u, déterminer m et m,, de telle
sorte que cette équation soit vérifiée.
Soit d’abord
w0 (=) (y) |
= : .
[o(«)—o(x)]

Si 'on regarde x comme seule variable, z change de signe quand on

remplace x par M — . Cette fonction a quatre zéros simples, qui sont

Ly 1. M M M M /

ceux de ¢'(x), Cest-a-dire =, =+ 2, = &, 2 2*te
2 2 2 2 2 2

finis de ¢ donnent & la fonction une valeur finie. Elle a aussi deux in-
finis doubles, quisont x = y etx =M — y.
Sil'on regarde y comme seule variable, u change de signe quand on

s car les in-

remplace ar M — Ses zéros sont encore]li— M+2 Eﬂ-?—, et
P JP y- S 2 5? Py patd

M ! . .

-4 2 ;ses infinis y = x et ry=M—x.

2 2
Sil’on considére maintenant la fonction

v=w(x+y+m)—a(rx—y+m,),
45..
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quand on y remplace x parM — x,on a

v=g(y—x+M+m)—s(M—x —y+m)

La fonction n’aura fait que changer designe, si, N representant la
somme constante des deux valeurs de la variable qui donnent a& la
méme valeur, on a ’

M+m+m,=N.

Quand on remplace y parM — y, on a
v=g(M+m+x—y)—a(x+y—M+m);
la fonction n’aura fait que changer de signe, si
M+ m—m,=o.

De 1 on tire

N N
m=——M e m=—
2 2

Si I'on regarde dans ¢, xr comme seule variable, v a quatre zéros don-
nés par la condition

x+y+m=N—x+y—m+ho+ko, on 2x =M+ ko-+ ko

donc, abstraction faite des multiples des périodes, les zéros sont

M M o M o M » -4 o
—y — =y — 4 =y — + .
2 2 2 2 2 2 2

Si 'on regarde y comme seule variable, les zéros sont donnés par la
condition

x+y+m=x—y+m+hko+k'o’, ou 2ay=M+ ko + k"o’
donc, en faisant abstraction des multiples des périodes, les zéros

M M M oM /
sont —» =42, —+1et—+w+w~
2 2 2.2 2 2

2
Ia fonction ¢ a deux infinis doubles, donnés par la condition

N
x+ry+m==—+ko+ko, ou x—y+m= E+kc.)+lf’m'.
A P J >

e pe . Cw ' e . Cia P IR R L LER A LI LI A AR AN R I
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D’on, en remplacant m et m, par leur valeur,
r=M-—y et xr=y.

Les fonctions u et v ayant les mémes zéros et les mémes infinis sont
égales & un facteur constant pres, que I'on peut toujours supposer égal
al'unité.

La seconde valeur de u se déduit de la premiére, en changeant le
signe, et remplagant y par — y ; la troisiéme se déduit aussi de la pre-
miere, en changeant le signe, et remplacant @ par — x; enfin la qua-
trieme s’en déduit aussi, en changeant x en — o et y en — y. Donc, si,
pour abréger, on pose

R=vVag'+bo’+ co*+dg+ h,
et

S=vay — b+ ¢ —dy+ b,

les quatre valeurs de « seront déterminées par le tableau suivant -

1° %zﬁ, %:«—S, u:w<x+y+§-—1\’[)~w(ac-j+§>;
20 Z?: , -Z_i—s, u:m(x+y+§)~w(x-j‘+~§—M;);
3¢ Z—;’;:—R, %:—S, u:m(ac—o—j—l——f—)—w(x——f—}—g—f—MZ);
4° j—z~— , % S, u:w(x+j+§+M>—w<x—y+§>n

La fonction u, sera déterminée par des équations de méme forme.
Mais pour que la différence u, — u se réduise aune fonction de x “+ 7,
sans que u, et u soient identiques, il faut évidemment que u soit dé-
terminée par la premiére ou la quatriéme formule, et que #, le soit par
P'une des formules correspondantes, les fonctions & étant les mémes
dans 'expression de u et dans celles de ,. Il faut done, en définitive,
etil suffit, que 4 (y) = — ¢ (r)s que ¢, (y) = — 91(r); et que g et g,
soient des fonctions doublement périodiques, aux mémes périodes,
ayant deux zéros et deux infinis.
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Si ces conditions sont remplies, on aura, en désignant par = une
“fonction doublement périodique aux mémes périodes que ¢ etg,,se ré-
Jduisant 4 zéro pour la valeur zéro de la variable, et ayant un infini

N , . .
double S en désignant aussi par M la somme constante des valeurs de

la variable qui donnent a ¢ la méme valeur, et par M, la quantité
analogue pour ¢,, et supposant enfin que ¢ et ¢, se réduisent a zéro
pour la valeur zéro de la variable :

(q.?fip‘r‘(?ﬁr:“(“’J’f*"l;“M') "’(”‘*7"%_1“)'

Donc I'équation (3) sera vérifiée.

VIIL.

Soit 6 (& + ) une fonction doublement périodique, ayant les méwmes
périodes que la fonction = considérée ci-dessus, et se réduisant a zero
pour x -+ y = o et pour X +y = M + M,. Il est facile de voir que les
fonctions

—¢(z+7)
fola+ry)—0 (M)}

et zs'(.r+j’+%—M.>—w(x+j+g—M>

ont les mémes zéros et les mémes infinis. Donc, si A représente une
constante,

7. ¥ ¢y’ — AV (x4 )

—

G+ W) (g+¥F Bz +7)—6(MF

Si I'on intégre par rapport & y, il vient

KN /. - A .
o+ ?I+¢'+§.(x) 6(z+y)—6(M)

Si Von intégre de nouveau par rapport 2 x, et si 'on désigne par
F(x+ ) une intégrale du second membre, il vient

L{p+¢) — L(g + $)+ G (x) + & () =F(x +7)

RECUL B e g . S R . i T TN R T R R ERERR L AR L TN LITRN o
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ot

A (@) 4 ()=

Cette équation nous montre que si les valeurs de 9, Y, ¢, et §, déter-
minées ci-dessus, et qui nous fournissent la solution la plus générale
de I'équation (3), peuvent aussi, sans nouvelles restrictions, vérifier
I'équation (2), il faut que la fonction de x + y qui figure dans cette
équation soit de la forme e "), F (x + ») ayant pour dérivée une
fonction doublement périodique, aux mémes périodes que ¢ et ¢,, et
dont les infinis sont M et M,. Nous allons voir que cette condition est
suffisante,

Soit

F(za+7) _ 9(%x)—e(y)
¢ T a@ = (DA

Les fonctions 4, et &, se déterminent en remplagant x ou 7 par des
coustantes p et q; il vient '
eFlet+2) ~ F(z4q)—F(p+r)

_2z)—9(y) el(z)—e(q) e(p)—a(r) 2(P)—9(a) —F(p+q,

Telz)—ely) p(@)—e(7) ¢(P)—9(y) @(p)—9(q)

Le second membre est une fonction doublement périodique,.dont les
périodes sont o et »'; il en est de méme du premier. En effet, la fonc-
tion F'(a + y) étant doublement périodique aux mémes périodes,
on a '

Flx+y+Ko+Ko)=F(x+ y)+ KF(0) + K'F (o).

Si donc on remplace x par x+Kw+K'o' et y par y+K,u—+ K’ o,
exposant de e devient

F(1'+j)+(K;!-K.)F(m)+ (K +K)F(o)—F(x + q) —KF (w)
—K'F(o)—F(y + p) — K, F(w) — K,F(w),

on

Flex+y)—F(x+q)—F(p+y)
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Donc le premier membre, ne changeant pas quand on augmente
x et y d’un multiple quelconque des périodes, est doublement pério-
dique.

Ie second membre a trois zéros, ce sont: =M — y, x =M, — ¢,
¥ =M, — p. Le premier membre admet les mémes zéros et n’en admet
pas d’autres. En effet, soit A le point qui correspond a la valeur M+M,

de la variable; soient M et M’ les points qui correspondent aux valeurs
z et M 4+ M, — z de cette variable; la droite MM’ passe par le milieu B
de OA, et la fonction F” prend la méme valeur en deux points de OM
et de AM’ en ligne droite avec le point B, car la somme des valeurs de
la variable correspondant i ces deux points est M+ M,. Or on peut
former l'intégrale F (M + M, — z) soit en parcourant la droite OM’,
soit en parcourant le contour OAM'. La droife OA donne F (M + M,);
puisque F’ passe par les mémes valeurs quand on va de A en M’ et
quand on va de O en M, et que dz a des signes contraires dans les deux
cas, I'intégrale obtenue en allant de A en M’ est — F(z). Donc

F(M+M, —z)=F(M+M,) — F ().

Il en résulte que, F devenant infinie pour 2 =M et pour z = M,,
la fonction F(z) a des valeurs de signes contraires pour des valeurs
de z trés- peu différentes de M et de M,. Donc, si F(M))= + =,

La fonction
F e+ —F(z+q)—=F(r+p)

se réduit donc a zéro pour

x+y=M, x4+q=M, et p+ry =M
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d’ailleurs ¥, et par conséquent F, n’a pas d’autres infinis; donc les
zéros du premier membre sont les mémes que ceux-du second. On
voit pareillement que les infinis sont aussi les mémes ; donc les deux
fonctions sont égales & un facteur constant preés. :

Nous pouvons résumer ce qui précede en énoncant le théoréme
suivant :

Pour que l’équation

= Fi(2)/i () +Fi() £ (1)
Hx+y)= Fo{2) () +Fl=) £ ()

soit vérifice, quelque valeur que ’on attribue auzx variables x et y, il

Jaut et il suffit :

1@ Que :::('T) — fl(;)) et que F3(-7-‘)= - Ja(=z)

() = T Al F,(x) fil=)

. F(z) . S .
2° Que ces fonctions (=)’ etc., soient des fonctions doublement

périodiques, aux mémes périodes, ayant pour zéros, la premiére zéro
et M, la seconde zéro et M, ; ‘

3° Que (x + y)=eE+7) F(x +y) ayant pour dérivée une
Jonction doublement périodique aux mémes périodes que les préce-
dentes, et dont les infinis sont M et M,.

VIII.

Considérons maintenant I'équation

=¥ () +e(2) ¥ (y)
(‘) f('r +)’)-— 1—K’q;(x)”q»(_y)’

Cette équation peut se mettre sous la forme suivante

Pour qu’elle soit vérifiée, quelque valeur que I'on donne a x et 3 y,
Tome VI (2° série). — Ocrosre 1361, 46
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il faut d’abord que

glx) _ _ ¥=)
¢ (=) V()
et que
1 _—K? 2
=Kol

conditions équivalentes.

soient des fonctions doublement

?(#)
¢ (=)
périodiques, aux mémes périodes. Pour que ¢ (z)? soit doublement peé-
riodique, il faut que ¢ (x) le soit également, et si o et w’sont les pé-

1l faut en outre que @(x)" et

riodes de g, celles de ¢* seront 2 et . Mais si ¢? est nulle pour x =o,
elle I’est aussi pour x:‘—g, done ¢ doit I'étre pareillement. D’autre
part, ¢* reprenant la méme valeur pour x et pour x + 2, ¢ (x) doit
A . o . . -

étre égale, soit & qa(ac + ;), ce qui supposerait que les périodes de ¢
sont «' et 32‘-, contrairement 4 notre hypothése, soit 3 — (p(x + 2)

. » w
Mais la somme des zéros de ¢ est =3 donc

¢ (x+§)=?(—x);
donc
p(x)=—¢(— x)

La fonction ¢ est done une fonction doublement périodique ayaut
deux zéros, et elle change seulement de signe quand la variable change
de signe.

Cela étant, % est aussi doublement périodique aux périodes ' et 2

Elle se réduit 2 zéro quand ¢ est nulle, c’est-a dire pour zéro et 2, et
w—+ o

’
quand ¢ est infinie, c’est-a-dire pour -'1;— et . Donc la somme de

, o
ses zerops est re
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¢ sera donc une fonction donnée par I'équation

=g i— = e,

g et k étant deux paramétres arbitraires, ¢ se réduisant & zéro pour
x = o, et la valeur correspondante du radical étant 1. Quant a ¢( ),
elle sera donnée par I'équation

4’(.7)='"?(%I +.7)’

. . .y .. A3
m etant une constante déterminée par la condition m’=ﬁz; car

LI 1 — ke ()
Y(r) m?(%’—i-.r) m

k!
que — = K2,

. LA 2K ;
; donc pour que etk o (7)Y K2, il faut

'’
Soit maintenant f (& + y) = e @) d'ou F' = § - Nous savons que
F’ doit étre une fonction doublement périodique, ayant les mémes pé-
. r
riodes que ¢? et ﬁ, et devenant infinie pour les valeurs zéro et % de

la variable. Cette condition sera remplie si'on a
Slx+y)=0¢ (x +r+ ”;)'

Il est facile en effet de vérifier que, si I'on représente par ¢ une fone-
tion elliptique, détérminée comme il a été dit ci-dessus, on a toujours

’

?-(x)?’(.r-f-%)-l-?(J’-i—%,)?'(x)'

I\ 2
1 — Ry (2] <.}’+ %)

<p<x+_y+"—;—,):m

Les zéros des deux membres, dans chaque parallélogramme él¢-
mentaire, sont :

X = —(_7'—!——%,) et Ax:%—(f—l—%’%
46..
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et les infinis sont

’

4
xr+y=o0 et .z'—|—f+%-=-3+%--

IX.

Il nous reste a considérer I’équation

(1) Fla+y) _ Fl2)filr)+F(2)Fiy),
F(z—y) Flz)fily)—Sf(=)Flry)
Soit
F(x ¥,
- f—5x—3=q>(x) et ﬁm?(f),
d’on
$(z+r) _o+¥
) =1 )=
(2) R "=y o e =de+)

En différentiant par rapport & x et par rapport a ¥, on a
Flo—¢)+5y=7(p+¢)+59)
Flo—¢)—Y=—7(o+¢)+ 4.

Nous éliminerons &, entre ces deux équations en les ajoutant :
28 (9 —¢) + 5(¢' —¢) =5 (¢'+ ¢).
Si I'on élimine maintenant ¢, au moyen de I'équation (2), on a

2§ (¢ — )+ F(¢' — ¢')p + ¢) = (o — )¢’ + ¥);
§_of —J¢
(3) 3,» - ?:__ ‘l"
Cette équation est de méme forme que celles que nous venons d’étu-

dier ; elle détermine pour g une fonction elliptique, définie, comme ci-
dessus, par I'équation

2 V=P i — R e,
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et I'on doit avoir

() =29 (r).

N LAY . o L
La fonction - doit étre une fonction elliptique, impaire, ayant pour
3—; ? H
périodes w et w’; cette condition sera remplie si § est une fonction ellip-
tique, impaire, ayant pour périodes w et 2 ', s’annulant pour les va-
. ) . . ©» »

leurs zéro et o', et devenant infinie pour les valeurs seto' +~dela
variable. 1l est facile en effet de vérifier que, il en est ainsi, les fonc-
tions '

Flaty) o 2@)+e(r)
éf(x-y) ?(=)—9(r)

ont les mémes zéros et les mémes infinis. Les zéros sont

— —ﬁ) -
X= —y et =+

les infinis sont



