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PURES ET APPLIQUÉES, 3a9 

SUR 

LES FONCTIONS ELLIPTIQUES; 

Pu M. MATHET. 

Parmi les propriétés des fonctions circulaires et exponentielles, il 
en est qui appartiennent aussi aux fonctions doublement périodiques 
dont les premières ne sont que des cas particuliers, C'est ainsi que 
l'équation 
(j\ #(*-+-r) _ -t-F(jr)/(x) 

H*-r) * (*)/tr)-F(r )/(*)' 

dans laquelle χ et y représentent deux variables indépendantes, est 

vérifiée quand = tang χ, et l'est encore si est une fonction 

elliptique. De même l'équation 

(») 
, .Λ_ r(x)f(y),+ v(x)f(y) 

f^ +y)~ K'FWvXr)' ' 

dans laquelle R représente une constante quelconque, est vérifiée si 

F (Λ·) = tangjr et f{y)— cot 7, et l'est encore si F (a?) et f{y) 

sont des fonctions elliptiques convenablement déterminées. Soit enfin 
l'équation 

(3) a?
 r

 . ,.λ— ? (*)/(■?) — f(J-)/(^) 
¥
l
{x)f(y)-V

i
[y)f{x) 

Il est facile de montrer que si 

7^(=*™(χ + Ρ) et Jï*) =»π(Λ· +
 9

), 

Tome VI (2E série).— SEPTEMBRE 1861. 42 
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ρ et q étant des constantes quelconques, on peut toujours déterminer 
j\x) et f (x) de telle sorte que cette équation soit vérifiée; on verra 

plus loin qu'il en est de même si -f—? et .sont des fonctions ellip-

tiques aux mêmes périodes. 
On est alors conduit à se demander si ces fonctions doublement 

périodiques sont les solutions les plus générales des équations posées 
ci-dessus, ou si elles-mêmes ne sont que des cas particuliers de ces 
solutions. Telle est la question que je me propose d'examiner. Je 
déterminerai d'abord les fonctions qui peuvent vérifier l'équation 

ί ι r , v\ _ F'(*)/'(.r)-m>(-*0/'(.r)ί ι r , v\ _ F'(*)/'(.r)-m>(-*0/'(.r) 

dont les équations (2) et (3) ne sont que des cas particuliers, et je 
résoudrai ensuite la même question pour l'équation 

F (x+y)/ F1(x-y) = F(j:)/i(r)-t-/(.T)F| {y)F(j:)/i(r)-t-/(.T)F| {y) 

qui renferme également l'équation (1). 

II. 

Soit l'équation 

(0 f (x+y) = F(j:)/i(r)-t-/(.T)F| {y)F(j:)/i(r)-t-/(.T)F| {y) 

Si l'on pose 

F'W —φ(α) f'ÎZ}—ù(r) F-1^) = .„ fr\F'W —φ(α) f'ÎZ}—ù(r) F-1^) = .„ fr\ 

F'W —φ(α) f'ÎZ}—ù(r) F-1^) = .„ fr\F'W —φ(α) f'ÎZ}—ù(r) F-1^) = .„ fr\ 

l'équation (1) devient 

(5) F'W —φ(α) f'ÎZ}—ù(r) F-1^) = .„ fr\F'W —φ(α) f'ÎZ}—ù(r) F-1^) = .„ fr\ 
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Prenons les logarithmes des deux membres, difïerentions par rap-

port à x, et ensuite par rapport à jr, et posons 

F(*+.r)=— = d2 Ly (x+y)/ dx dy 
il vient 

(3) 
MY, ir) _ f'HfM 

[(ρ,ΐχ) -+-ψ, (jr)]2 [?(■*) +ψ lr)]2 ^ ■* ' 

Soit u = φ ^ ; on trouve en différcntiant (φ ψ)8 

dit ψ' / tpw φ'2 \ 
dx f -h ψ \ + ψ (?"+"Ψ)2/ 

du= ?' M" 3 ν1 V 
dy α -|- ψ γ y -ί- ψ ( cp -ty y } 

d*u __ Γ y" ?'2 Ι Γ Y ψ" 1 y" ψ" 
dxdy~ [_<Ρ + ψ ^ ( φ-+-ψ )3 J |_tp -t-ψ 2 (?-Ηψ)3 J + 2 (φ-+-ψ)4 ' 

d'où 

(4) d2 u du du , 
u dx dy = dx dy + 2u3 

L'équation (4) est évidemment vérifiée par la fonction 

u — ?'■ *'■ 
1 (τι+ψι)1' 

mais, en vertu de l'équation (3), 

κ, = F H- M; 

on peut donc remplacer, dans l'équation (4)> u Par F-t-a. Si l'on 
élimine ensuite, par des différentiations, la fonction F et ses dérivées, 
il restera une équation aux différences partielles de u, qui déterminera 
cette fonction. Les calculs qui vont suivre auront pour objet de for-
mer, non pas précisément cette équation, mais un système d'équations 
équivalent, dont la discussion nous fournira la solution de la ques-
tion. 

4a.. 
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Posons 
du du j. 
dx dy * 

Si l'on différentie l'équation (4) par rapport à χ "et par rapport à y, 
et si l'on retranche l'un de l'autre les deux résultats, on a 

(5) 
^ d'f - d'u du df du df 

U dxdy~^ J dxdy dx dy dy dx U * 

Posons encore 
df df 
dx dy 

Si l'on différence l'équation (5) par rapport à Λ: et par rapport à y, 
et si l'on ajoute les deux résultats, on a 

" dx dy dy) dxdy ^ dx dy~^~ J \dx2dy dxdy2 ) 

/d'u d'u\df /d2u d'u\df du dv du dv ^ , 
dx dy ) dy \dxdy dy2 ) dx dx dy dy dx U V 

+ [di + Ty)· 

Mais 
(d'u d'u \df /d'u d2 u\ df 
dx2 dxdy) dy \dxdy dy2 ) dx 

/d'u d2 u \ df / d2 u d2 u\df / df df\d'u 
\dx2 dxdy) dy \dxdy dy2 J dx \dx dy ) dx dy 

df df df df d'u d'u 
dx dy dy dx dxdy dx dy 

Donc 

(a) 

d2 ν d'u /du du\ d'f „ / d3 u d3 u \ 
" dxdy ^ dxdy dy ) dxdy J \dx'dy dxdy2 ) 

= HT, + T
r
T^M'ν+ι™)\-ζ + τ;)· 
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Mais si l'on différentie l'équation (4) par rapport à χ et par rapport 
à j, et si l'on ajoute les deux résultats, on a 

/ ds u fi?
3 u \ {du du\ d2 u 

u\ dx2 dy dx dy2 J \ dx dy j dx dy 

du / fi?1
 Β d2 u\ du { d2 u d2 u \ a /du du\ 

dx \dx dy d'yj dy \dx2 dx dy) ^ dy/ 

d'où 

{ d3 u d'u \ du df du df /du du\ d2u ^ 2 {du du\ 
\dx2dy dxdy2) dy dx dx dy dy) dx dy ^ U \ dx dy ) ' 

et, par conséquent, en multipliant l'équation (a) par «, et y substi-

tuant à la place de « dx·,dy + dxJ l'expression que l'on vient de 

trouver, et à la place de u dx^ la valeur fournie par l'équation (5), 
on a 

U dxdy dx dy γί&τ ̂  dy) \ dx dy dy dx J dx dy~^~ U J J 

(b)+ f\TyTx-TxTy+\d-x + Ty)dTdy+Qu \Tx +Ty) J 
^

u
\HT

r
 +

 T
r
f] +6b'"+"2"1/(s + ̂ )· 

Mais on a, en se rappelant que f = ̂ - dy dx 

{du du\ /du df du df\ „ { du df du df\ 
\dx dy) \dx dy dy dx) ·* \dy dx dxdy) 

df Γ/du\2 du du {du\2 du e?«~j 
dy L\dx ) ~^~ dx dy γώ; ) dx dy J 

dx | dx dy \fi?y) dx dy \fifr) Jdx | dx dy \fi?y) dx dy \fifr) J 

L'équation [b) devient donc 

" dnry-UVd^y+%VTxTy=U\didy + Tydi)+ï>U V
· 
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Or l'équation (4) nous donne 

du du d- u 
dx dy " dx dy ^ ' 

si l'on fait cette substitution dans l'équation précédente et si l'on 
divise tous les termes par u, il vient 

(Ô) 
d'ν d1 u du du du du „ 

U^ï7y + VdïTy = Tx-dy^TyT
X

+lOU V' 

équation de même forme que l'équation (5). 
Chacune des équations (5) et (6) va maintenant nous fournir une 

relation entre F, F' et la fonction « et ses dérivées. Considérons d'a-
bord l'équation (5). Si on la différentie par rapport à a? et par rap-
port a y, et si l'on retranche l'un de l'autre les deux résultats, on a 

I d'f d'f \ | a , d'f | id/ df\ d'u 
i\dx'dy dxdy'} J dxdy \dx dyjdxdy 

= duld\f__d^f\ + du/d\f_ d'f\ | a d£ d£ + ^ /<£ _ 4f\ 
=dx \ dx dy dy' J dy \ dx' dx dy J dx dy \dx dy / 

-y- ii uf2. 

Multiplions tous les termes de cette équation par f, et, dans le pre-

mier membre, mettons à la place de f
 dxdy sa valeur prise dans l'é-

quation (5); il vient 
, / d'f _ d'f \ 

\dx'dy dxdy'j 

d'f /df df\/dudf dudf g . _ d'f \ 
+2* dx dy \dx dy J \ dx dy dy dx dx dy ) 

_ , du / d'f ^ d\f\ fd"i d\f _ d'f \ ^ , <jf ({f 

d dx \ dx dy dy' ) * dy\ dx' dx dy) d dx dy 

+
 {£ ~ £)

+ï2uJ3-

On peut simplifier cette equation en se rappelant que / = — — — ; 
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elle devient alors 

uf( _ JLL\_ „ (dL _ dl\ £L· 
J \dx'dy dxdy') \dx dy ) dx dy 

rdud'f „dud'f ,■ /du, du\ d'f /du du\ df df 
dy dx' J dx dy2 ·* \dx dy J dxdy dy J dx dy 

du(df\' du {df\' ,,du(df\' du {df\' ,, 

on bien 

(7> 

d3 f d3 f df df d2f 
u|_·' \dx'dy dxdy'1} \dx dy) dxdy -* J 

= — Γ f (~ -4- — — ( — -+- ^"1 
dy [ J \dx' dxdy) dx\dx dy ; J 
du Γ . ( d\f d'A _df (df 4m 

dx \y \<î?a: dy dy2 ) dy \dy dx) \ 

L'équation (7), déduite de l'équation (4), est évidemment vérifiée 
si, à la place de u, on met «, 011 F + κ qui lui est égale en vertu de 
l'équation (3). Or f

K
 ou ^ est égale à f ou £— en vertu 

de cette même équation (3); donc si l'on fait cette substitution, il 
vient, en tenant compte de l'équation (7), 

(8) 
F Γ f (j£L _ _£L) _(dl-_£\£lL _ la f. ]F Γ f (j£L _ _£L) _(dl-_£\£lL _ la f. ] 

= wXfi*L_d2L\ - (£-V\ 
= F'\f \dx- dy' J \dx dy) \dx dy)J 

De l'équation (6) nous pouvons, par un calcul analogue, tirer une 
équation de même forme. Différentions l'équation (6) par rapport à χ 
et par rapport à y, et retranchons l'un de l'autre les deux résultats; 
il vient 

f d3, ν d3· ν ^ ^ d'ν
 t

 {dv dv\ d'à
 t

 _ d'f 
u\ dx' dy dx dy' ) ' dx dy \ dx dy ) dx dy dx dy 

df dv df dv du / d'ν d'v\ du f d'ν d'ν \ .. 
dx dy dy dx dx \dx dy dy' J dy \ dx' dxdy)~^~ 2° UVJ 

, f dv dv \ 
+ IO" \di ~-dy)' 
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Je multiplie tous les termes par v, et je substitue à IOU'V sa valeur 
prise dans l'équation (6) ; il vient 

/ d3 ν d3v \ s- d2v [do dv\ d2u - d2f 
uv\dx2dy dxdy2) ^ dx dy \dx dy J dxdy dxdy 

= Tx Ty
 V

Ty Tx
 + V

Ty IF ~ " Zc df +
 V
f dJTy +

 2
°

UV
 J 

Γ d2 ν d2u du dv du dv Ί f dv dv \ 

l dxdy ' dxdy dxdy dy dx J dy) 

Les termes e/ Ί et ν (— — disparaissent dans les deux 

membres, et il reste 

(9) 

" ρ (ώ'ιί)' dxdy2) \<ir dy ) dx dy J J 

dyy dx2 dx \dx dy) J dx ρ dy2 dy\dy dx) | 

-v2ILL + V(d£dv +dldJL\. 

Cette équation est vérifiée quand on y remplace u par u
f
 ou par 

F -+- u qui lui est égale en vertu de l'équation (3). D'ailleurs f
K
 ou 

— étant égalé a r ou — » u en resuite que v. ou 7-4-7· 

est égale à c ou ̂  + ^;· On a donc, en faisant cette substitution, et te-

nant compte de l'équation (9), 

(io) 
F L (— - —■] - {-- hop» f 

C \<£r2 dy2 ) dy ) dy j J' 

équation analogue à l'équation (8). 
Les deux équations (8) et (10) que nous venons d'obtenir, si nous 

les divisons membre à membre, nous fournissent une équation aux 
différences partielles, qui détermine la fonction u. Mais cette équation 
est d'une forme trop compliquée pour que l'on puisse déterminer son 
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intégrale générale, nous la remplacerons donc par le système des 
équations (8) et (10) qui lui est équivalent, et nous discuterons ces 
deux équations après leur avoir donné une forme plus simple, au 
moyen des transformations qui vont suivre. 

III. 

Si dans l'équation (8) on remplace le coefficient de F par sa valeur 
prise dans l'équation (7), il vient 

[ du Γ , (d'f d'f\ df /df ,/\
Ί) i dy \y \t/x2 dxdy) d.r\dx dy ) 

i ± Γ r t£f_ d\f\ _d£(df_ df\l 
1 dx \y \dxdy dy' ) dy \dx dj'j J 1 

-F'u\(dl-dl\ (# + &X]. 
dx' dy ) \dx dy)\dx dy) 

Si l'on pose 

/(£+|)-w' 
cette équation se réduit à 

(»0 „ / du dw du dee\ , /dw div\ 
\ dy dx dx dy ) ^ \ dx dy ) 

De même, si dans l'équation (to) on substitue au coefficient de 
F sa valeur prise dans l'équation (9), on a 

!du Γ d1 e de [de de \ *1 du Γ d' e de /de de \ "1 . 

-v2 \ dx dy \dx dy dy dx)\ dx dy \dx dy dy dx) 

U ^ \dx' dy' ) \^6?x dy J \dx dy) J 

Mais v = wj\ d'où, en différentiant, 

dx e clx W dx ' dx' J dx' dx dx ^ dx' 

Tome VI (2e série).— SEPTEMBRE 1861. 4^ 
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Donc 

v d2v/ dx2- (£)'=/■ 0 £ - (S)']+»■[./£- (£)'] 
et de même 

v ^_py=f'L- - /^- (?Y1 
dy2 \<ty/ L dy2 \<fyJ J L df \dy } J 

On a aussi 

/du du\ do dv 2 d2f /df dv df dv \ 
\dy dx J dx dy dxdy \dx dy dy dx j 

= ~W J TxTy~WJ Txd^~Wf dPdi-S dfdf 

-»'/ ïi + rf/ïÎ + "' +wf2 df dx dw dy 

2
 /du du\ / ,· d2f df df \ ·

2
 /du du\ dw dw 

= - w2\ dx dy J \y dx dy dx dy J J \dx d) ) dx dy 

L'équation trouvée ci-dessus devient donc 

F du/ dy f2 w I du J L dx1 ) + dx dy \ f iI du J L dx1 ) + dx dy \ f iI du J L dx1 ) + dx dy \ f i 

- du / dx [_^ df \dy) ^ dxdy dx dy J I[_^ df \dy) ^ dxdy dx dy J I[_^ df \dy) ^ dxdy dx dy J I[_^ df \dy) ^ dxdy dx dy J I 

f'V'W-wMsbUOJ | 

= F'u + w2 f d2f dx2 - d2f dy2m i' 
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équation qui, en vertu de l'équation (11), se réduit à 

(12) j dy L dx2 \dxj dx dy J dx \_ dy2 '^z dy \j dy L dx2 \dxj dx dy J dx \_ dy2 '^z dy \ 

-M" (S-- v)-(=)■-■ (y)1* 

Soit maintenant 
I 

w 7 

l'équation (ι i) devient 

(i3) ρ /dudz du dz \ ρ, / dz dzρ /dudz du dz \ ρ, / dz dz 

Mais de 

1/w= z 

on tire 

w2 dx dx ^ w2 dx2 w3 \ dx J dx1 'w2 dx dx ^ w2 dx2 w3 \ dx J dx1 ' 

d'où 

W dx2 y «te ) dx dy dx \ dx dy) W dx2W dx2 y «te ) dx dy dx \ dx dy) W dx2 

L'équation (12) devient alors 

I I dy dr. dx dy J dy ) W yîtj dx2 dx dy2 ) 1I I dy dr. dx dy J dy ) W yîtj dx2 dx dy2 ) 1 

= F u
 LU

+
w) U ~ &) ~

 w
 (ζ* " w) r 

équation qui, en vertu de l'équation (ι i), se réduit à 

(i4) y φ- dx2 dx dy2 ) U yata;3 dy2 )y φ- dx2 dx dy2 ) U yata;3 dy2 ) 

Enfin nous poserons = l, et les équations (i 3) et (1,4) deviendront 

43.. 
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alors 

(.5) 
dt dz dt dz 
dx dy dy dx ' 

( 16 ) 
dt d2 ζ dt d1 ζ 
dx dy ' dy dx1 

Nous allons maintenant discuter ces deux équations, et nous ver-
rons que, parmi les diverses solutions qu'elles peuvent admettre, il 
n'en est que deux qui conviennent à la question, savoir : t = con-
stante ou 2 = constante. 

IV. 

Considérons d'abord l'équation (i5) 

dt dz dt dz 
dx dy dy dx 

% peut être considérée comme une fonction de t et de χ ; alors on doit 
avoir 

dt dz dt dt ( dz dz dt \ dt dz 
dx dt dy dy \dx dt dx) ° ' °U dy dx ° ' 

Si = o, t est indépendante de y ; soit 

t- = cl (x)ou u = ψ (χ) F [χ + y). 

Il en résulte 

g=?'F+«pF, * = çF, -g-
=?

'F
+î

,F; 

donc, en vertu de l'équation (4), 

yF^'F'+^F") = ®ç/FF' + <p2F"-h 2φ'F' ou ΡΡ"
ρ3

 F" =
 2?

. 

Pour que φ, fonction de x, soit identique à une fonction de χ +y, il 
faut qu'elle se réduise à une constante ; donc t = constante. 
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Si ^ n'est pas nulle, il faut que ~ le soit, c'est-à-dire que ζ soit une 

fonction de t, z = zs(t). Cette fonction doit en outre satisfaire à l'é-
quation (16). Or 

dz , dt d'ζ td2t ,,/ΛΧ2 
dx ^ rf.r' dx1 ^ dx' ^ \dx) ' 

Donc on doit avoir 

&Γ (s) + srSÂJ-^Γ Uj + σ^_|=°' 
ou 

('7) ^ \dy dx2 dx dy2 J ^ dx dy\dx dy) ^ * 

t étant égalé a - , on a 

dt/dy = 1/F2 (Fdu/dy-F'u) 

et 

S=p(F'S-iFFs-rF"»+ >
f
"4 

Donc 

dt d2t / dy dx2= (aF!i- FF")F»? - F2F'«^ 

+ 2FF'2«£ — (îF'a- FF")F «
2
J» 

et, de même, 

?S = FTFS?TT- aF2F'??+ (2F'a~ FF")F«^-FaF'«^ 

+ 2FF'2« J_(
2

F'
i
-FF

e

)F'tt
2
J. 
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Donc, en retranchant, 

(.8) 
dy dx3 dx dy' F3j_ dx3 dx dy'J~^~ U \<ir dyjdy dx3 dx dy' F3j_ dx3 dx dy'J~^~ U \<ir dyj 

- F'u (d2u/dx2 - d2u/dy2 

Reprenons l'équation (4) 

d'u du du , 
Utedy=TxTy+ %U ■ 

Si on la différentie par rapport à χ et par rapport a.y, et si l'on retran-
che l'un de l'autre les deux résultats, on a 

('9) (d3u d3 u \ du d3 u du d3 u ^ 2 / du du\(d3u d3 u \ du d3 u du d3 u ^ 2 / du du\ 

Cette équation devant être vérifiée quand on y remplace u par «, 
ou par F -t- «, on a 

('+ «> {£k ~ =&)=(
F+

1) (*"-£) - (
F
'
+

=) (
e
'
+

w) 

+ 6 (F+u)2 (du/dx - du/dy) 

équation qui, en vertu de l'équation (19), se réduit à 

\dx'dy dxdy') \ dx? dy3 ) *\ dx \dy)\dx'dy dxdy') \ dx? dy3 ) *\ dx \dy) 

+ «F(F
 +2U

)(|_ J), 

d'où, en remplaçant le coefficient de F dans le premier membre par sa 
valeur prise dans l'équation (19), 

F(du/dy d2u/dx2 - du/dx d2u/dy2) + 6 u2 F (du/dx-du/dy) = F' u 6 u2 F (du/dx-du/dy) = F' u 

+
 6F«(F+.«)(£-£). 
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L'équation (18) se réduit donc à 

dt d2t dt d't 6 a (F-)- a) /du du\ 6a(F4- u) / dt dt\ 
dy d.T? dx dy2 F2 \dx dy) F dy I ' 

et l'équation (17) devient 

ί dt dl\ Γ6ϊτ'α (F-1-α) „ dt dt~\ί dt dl\ Γ6ϊτ'α (F-1-α) „ dt dt~\ 

Si — — — = ο, ί est une fonction de χ et il en est de même 

de M, solution déjà mentionnée. Supposons donc qu'on ait 

(20) 6CT'a(F-(-a) „ dt dt6CT'a(F-(-a) „ dt dt 

Mais 

** = ^duda^ÎWu(du + du\Wiu2\** = ^duda^ÎWu(du + du\Wiu2\ 

De plus, l'équation 
d2 u du du 

^ dxdy dx dy ' 

si l'on y remplace u par F -l· u, nous donne 

F'(F + ") + F = F" + F (I + t) + "F- + W"(ï + «). 

ou, en multipliant tous les termes par u, et remplaçant u par 
du du , 
dxTy+'1U ' 

F~àc~d~y~ +
 dy) 

— F,%u — Ϋ'a (F + «)-+- 2F3U -H 6F«2 (F -+-M) — 2Fus ; 

donc 

~ ζ- = ^ [FF'2« — FF" κ (F + H) -l- 2 F4 « -h 6F2
M

3 (F + u) 

- 2F*«3 + F'2m2], 
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ou 

^ = F»(F + ")iF'2-FF"+2F2(F-") + 6FS"] 

= —FF-+ 2 F* + 4F »«]. 

Donc l'équation (20) devient 
6^ + ") + ■*■(* +Ό

 [Fa
 _

FP + 2 F® -+- 4F
a
«] = o, 

ou, en divisant par "(F^+"),
 e

j remarquant que ^ = t, 

6σ' + ̂  (F'2 - FF" + 2F3 + 4F® t) = o. 

Or ®' et σ" sont des fonctions de i, donc il faut que t soit une fonc-
tion de F et de ses dérivées, et par conséquent que u soit une fonction 
de χ H- jr, solution déjà obtenue ; à moins que sr' et vs" ne soient iden-
tiquement nulles, auquel cas sr est une constante. 

Donc, pour que l'équation (3) soit vérifiée, c'est-à-dire pour que 
m, — u = F {ac -t-y), il faut, ou que u et u, soient des fonctions de 

du du 

x + y, ou que ζ = ̂ soit égale à une constante, ainsi que la 

dx1 dy' 
fonction analogue ζ,. 

Il nous reste à voir si ces conditions sont suffisantes, c'est-à-dire si 
les fonctions ψ, ψ, ψ, et ψ, quelles déterminent, satisfont toujours à 
l'équation (3); après quoi nous aurons encore à voir si elles satisfont 
à l'équation (2) et par conséquent à l'équation (1). 

V. 

Si u = , f ^est une fonction de x-h r, on doit avoir 

du du 
dx dy 

OU 

<f -+- ψ \f -+- ψ φ + ψγφ + ψ (?+Ψ)/<f -+- ψ \f -+- ψ φ + ψγφ + ψ (?+Ψ)/ 
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d'où 

?! _ r _ 2 ç'ni' _ ο 
f ψ' φ —f— ψ 

Posons 

^7 = a®(^). ^7 = 2©(jr); 
on anra 

φ' - ψ' = (σ - g) (φ + ψ). 

D'où, en différentiant par rapport à x, puis par rapport àjr, 

<p" = ®'(φ-Ρ ψ) -Ρ (m — θ)φ', ο = τχ' ψ' — Β' ψ', m—, = -

Pour que ces deux fonctions, dont l'une ne dépend que de χ et 
l'autre ne dépend que de j-, soient égales, il faut que chacune d'elles 

soit égale à une constante A. De — = A on tire zs — Αφ -t- Β, ou 

φ" = ζΑφφ' -+- a Β φ' ; d'où 

φ' — A<ρ2 -l· 2Βφ -h C ; 
on aura de même 

ψ' = Αψ2 -+- aB, ψ -t- C,. 

Pour que ces valeurs vérifient l'équation 

V _ i! _ a _ 0V _ i! _ a _ 0 

il faut que l'on ait identiquement 

(a A φ + a Β) (φ-4- ψ) — a Αφ2 — L\Βψ — aC 

= (2Αψ4-3Β
4
)(φ + ψ) — a A ψ2 — 4 Β, ψ — 2 G,, 

ou 
aB'ji — 2 Βφ — aC = 2B

4
 φ — a Β, ψ — îC

(
, 

ce qui exige que 
Β -t- B, — o, et C = C,. 

Tome VI (a® série).— OCTOBRE 1861. 44 
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Donc 
φ' = Αφ3 + aB(p + C, ψ'= Αψ® — 2Βψ -+- C. 

Désignons par α
0
 et a

t
 les deux racines de l'équation 

A φ® -t~ 2 Β φ -f- G — ο ^ 
celles de l'équation 

A ψ® — αΒψ -4- C = ο 

seront — a
0
 et — a,. On aura 

A(<p— — a,) A. (a,—at) |_φ—a„ ψ—λ, J 

d'où 

A (λ0— βι) φ — «ι A (λ0— βι) φ — «ι 

ρ étant une constante arbitraire. 
Soit A [a

0
 — a,) = 2tn, il vient 

φ — Λι ' ? e"K^ + P) _ g — nK'+p)φ — Λι ' ? e"K^ + P) _ g — nK'+p) 

On aura de même 
a

l
e-mbr+l)-a,e'<r+ti 

T g»ir-*-<!) _ g-m(r-hq) ' 

et, par conséquent, 

^ + Ψ [β"»(Λ·+-^) e — m(x-*-p)][gmb +l) _ e — +^ + Ψ [β"»(Λ·+-^) e — m(x-*-p)][gmb +l) _ e — + 

On voit par là que si l'on prend pour φ, et pour ψ, des valeurs de 
même forme, déterminées par les équations 

φ\ = αφ\ 4- 24<p, -+- c et ψ', = αψ® — 20ψ
(

c, 

a, b et c étant des constantes quelconques, le rapport φ ̂  ̂  sera égal 
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à une fonction de χ + y, multipliée par le produit de deux fonc-
tions, l'une dépendant de χ seulement, l'autre de y seulement ; par 
conséquent l'équation (2) sera vérifiée. 

VI. 

Soit maintenant 

d'où 

/ _i_ 
z=df df im ' 

dx dy 

OU 

fd^-+JTy ~fd^-+JTy ~ = 2m 

d.[Lf — m(x-\- r)l d.[Lf— m (x +7)] 
dx dy 

Il en résuite 

Lf — m(x + _/■) = §{x — y), ou f = e"^x+r^§
t
 (χ — y). 

Mais 

donc 

ζ du du 
J dx dy"1 

d.[u — — j)] d.[u — em(-x+r^
t
{x - /)] _ 

dx dy ' 

(x — y) étant la dérivée de i§
2
{x — y). Donc, si ® et θ représen-

tent deux fonctions arbitraires, l'une de χ + y, l'autre de χ — y, on 
doit avoir 

u = rs{x -f· y) — em^x+y)B{x — y). 
Soient 

χ-h y — a, x—y = fi-, 

l'équation 
d'u du du , 

u dfdy ~dxHy + 2" 

44-
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devient 

"1 Z5-JF) = U) -U)+ 2 u3 
Mais 

— — rs—me 9, — = sr — m2e Θ,— — rs—me 9, — = sr — m2e Θ, 

dp— e 7 ' dp — e 7 'dp— e 7 ' dp — e 7 ' 

donc 

(ai) 
(β _ e

mx9)(a" - m2ema9 + em*$") = - îs'/ne" 6 

4- m2e2m*Q2 - e™y* 4- a (® - ema Ô)\ 

Ordonnons par rapport à e""*: 

(
σσ

" _
 e

'»a(sr"0 + rsO m2— ns'Qm — 6ts26 — œ 0") 

+ e
am«(^ _ m» _ 6σ02) + 203e3ma = o. 

Différentions par rapport à j3, et divisons tous les termes par emx : 

(a ts' m 4- 6or2 — ts" — m2Ts) Θ' 4- ts6" 

+ e
m«(5'5"_ gg» _ ï auQQ') +6e*e'e2mx = o. 

Différentions de nouveau par rapport à β : 

{its'm 4- 6ts2 — ts" — m2 ts)$" 4- tsS" 

+ e
mx[9"3 ~99'y -ιασ(0'2 4-S0")] + 6e2ma(025" + i00'2)=-- o. 

Multiplions la dernière équation par Q', la précédente par Θ", et re 
tranchons l'un de l'autre les deux résultats ; il vient 

- —e"5")4- ema[e{6'd'y - Q"Q")4- I2w0"j - 6e™a.aS0'3 = o 

ou 
(e_ 0ema)(0'5,ï- 0*0" - Ι20'»β"·α) = ο. 
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Or zs — ema, qui n'est autre chose que u, ne peut être nulle, donc 

le second facteur doit l'être. Mais 0 et ses dérivées sont des fonctions de β : 

donc pour que ce second facteur soit nul identiquement, il faut que la 
constante m soit nulle, c'est-à-dire que 

u — er(.r +j) - Q{x - /). 

Cette condition détermine les fonctions zs et 0, ainsi que les fonc-
tions φ et ψ. D'abord l'équation (ai), si l'on fait m = o, devient 

(22) (zs — 0) (zs" -+- 0") = zs'2 — 0'2 -+- l(zS — 0)3. 

De cette équation on tire 

(et — 9) [2 et'et" 4- 6et' (et — θ)2 ] — et' [et'2 9" -+- 2( ET 9 )3] 

El'" 2(ET θ)ετ" ("" θ'2 ) H— 4 ( CT -— θ)3 I 2 ET ( ET θ)2 

L'équation ( 22) ne changeant pas quand on change zs en 0 et 0 en zs, 
on aura de même 

9'" /) — 2 (ET 9 ) 9" H- El'2 9" 4 ( ET — Θ)3— I29(ET — Θ)2 

et, par conséquent, 

— — rs—me 9, — = sr — m2e Θ, 

Le second membre est nul, en vertu de l'équation (22); donc les 

fonctions ̂  — 12zs et -ψ — 120, qui ne dépendent, la première que 

de a , la seconde que de β, doivent être égales à une constante A. Soit 

% 12 st = A, zs'" = iizszs ■+- Asr', zs" — 6zs2 -h Azs -+- - ; G7 2 
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multiplions par 2zz', et intégrons de nouveau : 

sτ'2 = 4®' + Asrs -+- Bcr -H C. 

On aura de même 

9'2 = 4 e3 -+· A02 + B.ô-i- C,. 

Ces fonctions zs et 6 devant vérifier l'équation (22), on doit avoir 

(zs — Θ) (6zs
a
 + An -f-^ + 60a + AÔ-i-B1/2 

= 4®3-)-ΑΒΓ2 + Ββγ + 0- 4Ô3-A02-B
1
0-C

<
 + a (sr-S)3. 

Si l'on développe cette équation, elle se réduit à 

2—l'(
ff
 + 5) + C-C

t
 = o, 

'e qui exige que Β = B, et G = C,. 
On doit donc avoir, en définitive, 

73'2 = 4gts + Asr3 + B®-cC et ô'2 = 403 + Atf2-+ Bô-+- C. 

Donc 6(x) est égale, soit à zs (je), soit à ar (—.r), et la fonction za est 
doublement périodique, ayant un infini double. 

Maintenant, la condition 

u=w{x f) 

donne 
du du \ 
S + 5 = 2s'(;c + /)· 

et par conséquent 
rf' u d'u 
dx1 dy ' ° ' 

Or on a 
du _ f / y" __ __î2_\ 
rfx y + ψ \φ+ψ 2 (φ + Ψ)'/ 
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Donc 

= JL· _ β *'*" -+. 6 ?'3 Ί 
dx% φ-Εψ Lî + Ψ (ϋ + Ψ)' (? + Ψ)

3
ϋ ' 

et, de même, 

d*u= *' Γ r 6 ι 6 *" 1 
<Τ2 <ρ-Εψί<Ρ + Ψ (ϊ + Ψ)! (φ-t—ψ J3 J 

Egalons ces deux expressions, et divisons par '
es deux mem-

bres de l'équation ainsi obtenue; il vient 

b4) îL_6-L+6^ = ïL-6-i--+-6. * · 
y' y + ψ f ¥ _+~'Ψ)> Ψ' f-Ηψ (¥ + Ψ)2 

En différentiant par rapport à x, on a 

φ'φ.ν—
?

"γ'·> _ ^ ψ"ψ' ^ f> ψ". y'
3 

y'3 y + ψ (ί + Ψ)2 (y + Ή2 (y+ψ)3 

„ φ'ψ" φ'ψ" 

(y+ψ)' 12 (y+ψ)3' 

ïVWV = 6 _ΐ!_ _ , 8 + t a + 6 , a _£1 
φ'3 <ρ'(?+Ψ) (y+Ψ)2 (<ρ+Ψ)3 ί<ρ+Ψ)' (?+Ψ)3 

Posons, pour abréger, 

?VV — y" y'" _ „ 
cl' 3 z, 

et différentions de nouveau par rapport à χ : 

* =6y'y'-yV _ 6 _£ l8 36 ït' , 2λ _Τ>1_ 
dx ®'3((ρ + ψ) (y + ψ)2

 (y + Ψ)
2

 (y+Ψ f (y + Ψ)
3 

-36 _ 36 ?'3 — I ·> Φ' V + 36 9'V' 
■ (f+r/ "(y + Ψ)3

 (y + ψ)' 



35a JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

Substituons à ——-?-L Sa valeur trouvée ci-dessus : 

5i = ̂ -'"»,^7'
 S

TTÎ. + 36îf-
ï
).-73i7TÏT. 

-24(?+ + )' + 6(φ + ψ)3+ 24
(? + ψ)

3

 (Τ+ψ)
1

 '*(?+ + )' 

+36 · 
(cl +y) 

Donc 

* -, 2 ?" 38 *'*' ι 36 y'3 ι αΔ y'*" 36 ?'*"* -, 2 ?" 38 *'*' ι 36 y'3 ι αΔ y'*" 36 ?'*" 

Donc 

z - cl dz = 6 y'dx <ρ'(?-+-ψ) (τ + Ψ)2 (?+Ψ)3 (f + ψ)2 (? + ψ/ 

_ , a ^JL> + 48 7^-3 -36^-24 4Χ + 36 

d'où 

ι. — — . y-3!3 _ ο ?" ?—ψ ?'<*> ?' (?"Ηψ)2 ?·+"Ψ (?+Ψ)2 (?+Ψ)2 (ϊ + Ψ)2 

12 Τ + Ψ (î + ψ)2 1 (?-+-Ψ)2 (? + Ψ)2 (ψ + Ψ? (f + Ψ)3 

Si l'on pose ψ'ψ'Τ_ψ"ψ" 
ψ> ^ = t, 

on aura 
/ _ ±* 

if dy 

en changeant dans l'équation précédente φ en ψ et ψ en ψ. Ainsi 

7
 _ y dz _ β ?" — Ψ" _ ρ y22 — Ψ'2 _ c t-l Γ?'" _ , ?" ο ?" 

9>dT-"(i+r,' (?+n (?++)'U' %+ψ (?4-ψ)' 

+ 2 , 2 *" 3 Ψ" 1 cl + y (cl+y), 
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et 

ί dt_ _ _ y"—f f'~ψ" φ —ψ ff" _ ψ" ο Ψ" 
ψ' dy (φ_|_ψ]2 (<p —Η ψ)3 ' (?4-ψ)

ί

|_ψ' ΐ + ψ (? + Ψ)' 

4-
 a

-îL_ 3—£—Ι-
cl + y (cl +y)2 

Donc, en ajoutant, 

" i dx^ y dy (?+4)JLï' φ-Ηψ (<ρ4-ψ)3 f" i dx^ y dy (?+4)JLï' φ-Ηψ (<ρ4-ψ)3 f 

ψ 4- ψ (<ρ 4- ψ)'J 

Le second membre est nul, en vertu de l'équation (24); or ζ et φ 
ne dépendent que de x, t et ψ ne dépendent que de y\ donc, si l'on 
désigne par b une constante, 

z
-l.*

=
 3 b, f-ij = _3i. 

Si l'on intègre, il vient 

- = — -+■ ΐ2 α, —^—?" = 3oy4-iaayy, 

~ = 6αφ2 + 3bf-l· c, ψ" = 2 β φ
3
 Η- ̂  φ

2
 4- οφ 4-d/2, 

et enfin 
φ'2 = «φ4 + 6φ8 4- οφ2 4- dtp 4- 4. 

On obtiendra de même 

ψ'2 = a, ψ4 — #ψ8 4- CK ψ
2 4- dt

 ψ 4- h,. 

Substituons maintenant les expressions trouvées dans l'équation (24), 
après avoir chassé les dénominateurs de cette équation, ce qui donne 

ψ' [ψ'" (ψ4- ψ):2 — 6 φ'φ" (φ 4- ψ) ■4- 6 <ρ'8 ]=<ρ'[ψ"' (φ 4- ψ)8 — 6 ψ'ψ* (φ 4- ψ)4· 6 ψ'8 ] ; 
Tome VI (ae série) — OCTOBRE 186Ι. 45 
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quand on aura fait cette substitution, on pourra diviser tous les termes 
par g/ψ', et il restera 

(6ctg>2-i-35g>4-c)(g>4-iJ>)a — (ia«g>3 + 9èip24-6cip4-3f/j(gi-t-i{/) 

4- 6αφ* 4- 6by* 4- 6cφ3 4- 6dy 4- 6h 

— (6a, ψ2 — 3£>ψ 4- c
4

)(g> 4- ψ)1 — (ΐ2«
(
ψ3— gbψ24- 6c,ψ 4 3ί/,)(φ 4- ψ) 

4- 6α, ψ4 — 6 b ψ2 4-6 c
4
 ψ2 4- 6 d, ψ 4- 6 h,. 

Si l'on développe, il vient, toutes réductions faites, 

6«ιρ2ψ2 4- c(g>2 -+- ψ2) — 4<?ί>ψ 4- 3d(y — ψ) 4- 6Λ 

= 6α,φ2ψ2 4- c, (g?2 4- ψ2) — 4c
{
 φψ + 3ί/, (ψ — φ) 4- 6Λ

4
, 

ce qui exige qu'on ait 
« 

a = a,, c=c
4
, d — — d,, h = h,. 

Donc 

<p'"= ay*-h bya-h cy3-\-dy-\-h et ψ'2=αψ4— £ψ34- c<|»2 — ί/ψ4h. 

La fonction φ est déterminée par l'une des deux équations 

— — \Jaf* 4- by* 4- cy* 4- dtp 4- h 

et 
dz dx = -by* 4- cgi2 4- dy 4- h. 

Nous désignerons la première fonction par y (ar), la seconde sera alors 
y (—x). La fonction ψ aura pareillement deux valeurs, qui seront 
— ψ (y) et — f(~*~y)· Nous pouvons supposer que la fonction y se 
réduit à zéro pour la valeur zéro de la variable; cette fonction est 
d'ailleurs une fonction doublement périodique, aux périodes w et ω', et 
nous désignerons par M la somme constante des deux valeurs de la 
variable qui donnent à y la même valeur. 

Nous savons que, les fonctions φ et ψ étant ainsi déterminées, u est 
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égale à la somme de deux fonctions dépendant, l'une de x-hy seule-
ment, l'autre de a? — y seulement, et nous avons vu que ces deux fonc-
tions doivent être doublement périodiques, ayant un infini double, et 
leurs périodes étant évidemment les mêmes que celles de la fonction φ. 
Nous allons achever de déterminer ces fonctions. 

La fonction u peut avoir quatre valeurs : 

— y'(.r)y(/) ?'(—r) ?'( — — ?'(—y) 
[?(·*) — φ(,τ)]1' [?(■*) — q>( — r)]2' [?( — ■*) — <t (j)]2' 0( — x)~ v{—r)]: 

Soit 

^ = V
/4®, + Awa-(-B©-t-C et ^ =

 v
/4^-EA0a + BÔ-t-C

î 

de sorte que θ (β) = τα (β), et supposons que τα se réduise à zéro pour 
la valeur zéro de la variable. Nous alfons voir que si l'on pose 

u = Ta(x-hy-f-m) — ta(x—y-+- m,), 

on petit, pour les quatre valeurs de u, déterminer m et m,, de telle 
sorte que cette équation soit vérifiée. 

Soit d'abord 
. — <?'(x)v'(y) 

u =[?(■*) — <p(r)P 

Si l'on regarder comme seule variable, u change de signe quand on 
remplace x par M — x. Cette fonction a quatre zéros simples, qui sont 

ceux de φ (x), c est-a-dire —, —I—> 1 ? —l J car les in-
finis de ψ donnent à la fonction une valeur finie. Elle a aussi deux in-
finis doubles, qui sont x = y et ,r = M — y. 

Si l'on regarde y comme seule variable, u change de signe quand on 

remplace r par M — r. Ses zéros sont encore — ι 1—s —I—> et 

— ; ses infinis y—xety—m. — x. 
Si l'on considère maintenant la fonction 

ν = τα (x -hy + m) — τα (x — y + mt ), 
45. 
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quand on y remplace x par M — x, on a 

ν = zs (y — χ -+- M + m) — σ(Μ — χ —y -t- m, ). 

La fonction n'aura fait que changer désigné, si, Ν représentant la 
somme constante des deux valeurs de la variable qui donnent à a la 
même valeur, on a 

M + m m, — N. 

Quand on remplace^ par M - y, on a 

ν = m-+- χ — y) — a (x-hy — M -h /n,); 

la fonction n'aura fait que changer de signe, si 

M + m — m, = o. 
De là on tire 

m = M et m, — — 
2 2 

Si l'on regarde dans ν, χ comme seule variable, va quatre zéros don-
nés par la condition 

.r+y·-4-m = Ν— χ -t- y— + Αω 4- Α'ω', ou ι,χ = M -f- ku> ■+■ A'ω'; 

donc, abstraction faite des multiples des périodes, les zéros sont 
MM ω M ω' M ω -H ω' 
—, 1 , 1——j — -|-
2 2 2 2 2 2 2 

Si l'on regarde y comme seule variable, les zéros sont donnés par la 
condition 

x + y + m — x — y + m
t
 -f- k ω -+- Α'ω', ou 2/ = M -t- ko* -t- k' ω'; 

donc, en faisant abstraction des multiples des périodes, les zéros 
MM ωΜ ω' Μ ω+ω' 

sont —J —ι—; —ι— et —ι 
2 2 2 2 2 2 2 

La fonction ν a deux infinis doubles, donnés par la condition 

χ -+-y + m = — -t- k ω 4- k'a', ou x — y + m, = — -+-Αω + A'ω'. 
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D'où, en remplaçant met m, par leur valeur, 

a· — M — y et x — y. 

Les fonctions u et ν ayant les mêmes zéros et les mêmes infinis sont 
égales à un facteur constant près, que l'on peut toujours supposer égal 
à l'unité. 

La seconde valeur de u se déduit de la première, en changeant le 
signe, et remplaçant y par — y ; la troisième se déduit aussi de la pre-
mière, en changeant le signe, et remplaçant# par — x\ enfin la qua-
trième s'en déduit aussi, en changeant# en — # etjren —y. Donc, si, 
pour abréger, on pose 

R — \ja φ* -l· b φ" -h c φ* ~+~ dφ -h h, 
et 

S = \ja ψ4 — b ψ11 -+- c ψ2 — of ψ -+- h, 

les quatre valeurs de u seront déterminées par le tableau suivant : 

J
° È

 = R
< ! = -

S
' » =

 β
(

Λ? +
 /

 +
 7-

Μ
)-

8
(

Λ
·-/+τ)ΐ 

2°â =
 R

' J =
 s

» « = + +N/2) - w (x-y+N/2-M) 

3
° S

=

-
R

' S=-
S

' u = v
S

{tc+y+^-*(x-y + \ + M), 

4

° S
=

~
R

' ^
 = u^aff+y+^+M^-vÇx-y+ty 

La fonction u, sera déterminée par des équations de même forme. 
Mais pour que la différence u

K
 — u se réduise à une fonction de χ -+-y, 

sans que u, et u soient identiques, il faut évidemment que u soit dé-
terminée par la première ou la quatrième formule, et que «< le soit par 
l'une des formules correspondantes, les fonctions cr étant les mêmes 
dans l'expression de u et dans celles de u

t
. U faut donc, en définitive, 

et il suffit, que ψ [y) = — ψ {y), que ψ, (y) = - ψ, (y), et que φ et φ, 
soient des fonctions doublement périodiques, aux mêmes périodes, 
ayant deux zéros et deux infinis. 
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Si ces conditions sont remplies, on aura, en désignant par rs une 
fonction doublement périodique aux mêmes périodes que φ et φ,,se ré-
duisant à zéro pour la valeur zéro de la variable, et ayant un infini 

double—, en désignant aussi par M la somme constante des valeurs de 

la variable qui donnent à ψ la même valeur, et par M, la quantité 
analogue pour ψ,, et supposant enfin que ψ et φ, se réduisent à zéro 
pour la valeur zéro de la variable : 

<ι^-^=»(
χ+

/-
,
-7-

Μ
·)-

β
(*

+
·>'

+
ν-

Μ
)· 

Donc l'équation (3) sera vérifiée. 

VII. 

Soit 6 (x -+- jr) une fonction doublement périodique, ayant les mêmes 
périodes que la fonction sr considérée ci-dessus, et se réduisant à zéro 
pour χ + y = ο et pour χ +■y = M -+- M,. Il est facile de voir que les 
fonctions 

[0 (x+ « «(* + > + ~Μ,)-«(* + .τ + 5-Μ) 

ont les mêmes zéros et les mêmes infinis. Donc, si A représente une 
constante, 

y'.f. — as' (g-t-r) 
(φ, + ψ,)' (φ + Ψ)' [β (χ-t-r)-β (M)]·' 

Si l'on intègre par rapport à y, il vient 

φ_|_ψ φ, -f- ψ, 1 θ(χ-)-y)— Θ(Μ) 

Si l'on intègre de nouveau par rapport à x, et si l'on désigne par 
F^-t-/) une intégrale du second membre, il vient 

L(? + ψ) - L(ç>, + ψ,)·+· $,{y) = F(* + y) 
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ou 

cl+y/cl1+y1 F1(x) F5 (y) = eF(x+y) 

Cette équation nous montre que si les valeurs de φ, ψ, ψ
t
 et ψ, déter-

minées ci-dessus, et qui nous fournissent la solution la plus générale 
de l'équation (3), peuvent aussi, sans nouvelles restrictions, vérifier 
l'équation (2), il faut que la fonction de χ-+- y qui figure dans cette 
équation soit de la forme F (a?-4- y) ayant pour dérivée une 
fonction doublement périodique, aux mêmes périodes que φ et ψ,, et 
dont les infinis sont M et M,. Nous allons voir que cette condition est 
suffisante. 

Soit 

eF(x+y) = cl(x)-xl(y)/xl1(x)-cl1(y) F1 (x) F2 (y) 

Les fonctions §
t
 et se déterminent en remplaçant χ ou y par des 

constantes ρ et q ; il vient 

£ίς*-κτ) - ) — f(/>-KJO 

_ ,?■(*) — φ·(g), ?.(/>) — ?.(/), t(p) — ?(?)
 e
-f{ρ + ι). 

?"(■*)—φ·(^) ?(*) — ?(?) t(p) — ç(r) ψ'(ρ) — ?«(?) 

Le second membre est une fonction doublement périodique, dont les 
périodes sont ω et ω'; il en est de même du premier. En effet, la fonc-
tion F'[x ■+y) étant doublement périodique aux mêmes périodes, 
on a 

F(x+/ + Rm + R'w') = F(ar +j) + KF(<a)-P K'F(<a')· 

Si donc on remplace .x par r+Ku+R'a' et y par j+Κ,ω-ι- R'4ω', 
l'exposant de e devient 

F(^ + jr) + (K + R,)F(«)4- (R' + K'
1
)F(w')- F Ο + q) -RF(«) 

- R'F(w') — F(jr + ρ) ~ R, F(w) - R'^K),· 
ou 

F{x+y)-F{x + q)~ F(p+y). 
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Donc le premier membre, ne changeant pas quand on augmente 

χ et y d'un multiple quelconque des périodes, est doublement pério-
dique. 

Le second membre a trois zéros, ce sont : x = M — y, χ =M, — q, 
y — M, — p. Le premier membre admet les mêmes zéros et n'en admet 
pas d'autres. En effet,soit A le point qui correspond à la valeurM+M, 

A 

/ 
0 

de la variable; soient M et M'les points qui correspondent aux valeurs 
ζ et M + M, — ζ de cette variable; la droite MM' passe par le milieu Β 
de OA, et la fonction F' prend la même valeur en deux points deOM 
et de AM' en ligne droite avec le point B, car la somme des valeurs de 
la variable correspondant à ces deux points est M + M,. Or on peut 
former l'intégrale F (M + M, — ζ) soit en parcourant la droite OM', 
soit en parcourant le contour OAM\ La droite OA donne F (M -I- M,); 
puisque F' passe par les mêmes valeurs quand on va de A en M' et 
quand on va de Ο en M, et que dz a des signes contraires dans les deux 
cas, l'intégrale obtenue en allant de A en M' est — F (z). Donc 

F(M 4- M, ~ ζ) = F(M + M,) - V (z). 

Il en résulte que, F devenant infinie pour ζ = M et pour ζ = M,, 
la fonction F(z) a des valeurs de signes contraires pour des valeurs 
de ζ très-peu différentes de M et de M,. Donc, si F(M,) = -+-<», 

F (M) = - oo . 

La fonction 
eF(*-t-.r)—F(r-h/>) 

se réduit donc à zéro pour 

χ +y = M, .r + <7 = M, et ρ -\-y = M, ; 
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d'ailleurs F', et par conséquent F, n'a pas d'autres infinis ; donc les 
zéros du premier membre sont les mêmes que ceux tin second. On 
voit pareillement que les infinis sont aussi les mêmes; donc les deux 
fonctions sont égales à un facteur constant près. 

Nous pouvons résumer ce qui précède en énonçant le théorème 
suivant : 

Pour que l'équation 

1 7J"F,(*l/,(r) + F,lxl/1W1 7J"F,(*l/,(r) + F,lxl/1W 

soit vérifiée, quelque valeur que Von attribue aux variables χ et y, il 
faut et il suffit : 

1° VUe F, (*) ~ /, (*) 61 VUe F4 (*) ~ ft (*) ' 

2° Que ces fonctions F|etc., soient des fonctions doublement 

périodiques, aux mêmes périodes, ayant pour zéros
}
 la première zéro 

et M, la seconde zéro et M
(
 ; 

3° Que ^('ï + /) = eF'l,+^, F (x y) ayant pour dérivée une 
fonction doublement périodique aux mêmes périodes que les précé-
dentes, et dont les infinis sont M et M,. 

VIII. 

Considérons maintenant l'équation 

(0 VUe F, (*) ~ /, (*) 61 VUe F4 (*) ~ ft (*) ' 

Cette équation peut se mettre sous la forme suivante 

VUe F, (*) ~ /, (*) 61 VUe F4 (*) ~ ft (*) 'VUe F, (*) ~ /, (*) 61 VUe F4 (*) ~ ft (*) ' 

Pour qu'elle soit vérifiée, quelque valeur que l'on donne à χ et ày, 
Tome VI (a* série). — OCTOBRE 1861. 46 
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il faut d'abord que 
?(*) _ _ Ή*) 
?'(*) Ψ'ί*)' 

et que 

1/y(x)2 = K2 cl(x)2, 

conditions équivalentes. 
11 faut en outre que y(x)3 et soient des fonctions doublement 

périodiques, aux mêmes périodes. Pour que φ (a?)3 soit doublement pé-
riodique, il faut que ψ (χ) le soit également, et si ω et ω' sont les pé-

riodes de φ, celles de φ3 seront ~ et ω'. Mais si φ3 est nulle pour χ = ο, 

elle l'est aussi pour x = ~, donc φ doit l'être pareillement. D'autre 

part, φ1 reprenant la même valeur pour χ et pour χ -+- ψ{χ) doit 

être égale, soit à ψ(χ -+- ce qui supposerait que les périodes de φ 

sont ω' et contrairement à notre hypothèse, soit à — ·+■ ̂ · 

Mais la somme des zéros de φ est donc 

φ (χ+ ̂  = ψ(-χ)
; 

donc 
?(*)= — ?(- ·*)· 

La fonction φ est donc une fonction doublement périodique ayant 
deux zéros, et elle change seulement de signe quand la variable change 
de signe. 

Cela étant, ^ est aussi doublement périodique aux périodes ω' et -

Elle se réduit à 2éro quand φ est nulle, c'est-à dire pour zéro et et 

quand φ est infinie, c'est-à-dire pour ~ et ·—— ■ Donc la somme de 

ses zeros est —· 
*1 
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ψ sera donc une fonction donnée par l'équation 

dcl/dx = g (1-cl)2 (1-k2 cl2), 

g et k étant deux paramètres arbitraires, ψ se réduisant à zéro pour 
x = o, et la valeur correspondante du radical étant i. Quant à ψ(,/), 
elle sera donnée par l'équation 

<Kj) = «?(£ + ?■)' 

m étant une constante déterminée par la condition = car 

ΨίΤ)= ~ d°nc P°Ur q°e ^ = φ(/)ϊκΐ' n faut 

tr 2 que — = K2. 

Soit maintenant/(a? -+-y) = d'où F' = ~ Nous savons que 
F' doit être une fonction doublement périodique, ayant les mêmes pé-
riodes que φ2 et et devenant infinie pour les valeurs zéro et^- de 
la variable. Cette condition sera remplie si l'on a 

f{x+j) = ψ{* +7 + ^-)· 

Il est facile en effet de vérifier que, si l'on représente par ψ une fonc-
tion elliptique, déterminée comme il a été dit ci-dessus, on a toujours 

/ iWT'(/ + j) + î(/ + ^)f'W/ iWT'(/ + j) + î(/ + ^)f'W/ iWT'(/ + j) + î(/ + ^)f'W 

Les zéros des deux membres, dans chaque parallélogramme élé-
mentaire, sont 

x=- (y*-£) et
 +

 ̂  

46.. 
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et les infinis sont 

x -h r = ο et χ -h r H— = —ι—· 

IX. 

Il nous reste à considérer l'équation 

(0 F (x+y)__ F(J)/i(r)+/(j)Fnr) 
F1(x-y)— r) F(x)/(.r) — /(*)F<(.r) 

Soit 

7$ = »(*0 « 7$ = ψ (r). 
d'où 

|ί^7Τ=ί=? °" ί(?-ψ) = ί,(? + Ψ)· 

En différentiant par rapport à x et par rapport à j, on a 

$' {φ — ψ) + #φ' = /1(φ + ψ )■+■£, φ', 

$'{ψ — ψ) — ίψ'= — $\{φ + ψ) + ί,ψ'. 

Nous éliminerons ft entre ces deux équations en les ajoutant : 

a#' (φ —ψ) + #(φ' — ψ') = (φ'-t- ψ'). 

Si l'on élimine maintenant §
{
 au moyen de l'équation (2), on a 

(3) 

2F'( cl2— ψ") 4-%' — ψ')(φ -+- ψ) = ^(<p — ΨΚ?'+ Ψ')» 
§' φ ψ' — ψ φ' 
7~ τ'-Ψ5 " 

Cette équation est de même forme que celles que nous venons d'étu-
dier ; elle détermine pour φ une fonction elliptique, définie, comme ci-
dessus, par l'équation 

â=gv/(,-?1)( Ï-AV), 
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et l'on doit avoir 

Ψ(7) = ΙΡ(7)· 

La fonction — doit être une fonction elliptique, impaire, ayant pour 

périodes ω et ω' ; cette condition sera remplie si § est une fonction ellip-
tique, impaire, ayant pour périodes ω et a ω', s'annulant pour les va-
leurs zéro et ω', et devenant infinie pour les valeurs^ et ω'-t-^ de la 

variable. Il est facile en effet de vérifier que, s'il en est ainsi, les fonc-
tions 

${*+?) et ?(*) + τ(.τ)${*+?) et ?(*) + τ(.τ) 

ont les mêmes zéros et les mêmes infinis. Les zéros sont 

χ = —y et χ = -■+■ y, 

les infinis sont 

x —y et χ = 2 — y. 


