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PURES ET APPLIQUEES. 1y
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SUR
LA MANTERE DE RAMENER A LA DYNAMIQUE DES CORPS LIBRES,
CELLE DES CORPS QU’ON SUPPOSE GENES PAR DES OBSTACLES FIXES;

Par M. POINSOT.

1. Nous n’avons considéré jusqu’ici que des corps parfaitement
libres. Mais en mécanique on considére souvent des corps qui n’ont
d’autre liberté que celle de tourner sur quelque point ou axe fixe, ou
de glisser sur un plan inébranlable, etc.; et 'on pourrait croire que
dans cette nouvelle hypothése la solution des problémes demande
de nouveaux principes. Mais on va voir que les précédents nous suf-
fisent, et que notre théorie s’applique de la maniere la plus directe, et
méme la plus naturelle 4 ces cas singuliers ou I'on suppose quelque
obstacle fixe qui géne les mouvements du corps.

2. Et en effet, il n’y a dans la nature aucun corps fixe. Un point
qu’on appelle fixe, n’est au fond qu’un point invariablement attaché
a quelque corps dont la masse est trés-grande, et regardée commc
infinie par rapport a celle du mobile que I'on considére. On peut donc
toujours concevoir, a la place de ce point qu’on appelle fixe, un point
vraiment libre, mais qui serait chargé d'une masse infinie ; ou, pour
s'en faire une image plus nette, un point dans lequel on supposerait
qu'une quantité infinie de matiere se trouve pour ainsi dire concen-
trée.

De cette maniére, au lieu d'un corps de figure quelconque et de
masse finie M, mobile autour d’un point I qu’on suppose fixe, on
n'aura plus a considérer qu'un systéme libre composé de ce méme
corps M et d'un point matériel ¢ qui Iui est attaché en I, et dont Ja
masse (. est infinie par rapport a M.

3. Il est évident que dans un tel corps ou systeme le centre de
gravité g tombe infiniment pres du point I, et que ce centre, étant
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chargé de la masse infinie . + M, ne peut recevoir qu'un mouvement
infiniment petit par U'action des forces finies qu’on y supposerait ap-
pliquées. Ce centre de gravité g reste donc immohile sous 'action de
ces forces, et fait, a proprement par]er, ce que nous nommons un
point fixe.

4. Mais si la force d'inertie du systéme, c’est-a-dire la masse M + p,
est infinie, le moment d’inertie ne I'est point. Ce moment, autour d’un
axe mené par le centre g, a une valeur finie; et cette valeur, comme
on va le voir, est exactement la méme que si 'on prenait le moment
d’'inertie du simple corps proposé M autour du méme axe. Si donc,
en considérant toutes les forces appliquées an systéme comme trans-
portées parallelement & elles-mémes au centre de gravité g, on trouve
que ce centre reste immobile sous P'action de ces forces, & cause de la
masse infinie M + pdont il est chargé, on voit que le corps ne restera
point immobile scus Peffort des couples qui naissent de cette transla-
tion, mais qu’il prendra une rotation finie ¢ antour du centre g, a cause
de la valeur finie de son moment d’inertie relatif aux axes qui passent
en ce point.

Il y a donc lieu de proposer des questions dynamiques relatives a
un corps forcé de tourner sur un point fixe; et pour les résoudre,
il suffit d’appliquer les solutions trouvées pour un corps libre, mais
avec cette attention de regarder le point fixe comme étant lc centre de
gravité du corps, de supposer a ce corps une masse infinie, et de
donner 4 son moment d'inertie la vraie valeur finic qu’il doit avoir,
et (ue nous allons déterminer.

5. Supposons d’abord, pour plus de clarté, que ce point matériel,
que nous attachons en 1 an corps proposé M, n’ait qu'une certaine
masse finie p; cherchons le moment d’inertie du systéeme autour du
centre de gravité g, et voyons ensuite ce que devient l'expression
(n + M) K? de ce moment quand on fait p. infinie.

6. Soit G le centre de gravité du simple corps M; et faisons
la ligne IG=d. Si l'on coupe cette ligne au point g en deux par-
ties i et d — i réciproques aux masses M et ., on aura le centre de
gravité g du systéme; et pour les distances de ce point & [ et
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N hl
d (J,

i=d 2, d—i=d —t_. \
r+M p-+M

Or le moment d’inertie dn point massif p. autour du centre g est évi-
demment p.i? : celui du corps M, relatif au méme point, est compose,
1° de son moment d’inertie autour de son propre centre de gravité G,
et que je désigne par MD?; 2° du produit M (d — i)* de la masse de
ce corps par le carré de la distance (d — i) de son centre au point g.
En ajoutant ces valeurs on aura donc, pour le moment d'inertie du
systéme, représenté par (u + M) K2,

(o + M) R? = pi® - M (if — i) -+ MD?,
d’ou, en mettant pour ¢ sa valeur précédente, on tire

dz
M
I+ —
73

B

(p+M)R2=M [/ D? +

Actuellement, supposons que la masse . augmente depuis zéro jus-
qu'a l'infini; on voit que le moment d’inertie augmente depuis MD?,
qui est sa valeur la plus petite, jusqu’a M (D? + d*), qui est sa valeur
la plus grande : de sorte qu’en faisant p. = o, afin de passer 4 'hypo-
these mathématique d’un point fixe dans le corps M, on a

(o MIK2=M (D2 + *);

ce qui est précisément la méme valeur que si I'on efit pris le moment
d’inertie du simple corps M autour du point 1.

7. Le moment d’inertie du systeme ayant donc une valeur finie, il
est clair que si ce moment est représenté a la maniere ordinaire parle
produit (¢ + M) K2, la ligne K qui représente le bras de Uinertie doit
étre regardée comme nulle, a cause de la masse (p. + M) égale a I'infini.
Cependant il est bon de remarquer que cette ligne infiniment petite K
est infiniment grande par rapport & la distauce i du point I au centre
de gravité g du systéme. Il en est de cette ligne K a I'égard de la se-
conde /, comme du sinus d’nn arc infiniment petit a P'égard de son
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sinus verse. Si 'on compare, en effet, 'expression de K?, qui est

H-M[d’-FD’(l—i—M):l
K2 — P .

(p+M):
‘a celle de i#, qui est
g M
(1 + M)
on trouve
M
d 4D ( ' +_)
L R S
&M d ’

.

et par conséquent K infiniment grand par rapport a i.
AL g s .. K . ,
D’'un autre c6té il faut remarquer que la quantité — > qui en géo-

métrie représente une ligne, ne répond point ici 4 une ligne infinie,
mais a une certaine ligne terminée /. Car en multipliant les deux nom-
bres de I'équation précédente par i, et mettant dans le second mem-

bre, au lieu de 7, sa valeur o s on trouve
9 k)

p+M

M
i d’—f—D’(l-{——)
K S

’ d (1 +—I)
5/
d’on, en faisant p. = o, on tire

KZ d?_f_DZ_—. IDZ—
T T T 4 _d+_d—*l’

ce qui est I'expression de la ligne IC qui va du point I au centre C d'os-
cillation du corps M autour de ce point I.

8. On voit par la que le méme point C qui est réciproque au point 1
dans le simple corps M, est aussi réciproque a I dans le systeme com-
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posé du méme corps M et du point matériel de masse infinie p placé
cn I. Si donc on suppose que le systeme est frappé en I & la distance
infiniment petite i du centre g, soit a4 gauche, soit & droite de ce
point g, le centre spontané de rotation se trouvera de I'autre coté,

\ . . D2 . : .
en C, a une distance finie [ =d+ = Or maintenant, quelque petitc

yue soit cette distance i du point I au centre g, on peut toujours con-
cevoir entre ces deux points un autre point O dont la distance x au
point g soit infiniment petite par rapport & i, et par conséquent telle,

2 2

que lexpression K soit infiniment grande par rapport i LS donc

1 ! p g par rapp = :

. ., . . ., , K, .

puisque celle-ci répond 4 une ligne terminée I, 'autre — répondra 4
X

une ligne infinie : de sorte que le centre spontané (! correspondant
au centre de percussion O sera 4 une distance infinie du centre de

gravité g. Lors donc que dans nos formules nous trouverons I'expres-

R K? . \ . . . , , \
slon —; ou nous aurons a faire la variable indépendante x égale a

; . K* . > . Ke
zér0, il faudra prendre = = o« , bien que l'expression semblable —
x

réponde & unc ligne finie [ lorsque la variable i, dépendante de K,
devient aussi égale a zéro.

9. Ainsi il faut bien se garder de confondre en dynamique cette
ligne infiniment petite K, qui représente le bras d’inertie du ‘systéme,
avec la ligne infiniment petite 7, qui marque la distance du centre de
gravité g au point massif ¢ attaché en 1, quoique ces deux lignes de-

viennent ¢galement nulles dans notre hypothese de p= oo . 11 faut
2

cqe L . . K K2
nussi bien distinguer les vraies valeurs des expressions — et —, dont
£X
la premiere, o1 i et K sont toutes deux variables avec -, donne une
. . D . > K: \ <1«
ligne finie [ = d + R tandis que l'autre —* ou x est indépendante

de w, donne une ligne infinie dans le cas de x=o0. Ces distinctions
délicates sont aussi nécessaires en dynamique qu’en analyse; car pour

bl r . k p —— v, ~
peu quon les néglige, on s’expose & tomber dans des erreurs gros-
siéres.

10. Pour en donner un exemple, supposons que notre systéme
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ayant re¢u 'impulsion d’un couple donné N, on demande avec quelle
force Q le corps frapperait un point fixe T qu'on viendrait a lui pré-
senter a une distance quelconque x du centre de gravité g. Nous
avons démontré ailleurs qu’on aura pour la grandeur Q de cette per-
cussion

T

C=Ngrm

etque le maximum de Q se trouve au point T qui répond a la distance
x =K, c'est-ia-dire a I'extrémité du bras K de I'inerti¢ du systéme.
Or, comme cette ligne K est ici nulle, on pourrait conclure que le
centre T de la percussion maximum se confond avec le centre de gra-
vité g : ce qui serait en dynamique une erreur trés-grande; car il est
aisé de voir qu'au point g la percussion est entiérement nulle, tandis
qu’au point T, quoique infiniment proche de g, la percussion est in-
finie.
Et en effet 'expression

Q - = A
2 2 I{:
z +~ K x

devient pour x = o
I

Q=N- =0

o+ w ?

comme il est évident d’ailleurs que cela doit étre, puisque le systeme
tournc réellement sur son centre g et ne peut ainsi causer aucune
percussion par ce point.

Mais en faisant & = K, I'expression devient

I
Q =N oK
laquelle, en prenant pour K sa valeur qui est ici nulle, devient
Q=N-==x
=N-==x.

14. De méme, si le corps, au lieu d’étre anime par un couple N,
avait recu 'impulsion d'une simple force P passant & une distance don-

1 ' 1 PR 0 0 e s s [ ton
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.
’ \ . N >y 3
née ¢ du centre g, auquel cas la percussion Q dont e corps serait
capable & une distance quelconque x de’ ce méme centre aurait pour

expression
i Kig o
Q=P——
K% 4 2
on pourrait conclure que le centre T de la percussion maximum,
qui se trouve a la distance

3 ) K+
=+ \/1&2 + =
al
se confond ici, & cause de K = o, avec le centre de gravité g : ce qui
serait une erreur de doctrive toute semblable  la précédente,
Car au point g, c’est-i-dire quand on a & = o, la percussion Q est
actuellement ¢gale i la force P, tandis qu’au point T, qui répond & la
valeur précédente de &, on a une percussion Q infinie.

=

o

12. Au reste, pour se faire des idées plus nettes et pour éviter toute
erreur daus les applications, il vaudra toujours micus supposer que l
masse (. w'est point infinie, mais seulement trées-grande, et conserver
ainsi cette lettre p dans toutes les expressions de notre analyse. Toutes
les cuantités seront alors bien distinctes, et 'on pourra voir leurs
vraies valeurs mathématiques dans I'hypothese de p.= o« . Celte ma-
niere de voir, en supposant g non pas infinie, mais seulement tres-
grande, est d’ailleurs plus conforme 4 la nature, car en réalité il n’existe
pas-de corps ni de point dont la masse soit infinie; cette supposition
n’est pas moins imaginaire que celle d'un point fixe. Tout ce qu'on
voit de réel, c’est quun corps, tel qu'un levier par exemple, peut
tres-bicn s’appuyer par un de ses points contre un autre corps dont la
masse est trés-grande et dont le mouvement, en vertu des forces ap-
pliquées, sera trés-petit et comme insensible par rapport a celui que
prendra le mobile que I'on considere.

Mais il ne sera peut-étre pas inutile d’éclaircir encore ces points
de doctrine par quelques applications numériques.

15. Soit CO une verge immatérielle chargée a ses bouts C et O de
deux points massifs M et 1. St la verge est frappée en C avec une force

‘Tome IV {2¢ série). = Mar 1850, 23
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P, on demande la percussion Q que cette verge roide peut causer sur
un point T pris a la distance GT =x du centre de gravité G du
systeme des deux masses p et M.

ExXEMPLE. ”

T
" PAN M
\
5

0
L.e moment d'inertie du systéme autour de son centre G sera, en
faisant GO =1, GC =1 — i ({ étant la longueur CO),

(M + )K= p® + M ({ — 0)?,
K désignant le bras de I'inertie ; or on a

— ] M ] p= 7 o
I—L.l\l-—i—y, — DI—{-:PL,
donc
. . e M2 Mp? s uM
n K2— 2.&___:[2__“.
W ) K= 8. s M+
d’ou l'on tire
(2 gr M .
K “l'(M—k‘u)"—['kl 7).
La percussion Q causée en T, a la distance x de G, est exprimec
p}ll‘
Kiga(l—i
Kigear

Q=P.

si Fon cherche 1a valeur de x qui répond au maximum de la percus-
sion Q, et qu’on la désigne par x,, on trouvera

Xo= — i =i,

et mettant cette valeur de . dans Vespression de Q, on aura, pour la
valeur maximum de cette percussion,

P 3 o .
Qo= 2—<1 + \/1 -+ 71),

f ' ' I I
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Qozg(w\/g_ L)

Exemple. Prenons le casde M =1, p. = 9999, ce qui d(mue = 99qY;

T
ou, si l'on veut,

0n aura
K22, 9999 _ ;7 _ ;o
" " 100007 ' /
. 1
== L. 3
10000
d’ol
K999,
i 7 7" 10000

L abscisse o, du point T ot se fait la plus grande percussion sera

I I
ag=1(— + L,
10000 100

et cette percussion maximum sera

Qo=

w | g

(1 + VY 10000) = S ior,
de méme sens que la {force P; ou, au point T" réciproque a T,

Qo—z(l—\/IOOOO) —

. —— P
=

de sens contraire 2 P.

Dans cet exemple donc ou la verge OC est chargée a ses dulx bouts
de deux points massifs p. et M qui sont entre eux dans le rapport de
9999 a 1, et ou le point M est frappé par une force P, la percussion

maximum Q vaut 50 - S fois la force d'impulsion P, et au point T, ré-

. - 1 . . . .
ciproque & T, elle est 49 5 fois cette méme force P, mais de sens con-
traire i la premiére.
Le point T de la plus grande percussion est entre le centre G et le
centre C; 'antre point T’ de la percussion maximum de sens contraire
23..
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a P, tombe de I'autre coté du centre G. Ces deux points T et T’ sont
tous deux trés-voisins du centre de gravité G: le premier T en est & une

distance GT égale a —m%%o de OC; Pautre T’ & une distance GT’ égale a

101 N . . R

Tooos de la méme llgne OC: leur distance mutuelle TT’ est donc
200 1

—— == ’/T*l.

10000 J0

Le bras K de Uinertie du corps autour de G est=/{. @—99 =173
10000 100

peu pres; et T1' = x, + &, est exactement le double de K, K’ étant
le bras de inertie autour de O car on a

1

K= K2 2= i — 2 o 2= i — (2. ’
tQono

Ke=1/ -— e a2K' =]1.

2~

donc
TT" = 2K’,

14. Si dans les formules de P'article 13 on veut faire o infinie par
rapport & M, afin de passer 4 I’hypothese mathématique d’un point
fixe O, pris dans la,verge roide OC chargée en C du point massif M,
on trouvera pour le moment d'inertie (M + p.) K’* autour du point
fixe O,

(M + n)K? = M/2,

le méme que donnerait le simple corps M autour du point Q. Mais le
bras K’ deviendra
Mz
K=\/5—=0;
Mg

I3

cependant Kl— deviendra une ligne finie égale a l; d'ou Pon voit que K’

qui est infiniment pelit, est infiniment grand par rapport a ¢; ainsi le

bras d’inertie K’ est a I'égard de i, distance de p. au centre de gravité G

du systéme, ce qu'un sinus d’arc infiniment petit est & I'égard du sinus
verse.

Si, p restant un point massif, G est le centre de gravité d'un corps

) Ve i Prrine i
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de figure quelconque de masse M, on a pour le moment d’inertie du
systeme de p. et de M, autour du centre de gravité G,

I
M
1+ —
fl-

)

(M+p)R*=M/{D*+I?

D étant le bras de inertie du simple corps M autour de son centre de
gravité; d’on, en faisant p infinie pour passer a Uhypothése d'un point
fixe en ., on tire le moment d’inertie

(M) K2 =M (D? + [2),

le méme que si le point p. était anéanti.

Quoi qu’il en soit, il résulte de tout ce qu’on vient de dire que
dans le mouvement d’un corps M autour d’un point fixe O, le centre
de percussion ordinaire n’est, pas plus que dans un corps libre, le
centre de la plus grande percussion de ce corps contre un point fixe T
qu’on viendrait opposer tout 4 coup & son mouvement actuel. Ce vé-

ritable centre T est infiniment pres du point fixe Q, et cette percussion
est infinie.

15. Nous avons trouvé dans un précédent travail que le point par
lequel un corps M pourrait communiquer & un point libre de masse
m en repos la plus grande vitesse possible, n'est pas le centre de
percussion maximum du méme corps contre un point qu’on suppose-
rait fixe; que ce nouveau centre de plus grande vitesse communiquée
a un point libre m, se trouve & une distance A du centre spontané O
du corps choquant M, qui est exprimée par

. . N
b= i\/ﬂ'—l—K’ll —)—”—Z)v

K étant le bras de l'inertie du corps M autour de son centre de gru-
vité G, et a la distance de ce méme centre G au centre spontané de
la rotation. Si, au lien du simple corps M, nous considérons le systeme
M + g composeé de M et d'un point massif p placé en 1 4 la distance
@' du centre G de ce systeme M + p, il faudra changer dans Pexpres-
sion précédente de w, M en M+ v, aena et Ken K2, K’ étant le
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bras de Pinertie du systéme autour du centre G; ainsi on aura

.

P=a® + K2 </| —f—M+‘u)
m

i /l

[2F]

N ;. M - )

3=t K2 R K,
m
Maintenant si Pon suppose p. =0 , afin de passer a4 'hypothése d’un
point fixe I autour duquel tourne le simple corps M, on aura @’ = o,
K= o0; mais (M + 1) K2 ne deviendra pas zéro, et sa vraie valeur sera

(1\’1 ~- ('J.\) K*=M (K“’ —+- ({2)7

d érant la distance du centre G au point I, et K le bras de l'inertie
du simple corps M autour de son centre G; M (K* + d*) sera donc le
moment d’inertie du corps autour du point fixe I.

Ainsi quand un corps M tourne autour d'un point fixe I, le centre V
de plas grande vitesse communiquée 4 un point libre m se trouve a

une distance

IV = R

mn
ce point V dépend, comme on voit, du rapport qu’il y a entre la
masse M du corps choquant et la masse m du corps choqué; la
M
7!

distance IV est proportionnelle a la racine carrée du rapport —-

Si m =M, IV devient simplement y K* + a*; c’est le bras de l'iner-
tie du corps autour du point fixe.

Si m devenait infinie et représentait ainsi un point fixe, 1V devien-
drait nulle, et ce serait alors le centre de percussion maximum, ce qui
s’accorde parfaitement avec ce quon a déja établi.

Si m était trés-petite par rapport a M, la distance 1V serait trés-grande.
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