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SUR 

QUELQUES FONCTIONS SYMÉTRIQUES 
ET SUR 

LES NOMBRES DE BERNOULLI; 

PAH M. LEOPOLD KRONECKER. 

En exprimant les fonctions symétriques d'un nombre quelconque 
de quantités en fonction des sommes de puissances semblables des 
mêmes quantités, on obtient en généra! des formules assez compliquées. 
Par cette raison, je ne crois pas inutile d'indiquer quelques fonctions 
symétriques pour lesquelles ces formules deviennent très-simples. 

Si l'on désigne η quantités quelconques par a, b, c,..., la somme 
des expressions de la forme 

(±a±i±c±...)4, 

qu'on obtient en faisant toutes les combinaisons des signes it, sera éviT 
demment une fonction symétrique des quantités a, b, c, De même, 
si l'on prend la somme de toutes les expressions de la forme 

± ( ± a ± b ± c ±... )*, 

le signe placé en dehors des parenthèses étant le produit des signes 
placés au dedans, cette somme sera une fonction symétrique des quan-
tités a, b, c, Ces deux sommes étant désignées respectivement par 
P

A
 et R

a
, je vais établir les formules qui font connaître les expressions 

P
A
 et R

a
 en fonction des sommes de puissances semblables des quan-

tités a, b, c,..., mêmes. 

§ Ι-
Soit 

10 F (
t
r) = (e** -+- e ax')(ebx -+- e~bx) (ecx-h e~cx) 

Tome ]ΘΓ (ie série). — NOVEMBRE I856. 49 
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En développant ce produit, on aura 

F(x) = 2β*(±Λ±ί±<,±···', 

où le signe de sommation s'étend à toutes les combinaisons des signes ± 
dans l'exposant. Le second membre développé en série donne 

pans i exposant. JLe second membn 

où les lettres η, Ρ,, P2, Ρ,,..., ont le sens indiqué plus haut. Or il est 
évident que l'expression PA s'annule pour les valeurs impaires du 
nombre k : ainsi l'on a 

(Π) >mbre~Æ : ainsi l’on a 

D'un autre côté, en différentiant le logarithme du produit (I), on ob-
tient 

F'(x) = acax - e-ax + b ebz - ebz + ccs - ecx 

F' (je) étant 1^ dérivée de F(.r). Développons les divers termes du se-
cond membre en séries, et désignons par S

A
 la somme des puissances 

semblables klemes des quantités a, b, c,— Il vient alors 

hemmamcs n ura i|iidiunr^ u, e,*... ii vicul <iiuia 

ou, en employant le signe de sommation, 

(111) yn. eu CUi^>uydiH utouuuiiauuiij Il KT1A 16 k= co 17' i m \ -V i r^\ ( - \Á«—I 

où les lettres Β,, B
2

, B
3
,..., désignent les nombres de Bernoulli con-

formément à l'usage. En portant dans cette formule les expressions de 
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F (Λ·) et F' (Λ?) tirées de la formule (II ), on aura 

4 (IV) 2n 2. 

4 (IV) 2n 2.3A X 3Â-* k_, 2]*( a1* — i ) I .2.3... 2 k 2 k-\ 

où toutes les sommations s'étendent aux valeurs de A· =1,2, 3,..., co . 
Si l'on fait 

x =7-V— 1 

et 

upr = 7 * V — i 

$2"* ( 2’* — l) 1.2. 3 . . . 2 /• 

la formule (IV) se change en celle-ci : 

ya tórname {i v ] se cnange en ceJIe-ci \\ 

En égalant à zéro le coefficient de^"2m"', m étant un nombre quel-
conque, on obtient la relation suivante : 

$2m A" $ 2m—2 · P2 ^2m—4 · PA "F · · ■ "F ^2 ■ faiR-2 L 2 7?7.p
2/n—' *-), 

qui a précisément la forme des formules de Newton. On en conclut le 
théorème que voici : ν 

En désignant par P
A
 la somme des expressions de la forme 

( zh a ± b ± c ±...)k, 

et par a, β, γ,..., les un racines de l'équation 

a".ι.2... 2 >ra. z2m — P2.3.4·· ■ 2 m. z2'"~2 

+ Ρ*. 5.6... im.z2m~4 — ... ± P
2m

 = o, 

on a l'égalité 
1.2.3... 2 JX . (a3/* -+- β2 s·' -h γΗ·+ ...) 

= 2'^ (22^ — ι). B^. (a2!* + b2r--l·· ...), 

la lettre μ désignant un nombre entier positif quelconque ί m. 
49·· 
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Par suite, on peut faire usage des formules connues, qui déterminent 
les coefficients d'une équation en fonctions des sommes de puissances 
semblables des racines, pour en déduire immédiatement les formules 
cherchées. 

§ II. 
Soit 

(V) Φ (χ) = {eax — e~ax) (e6x — e~bx) (ecx — e~cx) 

En développant ce produit, on aura 

Φ (χ) = 2 [— er(±a±i±c±···'], 

le signe placé devant la lettre β étant le produit des signes contenus 
dans l'exposant. En développant en série et eu conservant la défini-
tion que nous avons donnée de la lettre RA plus haut, il vient 

(VI) i HCVÇlupjMIIl 111 3CI1C Cl C 

Or il est visible que les séries qu'on peut substituer aux divers facteurs 
du produit (V) commencent respectivement par 

2FLX, 2 bx, 1CX,..., 

et que ces séries ne contiennent que les puissances impaires de x. Par 
suite, le développement de Φ (χ) doit commencer par le terme 

in. a.b.c... x", 

et il ne contiendra que les puissances paires ou impaires de x, suivant 
que le nombre η est pair ou impair. L'équation (VI) pourra donc 
s'écrire de la manière suivante : 

(VII) 19 <t> (x) k — ce 
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et, d'après ce que nous venons d'observer, on aura d'ailleurs l'égalité 

(VIII) R„ = in. J .a.3... n.a.b. c.. . 
D'un autre côté, en différentiant le logarithme du produit (V), on 
obtient 

(x) $ (#) e** _f~ c-°x , ebx -J- e~~bz f?1 -f- e~cx Cl* —|— b. ~t ri “I- c. eux e-ax ebx €~bx ¿ex c-cx 

Φ' (x) étant la dérivée de Φ (a?). En développant en séries les divers 
termes du second membre et en conservant la notation employée plus 
haut, 

SA = a" + bk-+-ck + ..., 
on aura 

Si. = a" -+- bk-4- dii aura A= co 

En portant dans cette formule les expressions de Φ (a:) et Φ' (x) tirées 
de l'équation (VII), on obtient 

fi = oo A* s= co X"-'. V (" ^ _ n x„_{ y tw 1.2.3... in -f- 2Ä) ì.2.3...In 2.3... (n - - 2 ¿) ‘ 1,2.3...(« -f- 2 ¿) A- == o À- s= o 

ix 

n x„_{ y tw 1.2.3... in -f- 2Ä) ì.2.3...In 2.3... (n - - 2 ¿) ‘ 1,2.3...(« -f- 2 ¿) A- == o À- s= o A = ce A =; co W y—,R~- . y(—i)A+i• ———r‘s,k.xu-') 

Si l'on fait 

8 _ £7 2 fi — 

23Í.B* • S 2/f 5 

l'équation (IX) se change en celle-ci : 

0 X) Xn~{ . y 

0 X) Xn~{ . y — (« + 2 k) 3T2 A. X'2k i .2... n ' ' 

où toutes les sommations commencent par la valeur A- = o. 
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Supposons maintenant qu'aucune des quantités a, b, ne soit 
égale à zéro. Alors l'équation (VIII) fait voir que la valeur de R„ 
est différente de zéro. On peut donc dégager l'équation (X) du facteur 

commun ^ f Ceia fail, cette équation peut s'écrire comme il suit : 

^2k.zs
îh

..xu-\- {^σ
2/ι+2

. x2k+2) = o. 

En égalant à zéro le coefficient de x2"1, m étant un nombre quel-
conque, ou obtient la relation 

1m ~i~ ̂ am-2· ^2 ~"U ^4 ®*2 * ^1/n—2 ~U m.TZ
2m — Ο . 

En comparant cette relation avec les formules de Newton, on en dé-
duit le théorème suivant : 

En désignant par R* la somme des expressions de Informe 

±(±fl±J± c...)k, 

et para, β, γ,..., les am racines de l'équation 

(ra-t-i)(« + 2)...(«4-2/n).R
n
.z2"î-+- («+3)(h + l\)...{n + 2m)R

n+2
.z2'n 2 

-f- (η + ο) (η -+- 6)...(« ■+- a ni). R„
+4

.z2m_4 +...-+- Rn+2m — °> 

on a l'égalité 

1 . 2.3.. .2 μ.(α2h- + β* h- -+- γ h- + ...) 

= (— I)'\22/\B/,..(/U<" -Ι- bv -+- CV- + ...) 

pour toutes les valeurs de μ = ι, 2,..., m. 
On peut donc se servir des formules connues, par lesquelles les 

coefficients d'une équation s'expriment en fonctions des sommes de 
puissances semblables des racines, pour en déduire immédiatement les 
expressions des quantités 

Iß n-h i Rn R JH-2 Rn 

en fonction des sommes de puissances'semblables des quantités a, b, 
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c, ... Donc les expressions R,, R
2
,..., Pn-t étant nulles et la valeur 

de R„ se trouvant déterminée par l'équation (VIII), le problème pro-
posé est résolu. 

§ III. 

En attribuant des valeurs spéciales aux quantités a, b, c,..., les 
deux théorèmes que je viens d'énoncer fournissent des formules poul-
ies nombres de Bernoulli. Par exemple, en supposant que a, b,c,..., 
soient les diverses racines de l'équation ,r2'" = ι, on sait que les sommes 
a'2!'· b2f + c"1*1 -f-... s'annulent, μ étant < m, et que la somme 
a2m-h b2m-h c2'" + ... est égale à ζ m. Par suite, les quantités P

2
, 

ρ*»··-, Ρ am—21 ainsi que les quantités R
2m+2

, R
2m+4

,... R.s,
n
_

2
 se rédui-

ront à zéro. Puis en observant que le produit a.b.c..., c'est-à-dire le 
produit de toutes les racines de l'équation x2m — i, est égal à — i, la 
formule (VIII) donne 

R2Jn = — zim. f . 2 3... 2 m. 

Donc, en vertu des deux théorèmes énoncés ci-dessus, les quantités 
P2,„ et R„+2,„ se trouveront déterminées comme il suit : 

( — i)'".P2l„ == — (z2m — ι).B,„, 

(1.2.3.. .2/îi)!,R
w

 = (- i)m+,.a,,n.i.2.3...4m.R2ei.Bl
„. 

D'où l'on déduit pour les nombres de Bernoulli les formules curieuses 
que voici : 

pici t 

24m. ( 2 m -h I } ( 2 /tt -h 2 ). . 4 //2 

les lettres a, b, c,..., désignant toutes les diverses racines de l'équa-
tion x2m = ι. 


