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DEMONSTRATION

D'un théoréme de M. SyLvester, relatif a la décomposition

d’un produit de deux déterminants;

Par M. FAA DE BRUNO.

Ce théoreme a été publié par M. Sylvester, dans le Philosophical
Magazine (aott 1851). Je vais en donner ici une démonstration nou-
velle, qui me parait plus simple et plus claire que celle dont I'auteur
s’est servi. Voici le théoréme :

Etant donnés deux déterminants A et B de n* lettres chacun, si
Uon partage l'un des dewax, A par exemple, d’une maniéie invariable
en dewx parties quelconques, contenant 'une p et l'autre g=n— p
colonnes, et si l'on décompose Uautre déterminant B de toutes les
maniéres possibles, en deux parties contenant de méme Uune p el
Pautre q colonnes, le produit AB des deux déterminants sera égal a
la somme des produits des nouveaux déterminants conjugués, qui
resulteront en échangeunt constamment une des parties fixes de A
avec la partie variable corresnondante de B.

Ainsi, par exemple,
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Démonstration. le produit des deux déterminants sera

/

1 2 3 » 'I 2 '3 “Pn
(1) AB:Z(iaT avay..a’ .. a >Z<i N S )

Dis Paaees Pn €t Yy, Pay..., U, étant I'un quelconque des
n(n—1)...3.2.1=1n]

arrangements n & n, que Pon peut faire avec les indices 1, 2, 3,...,n,
qui servent, avec les indices inférieurs, A caractériser chaque lettre
du déterminant. Maintenant, un quelconque des groupes formés par
le produit de deux déterminants conjugués, sera

P P2 Pp 4 Pt , Pprr Pn '4’1 -4,, “PF ‘Pp+l "!‘p—-}-:’ '1’/:1
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(2) 2(...[1, a, ...a, be,,+1[’9,,+,"‘ben>2(—bel be,"'bep“,,+, a_ —a )

en se servant des indices §,,6,,...,0, pour désigner une quelconque
des distributions des indices inférieurs du déterminant B, qui aura
lieu d'apres le partage indiqué ci-dessus. Un terme quelconque de la
somme de ces groupes pourra donc s’écrire ainsi :
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Or, tant qu’un des indices ¢ ne coincidera pas avec un des indices 9,
ce terme fera partie de ceux de AB, et il est aisé de voir que dans
chacun des groupes il y aura [n][p] [¢] de ces termes. Maintenant,

comme il y a [;] groupes, [g] désignant le nombre des combinai-

[»]

sons de n lettres prises p 4 p, lequel est, comme on sait, égal a —

212k

nous aurons en tout
r 2l __ 2
[21{p1 (4] [2] =1[n]
termes, ce qui doit étre. Mais lorsque deux seulement des indices
supérieurs seront égaux , par exemple
L[":.‘ = @pihs
il existera évidemment un autre terme ott, au lieu d’avoir
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tout le reste demeurant de méme, car, par suite du partage de B
en deux parties quelconques, il existera une combinaison (i) des
indices § qui ne différera de celle (%) que par I’échange d’une co-
lonne (5;) avec une colonne (6,,;). Or nous savons qu'un simple
échange entre denx indices améne un changement de signe dans les
termes; donc tous les termes de cette nature se détruiront mutuel-
lement, et il ne restera que les termes qui reproduiront le produit
AB identiquement.



