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Sur un théoréme relatif aux courbes a double courbure ;

PAR Mo J.-.A.. SERRET-

Dans un Mémoire publi¢ au tome précédent de ce Recueil, M. Bertrand a démontre
que les normales principales d'une courbe 4 double courbure donnée ne peuvent étre
les normales principales d’une autre courbe, 4 moins qu'il n’existe une relation linéaire
entre les deux courbures de la courbe donnée. On démontre ce théoréme d’une maniére
trés-simple et trés-élégante en faisant usage des formules que jai données dans un
Mémoire qui fait partie du présent volume (page 193).

Soient i, y, z les coordonnées rectangulaires de la courbe donnée; «, 8, 43 %, p, »:
Z, v, ¢ les angles formés avec les axes par la tangente, par Paxe du plan osculateur, et
par la normale principale respectivement; ds la différentielle de I'arc de la courbe;
p le rayon de la premiére courbure; et rle rayon de la deuxiéme courbure ou le rayon
de torsion. On a {voyes le Mémoire cité plus haut)

(1} dcosa :%’cosE_, d cos) :d?scosE, dcosE—=— E’f cosa — (? COS A.

Des formules semblables ont lieu a 'égard des deux autres axes coordonnés.

Cela posé, cherchons la condition pour que les normales principales de la courbe
donnée soient aussi celles d’une autre courbe. Soient z,, y,, 2, les coordonnées de
cette deuxiéme courbe, ds, la différentielle de I'arc, et dw I'angle de contingence. On
doit avoir, # étant une constante,

d.

. T
(2} £, == X 4 acosi et (3) dz;-‘:cosidw.
Rd |

Différentiant I'équation (2), il vient, & cause de dx = dscos «,

a a
dx, = [(p—- —) cos & — —cosl] ds;
P r

de cette équation et des deux autres semblables relatives aux axes des » et des z, on
deduit

ds, = \/(1—E>_+a—zds:lltls;
p. r

dr, 1 ( a’ a .
_— = F—— ) COSx — —COS 4|
ds, B\ p) r ’

on a, d’aprés cela,
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différentiant cette derniére équation et comparant le résultat avec I'équation (3), il
vient

‘ [i——a(%-ki,) -—Rd—w] ds cos £ — [ad-! -+ (I_‘j) d—f-{] cos =
‘4) P p re ds p o/ R

d
— (aa’l =< —3) Ccos ) == o.
r

Il est evident que cette équation aura lieu encore si I'on remplace o, )., £ par 6, u, v
ou par y, v, ¢ respectivement ; d’oi il suit que les coefficients de cos £, cos @, oSk

sont nuls. Or a done
d 1. <1 + 1 ds
(ARl RE— —_ — —_
P /IR
1

. d
.5} ad—+(l—g —R:o,
P p/ R
1 1 dR
IR

Ces équations (5) sont le résultat de I'élimination de x,, Xy %, entre les équa-
tions (2), (3) et les quatre semblables relatives aux axes des ¥ et des z. Les deux der-
niéres ne contiennent que p et r, car

a\? a
R= \/(l—v) + =
p r

et elles conduisent au méme résultat par 'intégration. On déduit de 'une ou de I'autre
a b
(6) -+ =1,
P r
b désignant la constante arbitraire. Telle est la condition a laquelle doit satisfaire Ia
courbe donnée pour que ses normales principales appartiennent 3 une autre courbe.
Quant 4 la premiére des équations (5), elle fait connaitre I'angle de contingence de de
lz seconde courbe.
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