JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

J. LIOUVILLE

Remarques sur une classe d’équations différentielles, a I’occasion
d’un Mémoire de M. Jacobi sur quelques séries elliptiques

Journal de mathématiques pures et appliquées 1" série, tome 14 (1849), p. 225-241.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1849_1_14__ 225 0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1849_1_14__225_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

PURES ET APPLIQUEES. 995

LOLYVY

M AVAAAAAAN v A VWA

Remarques sur une classe d équations différentielles, «
l"occasion d’un Mémoire de M. Jacost sur quelques séries

elliptiques ;

Par J. LIOUVILLE.

1. Dans le Mémoire auquel nous faisons allusion et dont nous
avons inséré la traduction au cahier de Juin, M. Jacobi a considéré
certaines quantités dépendantes du module d’une fonction elliptique,
et en différentiant il est arrivé a une équation de la forme

(A) 22(zd? 2+ 3dzd?z2)* = (4?3 (16 P d® 2z + da?;
'est I'équation marquée (7) dans son Mémoire : seulement nous avons

mis z au lieu C, et do au lieu de dlog ¢; dx est ici la différentielle
constante. Cette équation peut encore s’écrire

diz

70 e . ) ) ) L
. der 1 3 4’z v st .
(B) dx g <z dx7> (I()Z dx? - l) ’

de sorte qu’elle est comprise dans Péquation générale

d?*z

d.q(z)

" 7 (3 =
I -

. \ , drz
e O FID R

Flle répnnd au cas particulier de

’?(z):;sa /(Z):—;—,v 1’(“):llvl—6—ll—k I.

1] suit de Vanalyse de M. Jacobi que dans ce cas particulier la valeur

de z dépend des fonctions elliptiques. C'est en partant, en effet,

comme nous I'avons déja dit, de fonctions de ce genre que M. Jacohi

arrive a ’équation dont nous parlons. Il était curieux de se proposer
Fome NIV, - Juiier 1849. 29
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le probleme inverse : L'éguation différentielle

/ d’z
d.z" —
dx? 1 diz\ [ diz N\
B) : L:,,(a 528 42
( ! dzx z* ‘_Z dx? 162 dz* B l)

ctant donnce, sans qulor sache d’ou elle vient, en trouver l'intégrale.
’est en résolvant ce probléme que j’ai été conduit aux remarques
concernant Iéquation générale (1) qui font le sujet de cet article.

2. Comme la variable indépendante x n’entre dans I'équation géne-
rale (1) que par sa différentielle d, on pourrait de suite, par un pro-
cédé connn, abaisser cette équation au second ordre. Tl suffirait e
poser

[743

a P

et d'introduire dans le calcul cette quantité p en la regardant comme
une fonction de z. On a ainsi

d*z _ dpdz __dp
det ~ dzde U ds
et
dQ(Z}ﬁ d.g(z)p—
dr _ dz

ce qui transforme 1'équation (1) dans celle-ci

d,
N d'?(z)[) ;lé N dp
(2} p——rg— =J(F [fﬁ ()P

qui n’est plus que du second ordre.

I’équation (2) sera sans doute intégrable facilement et & vue pour
ainsi dire dans de nombreux cas particuliers. Dans d’autres, elle sera
aisée 4 ramener du moins au premier ordre. Mais en la particulari-
sant pour le cas de 'équation (B), c’est-i-dire en prenant

T

ple)=2" flz)=_ F()=uvibu-+r,

je suis tombé sur une équation qui, traitée directement, m’a paru

o [ ' N U IR e e e



PURES ET APPLIQUEES. 2a”

oftrit des difficultés; et sans pousser plus loin ceite tentative. ja
dirigé mes efforts d’un autre coté. Yai trouvé ainsi une nouvelle ma-
niere de ramener Péquation (1) & une equation du second ordre, gu
est lin¢aire pour le cas particulier considéré par M. Jacobi, mais qui.
dans tous les cas, est de la forme

d?v

d—r-: f(v, t),

ot, par conséquent {d’apres un théoréme que nous devons encore
Pillustre géometre allemand), sintegre complétement des quion a
ohtenu par un moyen quelconque une seule de ses intégrales pre-
mieres. Il s'ensuit quune propri¢té semblable a lieu pour Véqua-
tion (1) et aussi pour I'équation (2) qui se déduit de équation {1+ ef
qu’on peut y ramencr.

5. Mais avant d’exposer cette méthode, je presenterai encore suy

les équations (1) et (2} les observations suivantes.
q ) et (2]

En posant
dz
'-;I_TZ_} = dt,
ce qui fournit 7 en z et zen ¢, on donne a I'équation (2) une forme
plus simple, savoir;

L dp
P = (OF (,P%ﬁ)'
on | ai écrit
f(2)o(z) = v(t)

Cette équation ne contient plus qu'une seule fonction ¢ au heu des
deux fonctions f et ¢. Sa forme est, du reste, toujours celle de
Véquation (2) : seulement la fonction ¢ v est en quelque sorte réduite
a Punité.

(Cest la fonction f, au contraire, qu'on reduirait a Uunité en
prenant

flz)dz = dt.
Il est aisé d’en conclure que, sans oter au fond rieu de sa génera-
) 8
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lité & 'équation (1), on pourrait remplacer par 'unité une des deux
fonctions f(z), ¢ (z) qu'elle contient. Mais comme la présence simul-
tanée de ces deux fonctions ne complique nullement les calculs que
nous allons avoir A faire, et comme il est trés-commode de les avoir
conservées toutes deux lorsqu’on en vient % appliquer la méthode a
un exemple , puisque cela dispense de chasser, par une transforma-
tion préalable plus ou moins génante, la fonction superflue, nous
garderons Péquation (1) telle qu’elle est, et nous opérerons ainsi qu’il
suit.

4. Je pose
diz
¢ (2) o U
ef
J(z)dx = dt.

u et ¢ désignant de nouvelles variables. En ayant égard a ces valeurs,
I'équation (1) se réduit a

du

— = F (u).

dr
. du
—_ . F—(uj L]

ce qui donne ¢ en u et inversement u en ¢. Nous regarderons donc
désormais les variables « et ¢ comme des fonctions connues 'une e
Pautre, et nous supposerons # = = (¢). A la variable ¢ qui résulte
d’une intégration s’ajoute naturellement une constante arbitraire ;
mais comme ¢ n’est qu’une variable auxiliaire introduite par nous et

De 14

qui a la fin doit disparaitre par ’élimination, on pourra sans inconvé-
nient donner i cette constante telle valeur particuliere qu’on voudra.

Maintenant je cherche la valeur de z en fonction de . On a

dz dz dr z
de = 7 dr = ) (2)-

En faisant donc

f(Z) dz = dv, Y = Ij(z‘} d;,
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i} vient
dz ﬂ

dr dt
Par suite

dz di o
e T —— cz,
dr de JiE

ef, par conséquent,,

. diz o o
PRI ou = WJ(J g(zn

Comme P'éguation

rend z fonction de v, jécrirai

flz)piz =600,

ot comme d’atlleurs

w—w(l,
{en conclurai
o Il—l_/ il
T dt b}

Voila éguation du second ordre qui doit donner v ou [ f z)dz, et
par conséquent, z en fonction de ¢. Une fois z connu en £, on expri-
mera 4 son tour x en ¢ par la formule

o b ode
—J

o/

Fntin Délimination de ¢ donnera une équation entre x et I Cette
équation, qul contiendra une constante arbitraire ajoutée a x. plus
les deux constantes résultant de Vintégration de P’équation {3;. sera
Vintégrale complete de Péquation (1). Ai-je besoin d’ajouter quen

oy . . v . . oz N

climinant a entre cette intégrale et I'équation p = 7=, ou = est la va-
M o

leur vésultant de Pintégrale meme dont nous parlons, on aura une

équation entre p et 2, qui ne contiendra plus que deux constantes

arbitraires, vu que la constante jointe & a s'élimine avec celte variable.

et gui sera intégrale complete de Péquation (2).
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5. 81 Con voulait, du reste ramener directement Iéquation [2) =
9 3 \

Féquation (3), sans repasser par Iéquation (1) d'on Péquation (2 -
té tirée , voici comment il faudrait S’y prendre.
O poserait

. 7 (2
S z)dz = dy v(2)p L~ ;:i::d(,.

oz
moyennant quoi I’équation (2) se véduirait 4

du

— = F iy,
dt S

et donnerait
t= [F () .

comme ci-dessus. Ensuite de

ey
=
on conclurait
vy . (l/j iz
(R )

Mais, d’apreés Jes équations écrites plus haut .

dz P
= 7
donc
N

En représentant done Par = () la valeur de « oy ¢ que 'équation
t = [F (u)

fait connaitre, et par §{v) la valeur de /{z)¢ (z) en ¢ conclue de
v =[Sz e

On retrouvera tinalement I'équation

(3) Zr ozl

T

=
Mais il me semble i’ on est condunit plus facilement et plus nature]-

" 1 l T L gy [EEEERRR SRR T
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lement a I'équation (3) en partant de I'équation {1) qu'en partant de
Véquation (2).

6. Dans de certains cas particuliers, I'équation (2) pourra, du reste.
se montrer plus apte a Vintégration que I'équation (3). Mais ¢’est sur
I"équation (3) qu'on reconnait généralement que ('integrale complete
est toujours facile & obtenir par quadratures dés qu'on donne une seule
intégrale premiére, propriété qui s'étend des lors aux équations 1
et(2), mais qui n’était pas connue pour elles, tandis que pour I'équa-
tion (3) elle résulte d’un théoreme de M. Jacobi, applicable 4 toute
equation de la forme

s oo .
' 7o flv, 0),
~t dont voici fa démonstration.
Soit
de . \
- = Mw t, aj

une intégrale premiere de I’équation (4), @ désignant la constante arbi-
traire. En différentiant et ayant égard a Péquation (4), on aura donc
Péquation identique

. o

Ay i
i_rlwl' "ot

iaquelle, différentiée a son tour par rapporta a, donnera

E7ED di di od*h

— T
de dy de da

dadt
(Uest précisément la condition pour que

A, N
th _ ¢
g Lo — i)

soit une différentielle exacte. I'intégrale complete de Péquation |
est done

. l‘. l\\ y
[(’_}_'({‘.. £ lrft) = constante.
J Ve /

" da

7. Revenons a I’équation (1) et & la transtormation par laquelle on
en tire Péquation (3). Cette transformation nous montre que équian-
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tion (3) doit rester la méme pour une infinité d’équations comprises
dans le type (1), mais répondant a des formes diverses des fonctions f
et ¢, telles que pourtant on retrouve toujours la méme fonction 4.
On peut, en effet, faire varier f et ¢, sans que 6 varie, dans les

relations ‘
v=[fla)dz, f(z)9(z)=16().
c'est-a-dire dans I'équation résultante
S p(d) = 6]/ @) .

Ainsi changez la fonction f(z) & volont¢, mais en méme temps chan-
gez. ©(z) de maniere 4 avoir toujours

20 = 7= @)z,

et les équations différentielles que la formule (1), ou, si vous voulez,
que les formules (1) et (2) vous fourniront par ces changements suc-
cessifs, offriront toutes la méme difficulté a P'intégration, et dépen-
dront toutes de la méme équation du second ordre

dp = (¢)
= iy

de: é(u)

en sorte que si Uintégrale compléte, ou méme si une seule intégrale
premiere de 'une d’elles est connue, on en déduira immédiatement
les intégrales completes de tout le systéme.

8. I’équation (3) sera linéaire si 'on a

I

L )) 5(\(/') frunant A(}—FAI}'
Alors, en effet, elie deviendra
die . .
T i) (Av + B),
ou
v A+ R .
(6) SR = Am(i) (Av + B,

équation qui s'integre des quon connait une valeur particuliere de
Ae 4+ B qui la vérifie,
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La condition (5) exige que
S 2la) =
elle est remplie lorsque 'on fait

o) =2 f& ="

o

car on a alors

el , par consequent,
. H
j (Z) ¢ (Z) = _ff\z) dz

Ce cas est celui de I'équation (B). Nous allons le traiter avec detail
Mais ajoutons encore que lintégrale particuliere dont on a besoin
pour former lintégrale compléte de I'équation (6) peut s’obtenir soit
4 Dinspection de cette équation, soit par la connaissance antérieure
«’une intégrale particuliére de I'équation (1), pourvn toutefois que
cette dernicre ne rende pas constante la quantité

L dz
5(2) >
9( ) ([,I"l
que nous avons désignée par u et supposée variable.

Toute valeur de z satisfaisant 2 I'équation (1) et qui laisse « variabie.
conduit, en effet, évidemment i une valeur de ¢ convenable.

9. Appliquons maintenant notre méthode générale a I'équation de
M. Jacobi, mise sous la forme

, d-z l
TN o f{f:‘— . L 73 (l:z ; . A3 ﬁl :.
\I)) e N <“ e > ( 16z Tt -+ 1 )

(I faut poser ’abord (car a cause de l'importance de Vexemple je
reprends le calcul en entier)

d'z dx
z8 TS = U, = e

fome XV, — Jeoer 184y. 3o
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moyennant quoi I’équation (B) devient

du A
—_— ( 1.
7 uyibu + 1.

et tournit

!
F = 1 E “__L‘ SR '”'"";‘“":'_*“.u:'..’_"_::‘f B
_b/u\/16u+x—_‘— \/(1—4—8)‘—64
. P

par conséquent,

RPN Y/ oy

¢ étant une constante a laquelle on donnera plus tard telle valeur
qu'on voudra. De la résulte

R ERVACRS | R TR

En multipliant le premier membre par

Les /) =

on a 64 pour produit. Donc

:}J+8‘”\/(:7+ 8)2-—64:643"“5,
Par suite .
2 (i -+ 8) = (3_(1”‘5)_*. 6461‘57

ou bien encore

u—\

Je dispose maintenant de la constante ¢, et je la prends telle que

! it t (AR IAENT] ' R RN NN RN RN [ "
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"on ait

I obtiens ainsi cette valeur définitive

1

o

0 u ==
L
4((,')+€ f).)

Cherchons maintenant a avoir zen £. On a

oz

Az dz dlt 0
de dt dx T2 dr
est-a-dire
oz do
dr dr’
11 p()sam
i
o= (%8
1! vient ensuite
d*z de
dei " T drr 2
Donc
3(1‘:'. . die 1 die
de 0% HTE TEGE T T

ot de L résulte, eu égard a la valeur de u,

div ¥

iy P ,,‘_7)”.
4\_324-# 2

10. Toute la difficulté de 'équation qui nous est proposée roule
i Péquation (D). Or Uintégrale de cette équation a été donnée par

M. Besge. M. Besge, en effet, a démontré (tome XI de ce Journal.
page gB), que par un changement de variable indépendante I'équa-

tion (D) sc transforme dans Péquation fameuse i ‘aquelle satisfont jes
fonctions elliptiques complétes de premiere espece a modules com-

3o0..
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plémentaires. Mais en laissant méme de coté la remarque de M. Besge et
sans vouloir tirer aucun secours de la théorie des fonctions elliptiques
[’observe qu’en faisant

¢'est-a-dire

t=1log

|—-~Z_’

on change Péquation (D) en celle-ci

d*v 2 v

(e G + (1= 28) 7 —z=0-

laquelle est comprise, comme cas tres- articulier, dans 1’équation
q , ,

) d! [;
(& +nl = p) G + (98 + 1) G + w =0,

dont on peut toujours trouver l'intégrale 4 Paide des différentielles a
indices quelconques, ainsi que je I'ai prouvé dans le xx1¢ cahier du
Journal de I’Ecole Polytechnique. 1] ne reste donc aucune difficulté

relativement 4 I'intégration de I'équation (D). Mais voyons la forme
de I"intégrale et continuons notre calenl.

11. Soit ¢, (¢) ou simplement ¢, une valeur particuliere quelconque
de ¢ satisfaisant 4 ’équation (1). On en conclura

dv d?vp, i
Yrgm T Vg =0
d’ou
el dv, tant
Vi 5 — ¢ — == constante.
YAt dt

Soit v,(t; ou v, une seconde valeur particuliere de ¢ telle que |a
constante ne soit pas nulle, telle, par exemple, que I'on ait

do, o,

! =1

e, = =
todr 2 dr
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I intégrale complete de Péquation (D) sera
V=29, + ¢,

7. [4 ¢tant des constantes arbitraires. De ja

De plus, on aura

o 126
@ Wy = o
ot 2 dt ’
dou
§ 2 el
o = = ——.
[ ot
L se r‘appelant que
. lt
/{'1 == szf = =
on en conclura donc
i [l
flx == - ([ — " .
s "

d or

.
ax—h=y 4 e,
7+ 2iav, 4 Br,

h étant une constante déterminée a volonté et - une troisieme con-

stante arbitraire.

3\

Ainsi I'intégrale complete de I'équation (B) résulte de ['élhimination

de ¢ entre les deux équations

5= wo,(f) &+ o (6
— e
X h = (Tt ,\'apl 8+ F-,u_"t)]

12. Les équations (E) se changent aisément dans celles-ci

z i

(o —h = 7} o F ’

2 —h— vy, oyt

b al(r—h — m;r\,.



238 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

St donc on représente par

I P N
—¥(xy)

Xy

E‘:

le vésultat de Pélimination de ¢ entre les deux équations

1 v, (¢
Zy = ——e Xy = o
vy( 1) o,(2)

on aura, pour 'intégrale compléte de I’équation (B),

1 P e A e i 1Y [ # @ —h—q)
’ 24

[t —af{x—h—17

*

A cause de la présence de % et parce que v, (£) est une intégrale parti-
culiere quelconque de I'équation (D), on aura une valeur particu-
liere quelconque de z en prenant o =1, 8 = 0, y = 0, ce qui donne

z=W¥ix — h).
Je poseral
Yie —h) = o(x),

et de la sorte

représentera une intégrale particuliere quelconque de 'équation 'B)
Pour repasser de la a I'intégrale compléte, Jobserverai que
V(x)= ®(x + h),

*
et par la formule (F jen conclurai cette valeur générale de z

v —oBla—h— Coat{w— b — )
[ / (I) 3
1 —2Blr—h—v

i
)—4— /L!-

A
[

Mais pour me débarrasser de la quantité /r, et aussi pour arriver a la
meme formule que M. Jacobi, je pose encore

Vol =a'a, f=-—V—1b.

ce qui rendra le facteur de la fonction @ égal 4 a’ — v —1/x. La

1
1 1t il gt Topprpee o Pt e " . e



qu:mtité sous le signe ¢ peut g'éerire ainst
\Lf -——M/)ap .1—1(/1 7)4—11[ +“.B‘/‘ )
T ablh g — 2B T

¢ est-a-dire
‘a P hb —I)x —_ 4(/1 + ,)—-{— /L(l

ﬂ+\/~"1br

Soit donc
o - hb \/“—: 1 =a, ha' — g\h + = \‘fv{ b,

et il nous viendra

(G '+ y— 1 bx) @ i”i*“:,‘ a
RS 82,
Trois des constantes &, a', b, b sont arbitraires , mais }a gnatriene
dépend des trois autres.
y — 1 b, Véquation

En effet, a cause de f =
L afh -y =ae

donne
i

’j.i’l ~+ 'y) = ”b*‘vi_ir:;

I'équation

donne &’ autre part

Substituons ces valeurs de ket o+ 7 dans

ha' — xh+ N = y— b,

et il nous viendra

. ,
ol 7, ] — X
R A

by—1 b y—1
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d o

aa’ + hp — .
On verra que ces résultats coincident avec ceux de M. Jacobi, si Jon
se rappelle que la quantité désignée par y dans le Mémoire de I'illustre
14

auteur est égale 3 z *, en sorte que z =—

1
JA‘I
13. On ge souvient que, sans rien perdre de sg généralité Péqua-
tion (1) peut étre réduite a
/i diz
@ {Z} —— . -
el P dis
— ?(2) =
Mais cette derniére 1’est qu’un cas trés-particulier de la suivante:
(AT
Aoy (z,0) 22 . o
, o et I . iz
L“) H;{J;i‘ — x, CP (.’)f, Z‘) )
dont il

(/.rfh ’
est bon de dire aussi un mot.

Posons

/
v (x, z) o

= I )
dx? ’
et nous

aurons d’'abord 3 intégr

er l’équation du premier ordre
du

o= Fix, u).
Soit

=5 x
le résuitat de cette intégration ;

il ne restera plus a tr
équation du second ordre,

aiter quunc
_diz o ()
dxr ~ ¢ (+, z) ’
du genre de celles dont on g parlé n° @,
tement deg qu’on en donne 1

me seule inté
14. On pour

et qui s’intégrent comple-
rait considérer encore,

grale premiere.

au lieu d’une seule équa-

o VEEr e
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tion (2), un svsteme d’équations simultanées, tel que

] d?z,
AP _F / d*z, drz,
T T *(“”9”'7;?""’ g )

d*z,

d.g. =
¢ dx? . F d*z, d’z,
——— =1 N AN Z‘;z—,.“’ (P":I—; ’

iz,
logn —— : ‘
dopn— _ dz, d* 2,
— =, (g s e )

Sie Gareens Gp €lant des fonctions de &, Z,,..., Z,. On poserait alors

d*z, d*z,
¢y ‘-;‘*———-ll“..., ?717;5 = U,
el cela conduirait 2 des conséquences utiles, surtout dans le cas ol
'on supposerait généralement ¢, fonction de z, et x seules. Mais Je
ne crois pas devoir insister sur ces remarques que Je lecteur dévelop-

pera aisément de lni-méme.

ot
wr

Tome X1V . -- Jeieer 1849



