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MEMOIRE

SUR
LES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIOD[QUES;

Pan M. A. CAYLEY.

Un des plus beaux résultats des recherches de I'iilustre Abel
la théoric des fonctions elliptiques, consiste dans les expressions qu'il
obtint pour les fonctions inverses ¢a, fu, Fa (équivalentes i peu pres
A sln amo., cosama, Aam «) en forme de fractions avec un dénomina-
tear commun. Ce dénominateur et les trois numérateurs étant chacun
le produit d’une suite infinie double de facteurs, on ne sait pas & quel
point Abel avait poussé Vinvestigation des propriétés de ces nouvelles

fouctions; on trouve seulement, dans une Lettre i Legendre, imprimée
parmi ses OEnvres, qu’il s'en était occupé. Depuis, fes fonctions H, ©,
qui sont essentiellement les mémes que ces fonctions d’Abel, ont été
Vobjet des savantes recherches de M. Jacobi, a qui 'on doit, en par-

ticulier, la belle formule

, dans

. ” v
log 87c) — log O (0} = 4 »2 (1 —%’\) — A* ,/QU do [ﬂ' o sin® amo,
. .
qui est vraiment fondamentale, et sur laquelle on peat dire que sa
théorie est basée. Mais les expressions qu obtient M. Jacobi pour les
fonctions H, 0, sont sous la forme ’un produit d’une suite infinie
simple de facteurs, ce qui ne met pas a beaucoup pres si bien en
¢vidence la vraie nature de ces fonctions que les expressions d’Abel ;
celles-ci sont, en outre, si analogues aux formules en produits infinis
des fonctions eirculaires, que Pon est seulement étonné que personne

ne se soit avisé jusqu’ici de les poser, a priori, comme les définitions
Tome X. — Ocvoens 1815, 49
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tes plus simples des fonctions doublement périodiques, pour en dé-
duire la théorie de ces fonctions. C’est de cette maniére que Je me
propose de traiter ici la question. Je prends pour définitions les formules
d’Abel, en supposant, pour plus de généralité, que les fonctions com-
pletes Q, T (K, K’ de M. Jacobi) sont chacune de la forme A + By — 1
{ce qui donne liea a quelques intégrations assez délicates). Et de ces
seules équations, sans me servir en rien de la théorie des fonctions
elliptiques, je déduis les propriétés fondamentales des fonctions en
question, et de la des fonctions elliptiques. On a ainsi quatre fonctions
a considérer au lieu des deux H, 0, dont I'une est pour ainsi dire ana-
logue a un sinus et les antres & des cosinus. Mais ce qu’il y a de remar-
quable, c’est 'apparition d’un facteur exponentiel qui entre presque par-
tout. On le prévoyait d’apres les formules de M. Jacobi, mais ces formules
n’expliquent pas, ce me semble, pourquoi ce facteurs’y rencontre: mon
analyse le fait voir de la manicre la plus satisfaisante. Ce facteur résulte,
en effet, de ce que, pour les produits infinis doubles, il ne suffit pas,
pour obtenir un résultat déterminé, d’attribuer aux deux entiers variables
des valeurs quelconques depuis — o jusqu’a <, méme en supposant
Pégalité des valeurs positives et négatives; il faut, en outre, établir une
relation entre les valeurs infinies que regoivent les deux variables. Mais
dans les produits que je considére, on démontre qu’en supposant tou-
jours cette égalité des valeurs positives et négatives, quelque liaison
que P'on établisse entre les valeurs infinies, il résulte toujours la méme
valeur du produit, & un facteur exponentiel prés, dont Uindice est le
carré de x, multiplié par une constante dont la valeur s’exprime au
moyen d’une intégrale définie double, et qui dépend de la liaison éta-
blie entre les valeurs infinies des variables. C'est-a-dire qu’en multi-
pliant par un facteur exponeniiel de cette forme, convenablement
choisi, on peut changer a volonté la relation en question sans affecter
la valeur du produit. Voila I'idée fondamentale du Mémoire qui suit.

En me servant de quelques formules de M. Cauchy, relatives a Ia
décomposition des fonctions en fractions simples, j'établis d’une ma-
niére rigoureuse des relations entre les trois quotients de mes quatre
fonctions, qui sont les mémes par lesquelles Abel démontre les pro-
priétés fondamentales des fonctions ¢, f, F. Ces formules une fois ob-
tenues, on peut supposer connue toute la théorie des fonctions ellip-
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tiques. Ces théoremes de M. Cauchy me conduisent, en outre, 4 un
grand nombre de nouvelles formules qui contiennent des suites infinies
doubles. Parmi celles-ci , il y en a une qui me fournit la démonstra-
tion du théoréme déja cité de M. Jacobi, théoréme duquel il déduit
unie foule de résultats intéressants. Je finis en citant ceux qui se rap-
portent de plus pres aux fonctions dont je parle. Jespere reprendre
une autre fois la considération d’une autre partie de la théorie , dans
laquelle j’entrevois des conclusions intéressantes.

Soient Q, Y des quantités finies quelconques, assujetties 2 la seule
condition que la fraction Q: Y ne sojt pas réelle. En représentant par
m, n des entiers positifs ou négatifs quelconques, mettons, pour abréger,
f1) mQ + nY = (m, n),
et considérons une expression de cette forme

x|

{2 U= xIl{1 4 s
, (m, n)f

ou le symbole 1T dénote, & Vordinaire, le produit d’un nombre infini
de facteurs que Pon obtient en donnant & m, n des valeurs entiéres
quelconques, depuis — oo Jusqua + o5, en excluant seulement la
combinaison (m = o, n = 0). Pour qu’une telle expression soit finie,
il faut que pour chaque combinaison de valeurs de m, 7, il y en ait une
autre des mémes valeurs avec les signes contraires. Cependant, comme
on I'a déja expliqué, cela ne suffit pas pour rendre déterminée la va-
leur de . Soit ¢ une fonction de m, n quine change pas en changeant
ala fois les signes de ces deux quantités; et imaginons que Iéquation

g =T
représente une courbe fermée, dont tous les points s’éloignent ,

au cas limite de T = «, d’une distance infinie de Porigine. Cela
pos¢, en donnant & m, n des valeurs entieres qui satisfassent i cette

condition ¢ z T, et puis faisant T = @, on obtient pour « une va-

leur parfaitement déterminée, qui dépend de la forme de }a fonction ¢.
Soit &' ce que devient la fonction en changeant seulement Péquation

49..
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aux limites dans I'équation analogue
¢ = T.

On peut, pour simplifier, supposer que la courbe représentee par
cette équation soit située entierement en dehors de celle que repré-
sente I'équation

¢ =T,
miais cela n’est pas essentiel. 11 est facile de trouver une relation tres-
simple qui existe entre ces deux expressions u' et u. En effet,

x
W u=I1-+ ——=p
| (1, 1)
en donnant A m, n des valeurs qui satisfassent 4 la fois aux deux condi-
tions ¢ > T, ¢’ <'T. Done, en considérant toujours ces valeurs .
X

Jog i/ — logu = logll t[ -+ m}: 2103‘{1 —+ Tﬁqi,;f/%

1
- X E —— g
{m, n)

Dans cette expression, les termes qui contiennent les puissances 1 -
paires de x s’évanouissent, 4 cause des valeurs égales positives et né-
gatives. Mais puisque, 2 la limite, m, n ne recoivenl que des valeurs
infinies, on peut négliger les termes multipliés par x*, etc. Donc

1

2 b
X ‘ne, nY
Jgn, n)

CIEN

Iy

I
fogw — logu = — L a? Z —
08 o 2 (m, n?

ou enfin,
(3) logw/ — logu = — LAx?t, W= 1z AT

ol j'ai représenté par ¢ la base du systeme hyperbolique de loga-
rithmes, et oli A est donné par 'équation

. ~ 1
() A= 2 s

11 est facile de voir que I'on peut changer la sommation en intégration
double, et écrire

. dm dn
o fo [
’ (m, n)
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entre les mémes limites qu’auparavant, c’est-a-dire que m, n doivent
satisfaire aux deux conditions ¢ > T, ¢/ < T.

Prenons par exemple, pour limite supérieure,

(m* = m?, n*=n?),
et pour limite inférieure ,
(m? + n* =T%);

in, n sont censés contenir T comme facteur, de maniere qu’ils de-
viennent infinis avec cette quantité; on suppose aussi m > T, n > T,
mais cela est seulement pour la clarté. .

11 devient nécessaire & ce point de définir de plus pres les valeurs
de Q, Y; nous écrirons

(6 Q=+ wi, Y=u+ Vi
olli ==\ —1; w,w, v, v sont des quantités réelles, telles que wv’ — w'u
ne s’évanouit pas; cest la condition pour que Q . Y contienne une
partic imaginaire.

Avec les coordonnées polaires

( A — f‘ drdb {tdo(logr-— logT)
7 * = JJ 7(ecoso+ ysing: ) {cost + Ysing)

en représentant par r ce que devient r a la limite supérieure; Uinté-
grale doit étre prise depuis 0 — o jusqu'a § = an. On voit tout de
suite que la partie qui contient log T s’évanouit; donc

log r d

AT
s= [ (G cos 6 -+ ¥ sin )"

vo

. Ceg . ™ m ..
Soit 2 un angle positit plus petit que » tel que tang 2 = —- o a évi-

demment
4 m
P
cos 0
depuis § = — 2z jusqu'a § =-+a, ou depuis §=n—o jusqu’a ¢ =zn--z,
et
+n
ro=
cos 6’

depuis 6 = o jusqu'a 9=n— o, ou depuis §=7n+« jusqu’a § =21 —a
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“le signe ambigu, de maniére que r soit toujours positif ). En réunis-
sant les parties opposces de P'intégrale, on obtient

A — 4 “ (log m — log cos 6) d4 ” "% (log n — log sin 6} /6
. o v(ﬂ?)s@ —+ Ysin 9}’—— “J, (2 cos8 + ysin§)

. ™ 3
nti, en mettant dans la seconde intégrale ;T r=0d, et - — § au
lieu de 3,
A — * (logm — log cos 6) d¢ d {log n — log cos 6) 4
A =2 — (£26059+1‘si;03? 2 o {Ycos8 4 Qsing)
F.a premiere intégrale se réduit a
I ‘ . A
— 2 — log cos 4 ————_ (entre les limites
9 (log m og cos ¥ - @ ¥ ang) (entre le |
o2 *  tangfds
Com J_ (0 Yrango
— 4 (logm —log cos ) tang « / *  tang®f db
- Q' — Y*tang? o 4 o QF—Y* tang’6
_ 4(logm — log cos «) tang = ' dol, — Q{14 tang’ §)
- Q' —Yitang'x QF - Y i Q' — Y’lang? §.

L'intégrale, dans cette formule

P(1+tang'h)dy  prwogr g,
o @~ Y'tangie  J Qf — i gt

s‘exprime tout de suite par les logarithmes, mais il faut apporter une at-
tention particuliére 4 la maniére de déterminer quelle valeur doit étre
attribuée & ce logarithme, dans le cas o1 Ja partie réelle en est négative.
Ie renvoie cette discussion & une Note. Voici le résultat auquel jarrive.

En représentant par Lu la valeur principale du logarithme de u,
quand il y a une valeur principale (c’est-4 dire quand la partie réelle
de 71 est positive;, et écrivant

Lizie = Lu, ou Li—u = ni,
: ily / inci l del ‘
selon qu’il y a une valeur principale de log u, ou de og (— u), ona

o tang = dx I Q -+ Y tang o
5 GF —Yig o ooy BEmlGT Tiape ol
o Qf— Yrx 20X VO — Y tang o/
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en prenant le signe supérieur pour e’ — 'y positif, et le signe infé-
rienr pour wu' — o'v négatif. '

lLa premiére partie de A se réduit donc 4

4 (log m — logcos«) tang = 4 L0 QY tang «
g 3 oo\ % — v Laa *"*‘."““’"“) ;
QF — Y* tang® « Q-1 Y O —Ytangz
ot, en rétablissant la valeur de «, a
4 mnlog yVm? - n? 4 / n Q mi—-4ny
4-‘7*.%'V T T (arC tang — — 4 Lo —— ).
m-Q* — n?y? Q=7 m ¥ meL —nY

Pour avoir la seconde partie de A, il faut changer m,n,Q, Y en
n,m, Y, Q. En faisant cela, on change le signe de v’ — w'u; ainsi il
faut écrire L., au lieu de L.-.;. En réunissant les deux parties, et

™ . n m . ~
mettant ~ au lieu de arctang m - Aarctang -, on obtient enfin

. 2 QO mo—+nY Y o ny -+ mQ\ |
9 A= o dp o Sl (e Yy mmoy
9 EEERSIE SR G — oy Q tEw nT—mLz)

tormule que I'on pourrait rendre plus simple en distinguant les deux
cas ou le premier ou le second logarithme a une valeur principale; mais
il vaut mieux la laisser sous cette forme.

On aurait pu croire que la valeur de A pourrait s’obtenir plus faci-
lement en réduisant A 4 la différence de deux intégrales définies, les
conditions pour les limites étant données, dansla premicere, par m? < m?,
n* < n*, et, pour la seconde, par m*+ n?> < T2, en désignant générale-
ment les coordonnées par m, n. Cependant. de cette maniére, on admet
dans les deux intégrales les valeurs m = o, n = o, qui rendent infinie
la fonction 4 intégrer. Ainsi la valeur de Vintégrale dépendrait du
choix des variables, et 'on obtiendrait des résultats inexacts. Autre-
ment dit, on obtiendrait de cette facon la valeur de A, a une quan-
tité V pres, qui est la différence de deux intégrales de la méme forme
entre des limites m?® < p2, n* < v oum? + n* < T2, @, v, © des quan-
tités infiniment petites. On voit tout de suite que V n’est pas pour cela
infiniment petit (en effet, sa valeur dépend du rapport w1 ;v et nulle-
ment des valeurs absolues de ces quantités), et, pour en trouver la
valeur, il faudrait se servir de I’analyse précédente.
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Qeit m
Soit, comme exemple, — = <o,
o .

2 { Qo , Y )
A= Ql—r:Ai -— i” I;iq-,\ 1] 5 L$,-._-, (— II;‘
— 2T ( —«—-E): 2 2 Y
Q417 &) [pYEehern V3 Qr QoYY
- n
De meme, pour — = co,
h m
2 Q . I \
Az (0 — L= — 2 Len {1 i’(
QF by 3 N i ) . /’
27 a7 27 B Q
=2 (i) 20— 2
Q4 12 Y Y(QIEY) QY QTFEYi

n représentant par A7, A" ces deux valeurs de A, on a

‘1o A — A=

— o
oy T 29,

ou jécris
ket

ar’

11 =

an

en prenant toujours le signe supérieur pour »v' — ' positif,, et le
signe inférieur pour wv’ — w'y négatif.

. . m .
Soient u; ce que devient « en prenant - = w, _g Ce que devient

2 N - n . .
cette méme fonction en prenant - == <c; on a évidemment

U_g Uy = ¢ HA— AT — g6

On peut donc s’imaginer une fonction U donnée par les équations
{12) U= gy — i ug,

On verra dans la snite que ¢ est analogue a la fonction I (z) de
M. Jacobi. Tl convient cependant, pour la symétrie, de considérer, au
lien de z¢, la nouvelle fonction U qui vient d’étre définie. Quoique
snffisamment donnée par ces équations, nous allons en chercher en-
core une autre définition. Pour cela, il faut trouver la valeur de Vin-
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tégrale définie qui détermine A, prise depuis la méme limite inférieure
Jusqu’a celle donnée par V'équation

mod. {m,n, = T.
Mettons, comme auparavant,

m = rcosd, n = rsin§;
solent aussi

Q=w—oi, Y, =v—2i
L’équation pour la limite supérieure se réduit a
r#(Qcosf + Ysin 6)(Q, cos § + Y, sin §) = T2,
et celle pour {a limite inférieure, &

r=1T,
On trouve tout de suite

i A — . ¥ log (@ cos 647 sin 9) (9, cos 0 -+ Y, sin 6) 49

T 2 o (2 cos§ + Ysin 6)*

1 . .
P T — g ntre § —o, § = an’

o (q+1 ang )log(Qcose—f—l sin §) (Q, cos§+Y,sin§) (e :

3 »\ o 2 ) db T —Qtang 0 Y, — Q, tangﬁo)
2Y Jo 9+ Ytangh \Q—+ Ytang$ Q,~ Y, tang b,

- 1 2 db <I — O tang g n Y, — Q, tang 0
- Y = Q4 Ytang 0 \ O Y tang® Q, + Y, tang 6

D’abord

T
‘3

A di Y —Q tangh " M, \ g
S + - ds,
Q- Ytang6 Q- ¥ tangl ~ D+1 tang Q, 4+ Y tang ¢

2

~|-I

2 db 0 2Q
=Q +Ytangd 2 Q' — Y tang'g tamﬂe Q4T
3

TR

Y21+ tang “0) ~
. r(ttang il s
[ + Q' — ¥’ tang* § A5

20 T @ -4 Y tang ¢ ' o . T
‘”Eiﬁﬁge_,_ —EL (Q_“anée)% (‘entree_*o, 5—-5‘)
20 ™ T

== = 71\ . -
Qi4-1" 2 20 QY

Tome X, — Ocronre 1845. 5o
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On a de méme, en remarquant qu'en changeant 2, Y en Y, Q, on
change le signe de wv’ — w'v,

T_E_
2 d9 o b4
& 4Y tangd = o, Y
T a
D’'un antre c6té,
Y, - 00, M. — Yi 0
~ Yo,~v.a’ T T Y, —ra’
cela donne
T
e db Y, — Q,tang § ™ { Y+ 00, e
/ — = — —(&ZIYII"
J x0T Ytangs O, Y, tang6  YQ, —1.Q | QY {
)

w Y, Q0 — QIEY O, Y, i eY,i i 2Y, i
Yo, —v.0 ==t e] T TamYi T 10—’
ou enfin

=
t 2 a0 Y, — Q tangez + i + =Y, .
x Q-+ Ytangf Q,+ Y, tang Qo Yi w) — '

et de méme

-
P

I

df (Y—tangh) o
(@ +Ttango) — QTvi

SR

s

en omettant seulement le dernier terme de 'autre intégrale ; ce que I'on
peut vérifier, au reste, en différentiant par rapport 4 Q, Y Péquation

2 8 7
~Q-+Ttangd — Qi

On a donc, en ajoutant les deux parties qui composent 'intégrale,

p 2wl O 1=
(14) A== TOEY T Y o’ = W)
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I est facile de voir, en écrivant

27 [} I3 81
A = — b

+ oy QY (1o, —v1,0)

que cette expression ne mettant pas de valeur en mettant QL Y,Q, Y
au lieude Q, v, Q,, Yy, pourvaqu’on change aussi le signe de i ; cela
doit évidemment étre ainsi et peut servir de vérification.

Soit, pour un moment, z, ce que devient « en prenant pour limite
I'équation

m? + n* =12
et supposons que dans la fonction % on ait pour limite I'équation
mod. (m, n) = T.
En retenant la valeur de A, qui vient d’étre trouvée,

U =g~y .
mais aussi

1) . (q:’ GLSR Q )1”‘
+ 3355 SOy T oy o ——
[]:5 o U_g— ¢ QY T QY Q7 u

P

17?2
a cause de I’équation , conséquence facile des résultats précédents,

L
U_¢—¢ QY Q 3Yi u,.

En éliminant «,, on obtient, entre #, U, une équation de la forme

(15 U=¢—:By,

dans laquelle

L 27 Tl Tn
= A= o = e Tr
B=-—a=x or T oz Qr 7 Y (v — o'y
+x . .

= Ef'(},}-]’r—vg’u-) [2 (wv — o'v) + (@ -+ w'i) (v — v'i)],
ou enfin
6 B mup J (TORER Y 7 (w0 4 'y’
1O, == frond

QY (wv’ — m/u/‘ QY mod. {wv’ — o"u)

50..
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Ton rassemblant tous ces résultats, on a le systeme de formules

I

| U —1Bat gy = e 16 g = v g,

o B8 g o =t BHE T g

<
i (wv — w'v)

g X ool
QY mod. (wy' — a'v)

B — T (mu—{—m’u')

mod. (.r,)')' —_— m’u)

u, iy, ¢ des fonctions de la forme

(A) { z
' Il + =t
(m, n)\
mais avec des limites différentes, savoir :
mod. (m, n) =T, T=o, pour la fonction u;
2 2 2 2 m__ L
m*=m? n*=n? m=o, D=o00, =%, pours:
|
| 12 — m2 2 . .2 . . o -
| m?=m?, n —n? m=%, n=00, — =, pouri-:
i

A présent, il importe de remarquer que la fonction ¢ est pério-
dique 4 I'égard de Q, de la maniére d’un sinus ou d’nn cosinus, mais
neI’est pas a 'égard de 1'; de méme 2 _ ¢ est périodique a Iégard de Y,
mais non A Pégard de Q. Quanta U, z, elles ne sont simplement pério-
diques ni & Pégard de O, nia I'égard de Y. Pour démontrer cela, consi-
dérons, par exemple, I'équation

(177) — _E
(17) ug = xll (I + (m,n))

{m depuis — m jusqu’dm, n depuis — n jusqua m, m == %, =%
M _ «, le systéme (m = o, n = o) toujonrs exclu}; en re résentant
o= %, 1€ 5Y =0, n= J xclys pre

' . ’ . .
par ug ce que devient 2 ¢ quand on écrit & + Q au lien de x, on «

évidemment

wy, = (x + QN (1 + fjs))

(m,_?z_)
e I . (m-4-14n)
- x Il (I + (r)z+1,rz)) I (m, n) ’
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en admettant dans le premier produit la combinaison (m = o, n = o),

mais excluant (m + 1 = o0, n = o), et excluant I'une et 'autre d:1 se-
cond preduit. Cette équation est de la forme

' v
wg = A'xll {1 + — )
(m 4, n)
avec les mémes limites que dans « ; donc

llé:ung’H(l—Fh—":——\):H(I*}“

(m 4+ 1, 7}, {(—m, u:}:,) ’

ou 1l se rapporte & la seule variable n qui doit s’étendre depuis — n

Jusqu’a n. Puisqu’ainsi 7 ne recoit jamais des valeurs qui soient com-

parables & m, chacun de ces produits se réduit & I'unité, et 'on obtient
e L up = A/,

ou enfin

L ,
(138 g = — Ug,

21} pOSil[lt

x= — 340,

[

et remarquant que z est fonction impaire de x, ce qui donne
A= — 1.

Soit de meéme uy ce que devient ¢ en changeant xoen x + Y. On
a pareillement

iy ug = AV kx +—T )v‘) 1 (l + '“f——x)-

{m, n 41 (m, —nj})

ou II se rapporte a la seule variable m. Mais ici les produits ne se ré-
duisent point 4 Punité; en effet,

/ - . r N

11 \[ —+ (m,n-l—l),) ou 1l (.I o (m, n})

) . / £~ DY\ | . s ny’
= (& +nY) I (1 + ) Y (: + o)

1) U LTl .
= — 1 sin — nY.
sin - (& -+ nY) . sin
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Mais quand la partie imaginaire de § est infinie, on trouve

. I . . _
Sin 0 = = (6% — g=0) = = L ;=i
21

I
T 2
selon que la partie réelle de §i est positive ou négative. Or la partie

, i . o
réelle de o est de signe contraire i wy’ — w'v; on a donc

i
o x F =
e} — & Q — o — &Yz,
1 (‘l + (m,n—f—l)\) ¢ c‘

de méme,

et de la

1) g = A" =28z g,

équation de la méme forme que celle que l'on obtiendrait en posant
e = g~ 6y _g,

et remarquant que #_g est périodique & I'égard de T. On voit aussi
qu'en sommant par rapport a m, il est permis d’exprimer par un
produit infini simple, dont chaque facteur est de la forme

o ~
sin (x + nY),
mais qu’'on n’arrive pas a un tel résultat, en sommant par rapport a n.
kn effet, Péquation
Ug == ¢ —&* U__g

fait voir que ug sexprime par un tel produit ot chaque terme est de
la forme

.ol \
sin — (2 - mQj,

multiplié par le facteur exponentiel ¢ —&, On établit de cette tacon
'identité, 4 un facteur constant pres, de ug & H(x); mais, a présent,
pour éviter les longueurs, je ne me propose de considérer aucun de ces

produits infinis simples.
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Il faut maintenant, pour le développement de la théorie, intro-

duire les trois fonctions qui correspondent au cosinus. Mettant, pour
abréger,

— .-
(20) m=m-+3, n=n-+ 4
1'écris
Limites.
’ 1 Bat x \ o
ya == ¢~ 1B o] ‘[ 4 T ",‘t- mod. (m,n) =T, T= «.
3 A

gxr = ¢~ B ] gl + -

med. (mn,n) = 7.

Gxr= ¢—=B= ] %1 + = } mod. (m, n) = T.
} mod. (m, n) =T,

Lo = ¢—ib2 || gx +

En représentant par y:x, y_; x, etc., ce que deviennent ces fonetions,
et prenant pour limites

m? = 3, n* = n? m’ =m", p? = p?
’ 9 »

2 2 2 —2 2 2]
(m* =m?, »* =n )y (m®= w’, 7’ = n’),
ou
m . . 1 )
T = % pour ypx, etc., o = % pour y_;ux, elc.,

oun a, en général, en mettant J au lien de P'une quelconque des lettres
v, g, G, Z,

(21) Jo = e Jor — =387 J_ . o,

ou J;x est périodique a Pégard de Q, et T_,xr & Fégard de Y. Clest
cette équation remarquable qui définit la loi de périodicité des fonc-
tions J, et de laquelle se déduisent presque toutes les propriétés de ces
fonctions.

Il est clair qu’en changeant entre elles les quantités Q,Y (quantités que
nous désignerons comme les fonctions complétes), on ne change pas les
fonctions ya, Zx, tandis que gx se change en G, et G en gxr. On
change de cette maniére § en — € et B en — B (par exemple, yex se
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change en y s, ete.). Celte considération fait voir que toute pro-

priété des fonctions J est double, et donne le moyen le plus facile pour

passer d’'une propriété quelconque i la propriété correspondante.
On tire immédiatement des définitions mémes les équations

y(—x)=—yx, gl—x)=gx, G(—x)=06x, Z(—x)=Lx;
C) yo = 0, go =1, Go =1, 70 =1;
y'o=1.

U est facile de démontrer, de la méme maniere dont nous avons prouve
ia périodicilé de Jsx a Pégard de Q, que ces fonctions se changent
"une en I'autre, & un facteur constant pres, en changeant x en x-+10.
Faisant donc attention & I’équation qui lie ensemble Jx et J;c. on ob-
tient le systeme de formules

y(x +4+Q)=:FA g,
, glx+4Q) =By,
22) Gix +1Q) =¢fC 2

Z{x + 4 Q) =¢&79D.Zx.

§

pour déterminer A, B, G, D, posons

r—o0 ou x=—+Q

En écrivant, pour abréger,

l
I

D\; SGQ’

=97

on frouve

Il
e
G

= —qTi iy Q)
GEQ) =q77 27
D=7Z(1Q) =¢7:G(Q);

(23)

o= >
l

I

d’ott on déduit cette équation de condition

(24) eHENOVAC Q) =g
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On a de méme le systéme
y (2 4+ 17) = ¢— 5802 A/ G,
. gl + 1Y) = ¢tV B Ly,
| Gl + §YV)= ey,
Z{x + LX) = == Gur.
e la, s

4 T
€-6Y: f— 3_ ..Q :([-—l’
ce qui donne
(E) log ¢ log ¢, = — =?,
il résulte
AN =yGEY),
o B =gGY)=q 1 Z(;Y)
‘\9“)) ; ' R
C=—gF1yEY)
D=2 glY);

d’ont nous tirons ’équation de condition

(27) gEYIZ(EY)=q—%

En posant & = 1Y dans I'équation pour y (x + Q) et x = 1 Q dans
P’équation pour y (x -+ %71, on obtient aussi

(28) yELgEY=—iyGNGE Y,

et 'on déduirait cette méme équation, ou une équation équivalente.,
des autres formules, de manicre qu’on ne peut pas trouver d’autres
équations de condition.

Fnfin, en rapprochant ces systemes, on obtient

y (.2’,‘ -+ % 0 4+ éY) =i Q=) A" Zx,
g+ 50+ 3Y) =00 B ga,

’ N
2Q, \
129, Gl +10 + 1Y) =80V Gua,
Z(x+ 50+ 5Y) =@ -1D"yx,
Tome X. == Noveusre 1845, ~
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avec les équations suivantes pour les coefficients

(A= (= y Qg ),

B =—(—1)qriy(3Y) 1y (3 Q)
C= (=) Z(FNZET),

(30‘;

i

En rassemblant les équations entre J (£ Q), J( Y), ona

j 8(z Q) = o,
G(3Y) = o,
(31) G OZ(;Q) = g%

d’ot 'on conclut les formules

RO AD=BD:AC=CD:AB= — 1,
) ABOD = — AR CD =y (5Y) 22 (4
(32) ACBD = — NG BD =y (40) 1 72 (4 0),
AD :BC =—AD BC=y*(0): G (1O

1

=—yEY): g G

dont nous aurons bientot besoin.
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On peut passer maintenant 4 ce systeme général de formules, ou
Véeris { —)™ au lieu de (—1)m:

I @ = (__‘)m/z chbxim, —n) ([‘—gms q-—én“,

‘ [4, comme toujours, (m, — n) = md — n\;
yi{x + (m, n} = (—)"" Oy,

glx+(m n}} = (—og,

Glx + (m, n)} = (—7 0 G,

Zix + (m, n)} = 0Zx;

” = (— 7 0CZx,
Z{x + (m, n)} = ®DGx;
F\,‘ !
\nm—a——m : A L
qf:<—~) 25“’(’":*")qTE"'l‘(/‘E""'z’i;
v {x + (m, f)} = —=Y""YAGax,
g+ (m, )] =/ W Bz,
Gix + (m, ﬁ)} = (=¥ C(Cyx,
Zix ~ (m, n)} = ¥ D'gx
X — (__‘)”l’hk; r256z-(r;, —n ) q‘—’zm‘- f;m,/ - Aot ———%u;

51,
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(’,')n == (....)mn [/.[—%’,lﬂ C/ V~§ni;

y (7"7 71) = 0, yl (”27 n) — (\_)m—;—n (_;)m
g (m, n) — (___‘)m @O"

G ()= (=) B0

Z (771, 71) - 6();

(Do —_— (__)mn—f—;mq‘—- tm?— -;—m—-,‘_,af;

 (m, n) = (=" D, A,
m

Jn) =0, g (myn) = (=)0, b

y (my n) = (=)™ oA,

g (m, n) = (=" ¥, W,

G (m,n)=o0, G (m, n)=(—yv,.
7 (m, n) = ¥,D’

n

m
X‘):(_) 2_+Eq;—-%m’——gmq—;nﬁ—ngn:

y (} , 7_7) — (__)m+n X, A7,
g (Tla ﬁl) = (=" X, B,
G(m,n) = (=X

(
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On a de suite, en prenant les différentielles des logarithmes des fonc-

tions Juo,

sy = = B (|

g g = — o+ Bfar = ()|
H '

Gx  Gx = —~Bx+2{x_<’n’ n)}_,)

Z'x : Lr = — Bx + Nlx— (m, ﬁ)}*’.

(B est le coefficient de x*, dans)'exponentielle =" des équations (B); il
n’y a pas & craindre dele confondreavecle B qui entre dans les équations

pour y (in, n), etc. : cest par hasard que jai pris deux fois la méme
lettre.)
Réduisons en fractions simples la fonction

gxGx | yxZx.
En écrivant
g G © yxZx = 3 [L{ax —(m, m)}~ + M{x — (m, n)}~'|.
on obtient
L=g(m, n)G(m,n):.y(m,n)Z (m, n)=1,
M =g (m,n)G(m,n): y(mn)Z (mn)=BC —AD =,
Donc
grGx | yx Lx = 2{.7‘ —(m,n)}™" — ng — (m, n)1,
¢’est-a-dire
gxrGx [ yxZe = (yx . yx) — (Z'x . Lx).
{Nous allons bientot justifier, au moyen d’un théoréme de M. Cauchy,

Iemploi de cette méthode de décomposition en fractions simples qui
ne s'applique pas toujours aux fonctions transcendantes.”
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On obtient de méme
[ gx Zx . yx Gx = (y'x : yx) — (G'x | Ga;,
GxZx : yrgr = (y'x :yx)—(gx: gx),
L —b*yxZx gx Gx = (g'x [ gx) — (G'a : Gx).
e*yxgr | Gaelx = (G'x ;Gx) — (Z'x © L),
cfyxGr: Lae yx =(L'x  Lx) — (v'x : yx,
en mettant, pour abréger,
yer) izie ="',
9 YO ZGO =1
YR GGy = -y gE Y =
Donc, en éliminant les fonctions dérivées,
G’x — ZPx = 2 yix,
glx — Glxr=— b*y*x,

LPx —g'xr =y,
ce qui donne, en ajoutant,
K b =e* +c*, ou b=\ e+,
et nous retiendrons désormais la lettre & dans cette signification. Pws
(L)
Soient maintenant

M Jx=gx . Lx,

Lol . i N . . , ,
*] Jai éenit - au liew de — pour me conformer i la notation d’Abel ; il est & peine
e e L

nécessaire de remarquer que ¢, e sont, en génera., l'une et Pautre des quantites ima-

ginaires.

[ 1 1 ' i [EARRa [
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Lo~
[}
~3

On obtient

Sl =1 — ¢,
(N gF2x:1+e2go2.r;
o'x = fxFx,
J'x=— c*oxFa,

Fa = eox f.

()

Ces equations sont précisément les équations fondamentales (A bel
(OFuvres, tome I¢, page 143), et il en déduit

[, — 2 Ey + grfa¥a
s (P \x +..7') - I~—}—(3"’C'2'197.Z‘(102] 4
. Zfy — ctox gy Fz P
\P) j\x +_7) :f Sy —¢ T y

' I et :Fz‘z. ?1:7,

FaBy + etgrqyfafy
F(x +]): I_*_(}Zc?q)Zx(P?y ’

\
\

qui sont les formules connues pour 'addition des fonctions elli ptiques.
En effet, on peut écrire Véquation
¢'x = fx Fx
sous la forme

¢z

V(t—9a) (1= e o)

ou, en mettant y = gux,

Q)

px d)f
X = f Pl R ;
o V=) (1 + e

on peut donc de ce point supposer connues toutes les propriétés des
fenctions elliptiques. On a, par exemple,

PN =" p0)=1,
et de la

(R) o V=) (1 + ey

‘»

[EICS

o Vi—eri 1+ a7)
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qui déterminent @, ¥ en fonction de ¢, e. 1l parait au premier abord
que Y, Q soient des fonctions parfaitement déterminées de c, e. J'ai des
ralsonus pour croire que cela nest pas précisément le cas, et que la
question admettrait des développenienis intéressants; mais je réserve
ce sujet pour une autre occasion.

On peut, a aide des équations entre y (£ Q), etc., et les quantites ¢,
#, exprimer cette suite de fonctions en termes de ¢, e. On déduit :

Cy Q) =b-temigrt, yEY)=ibTieTigT
! g({.&)}:o, g(%]n): b%e—%(]—"i‘;
‘s ‘ . J , o
o G Ly =bicTq 7 GEY)= o;

» ZL%,_.) '—:‘/J—_;‘"!‘T([T?? Z(éT): b'—’le%(/—?;

at de 14

(—yresemigrigT

—(ytietemtgrig

l

I

B=— bictqri, B =bieiq™h B”
| G =bic—tqri, O =—ibieig—,
' D=lb—tcigrt, D =h-ieiqgTi D

‘A:b“éc—??l—"a A=ib—ieigTh A

1

(=)iemserqrigTs
-—(—«-)3 i(}%e%({l—‘%(/—f :

I

I

quon doit introduire dans toutes les formules ou entrent les quan-

tités A, B, etc.
Voici le théoreme de M. Cauchy (Exercices de Mathématigues ,

tome 1T, page 289) :

« Si, en attribuant au module r de la variabie
z = r(cos p+ isin p)

Jes valeurs infiniment grandes, on peut ies choisir de inaniere que ies
deux fonctions

fo+fl—z) oS5

jrfimE), AT

2 2z

deviennent sensiblement nulles, quel que soit Pangle p, ou du mows
(jue chacune de ces fonctions reste toujours finie ou infiniment petite,
et ne cesse d’étre infiniment petite, en demeurant finie, que dans le
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voisinage e certaines valeurs particulieres de p, on anra

109

pourvic qu'on réduise le résidu mtégral i sa valeur priucipale  »

Hinose rappelle que cela veut dire q’en supposant ces conditions
satistaites, la fonction Jee peut s'exprimer de la maniere ordinaire
comme a somme d’une suite de fractions simples, mais qu’il faut
stendre d’abord la sommation aux racines de I'équation

1

ﬁ\n:

dout les inodules sont inférieurs 3 une certaine limite quon fut alors
mitinie.

0,

Soit. par exenple,

53 for = st

ou b, 't ne contiennent que des facteurs qui sont des puissances
entieres des fonctions ya, gx, G, Zx. En supposant que r n’est -
enne des formes

mod ‘m, n), mod (m, r), mod {m, n), mod (m, n),

mas, d'ailleurs, une gqnantité infinie (uelconque, on peut
aCTITe

!rmgum'\

3% S rCosp - Isin ) = (m, n) + 5.

N7 est une quantité finie telle quaucune des fonctions v§, g9, GG, 77
ne s'évanouit. m, n sont des entiers dont I'un an moins est infini, niais
qi varient depuis — = jusqu’a =, avec Pangle p- Soit z le degre
de T, 2, celui de T, a I'égard de ya, etc.; soit aussi ) — 7y — 2
a, en général, une équation de cette forme

2 On

1

35, ]: — gralonn (/f)m‘ gt

snF b — In F
E r,

ou F est finl. En stipposant donce que la partie véelle de

3

36 am, n® — 3EQ%m2 1. 35y
.

ool

Toine A~ Noveupnz 1845 R
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est négative quelles que soient les valeurs de m, n, on a

Jz = o,

et de meme

S t(=2)

27

—s I 0, 0.

frri=a
2

Si, au contraire, cette partie réelle est positive, ces trois fonctions
sont toujours infinies. Il y a cependant un cas particulier & considerer,
savoir, celui ot cette partie réelle se réduit & Pm?* ou Qn?, P, Q étant
des qnantités positives. 1l fautici que lc coefficient de # ou de m dans
la partie réelle de Im -+ Jn s’évanouisse. Enfin, si les parties réelles
s’évanouissent entiérement, ce qui ne peut arriver que pour

¢« =0, b=o0, L=o,

far est fini. On a donc pour fr fonction impaire,

fotfl—2) fo—S(—2) _
2 ? 2z

(la seconde équation a cause du dénominateur infini z). 11 est cepen-
dant certain que, dans plusieurs cas pour lesquels fx est fonction paire,
on peut réduire far en une suite de fractions simples: par exemple,
yx : ga est une fonction impaire que Uon peut, par ce qui précede,
développer en suite de fractions simples; en écrivant x + LY au lieu
de @, on déduit un pareil développement pour Gx | Zx qui est fonc-
tion paire.
Remarquons que quand la partie réelle de

a(m, n* — x8Q*m* 4 A61V* n’

est négative pour toute valeur de m ou n, la suite pour fx est tou-
jours convergente. En effet, les numérateurs des fractions simples
contiennent ce facteur de fz,

1 4 V2 LI 2 L g2
cra{mym® gyam® g
&3 :

11 q ?

qui s’évanouit pour les valeurs infiniment grandes de m, n. Dans le
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atr
cas ou la partie réelle est positive, le développement ne peut jamais
etre vrai; je crois qu’en général il est vrai, dans les cas limites, quand
la suite que 'on obtient est convergente. Il v a des exceptions cepen-
dant; on en verra une en développant g2x.

Avant de passer aux exemples, développons la condition pour que

A partic réelle en question soit toujours négative.
En supposant

I

a="h-+ ki,

on obtient pour cefte quantité l’expression

( , i mod (wy’ — o'
m* !, (0 — o) — akoy’ — TE0TA T l
' S E
N , ;
7 ; dr mod (o' — o'y
‘ —+—n2%]1(7)2—u’2)—zliuu’__'_.,*a(T_T',J
' ) o
VU amafh oy — o' — k (v + o',

qui doit toujours rester négative. Cela donne, apres quelques réduc-
tions, la condition

. . 20 oy - w'') . 7 ' 0
i Rk (m;;m’+ Fmod (my’ — o'y) [1' w0 =V (v + o vIA]
38" ‘ o |

)‘:T-'::

RSy
(0?2 = w )t

w < 0.
Les valeurs
h=o0, k=o

satistont a cette condition, laguelle du reste (en considérant e, h
comme les coordonnées d'un point) est satisfaite pour tout point
situe en dedans d’un certain cercle qui inclut I'origine, et dont on
aurait I'équation en remplacant le signe < par le signe = dans la for-

mnile (38},

On obtient de cette facon une grande variété de formules particu-
lieres. Par exemple celles-ci :

5a..
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dans lesquelles, pour trouver les limites de a, il faut faive ). = 1 <tans
la formule (38

On a ensuite ce systeme de formules sans exponenticlies,
gr s ya = P [(—){x — m, wi],

Gae @y = P [(=)"bae — (m, )},

Lr @ yx = J[(—y* o — im, m)~];

yo i ga = — bt B[~y e — Gy,
G gr = — ¢t B [(=m o — (m, n) ).
Zoigx = — b (= he — (m, 0]
ya 1 Gae=— e F (=1 fa — m, n) |,
g Gx=ie™ ¥ [/ =rle — (my, n)l,
2o Gr= -t B [(=y fe — ()

ya | Lo = je—! - 2 [(_‘/ma—n ga) — (Tna I‘L)} - ”

gt 7 = et F|(=)"pae — (mn)}.
L G Zae = e Z [(—rdx — (m, )

dont quelques-unes ont été donndes par Abel. 1l faut remarquer gue
celles de ces équations ot la fonction est impaire sont justifices par le
théoreme de M. Cauchy, et que les antres se déduisent de celles-ci. On
peuat trouver de méme le développement des fonctions

1 Gx yrgr

PERER PREREY

- 5
yrgr yrgr ZxGx

LRNY
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(celles-ci, qui sont toutes impaires , ont été déja considérées ; nous ve-
nons de faire voir que le développement est admissible) ;

I Zx 1

yrgaGe " yogaGal " vagaGazal

. , .. vyregx sy,
chacune, excepté celles de la suite TT82 , multipliée par un exponen-
GaxZx

tiel ¢292" —#2 Par exemple,

{};‘;'_g}]i’;ZYJ‘ :Z [5;‘5 a{m, nf +4-b{m, n q,"amE (]'znﬁ {.I' s (]n’ n)} _4]

\ _Z[EL a(;;u 11:1‘2~t~ b (;’;1, rz) qgl (m =+ L)° (/fzn2 g.L' . (I_I’I,. n);—i ’
Wi . ~ o
| 3 et bl o gt — i, )

—ZI-E»'T”\'% nF+b(m, }l)q?(mﬂ-%}? gﬁ("-f“::‘)i ‘x — (;7;, T;)}AI .

Mais on est conduit a un résultat beaucoup plus important en consi-
dérant, par exemple, le développement de ¢*x. Cetie fonction contient
non-seulement une suite de fractions simples, mais aussi un terme con-
stant; nous écrirons

:30) g2 = J + 2 |L{x — (m, At M e — (m, n){

Pour déterminer L, M de la maniere la plus simple, changeons a en
x + £ Q-+ 17, En faisant attention 4 la valeur de ox = yar : Zax, on

obtient

— 2 gyt =T + 2 [Lie — (m, m{™ + Mix — (m, s

A

de la

L= —e?2c2x — (m,n)?(ox)™,

M= — 2 ¢? g—r [fr — (m, ) (pai™].  x=(m, n),
ou enfin

L= —e?c?x?(gx)?,

i -
2 .2 ¢ 2 ()2 o o—
M= —e%c* - [x?* (ga)*], pour x =o0;
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ce qui donne

L=—e¢e?%c¢c? M=o,

{4ho)
‘ | o =T~ Bfe — (my n))

En intégrant deux fois,

1 f dx f oxdr =LJx* + o2 c"'22 log fa — (2, 7 1}.
Q YO

ou, a cause de log Zx = — L Ba? + 2 log for — (m, ﬁ)},

x x
(42) f dx f o*rdx = $1x* + e c*log Lx .
o] (6]
en mettant , pour abréger,
=) —e2¢?B
(on 1’a pas ajouté de constante arbitraire, parce que Zx est fonction
paire de x qui se réduit & unité pour a == o). Puis, on a
PO

R4 Ea
— ettt et ? ; dx f i de

e

|\43 J Z.’l' —_

£

De la il est facile de déterminer la valeur de 1. Soit, pour un moment,

9, = fx(f.x' dx, p,x= ‘/”.cp, adx.
o 4

)
Puisque

o (x + Q) — P = o,
on a
o (x+Q)= o9 x — 9L,
9, 4+ Q) — » 2 =20, Q.
Mais de 'équation
o’x — 9" Q —x)=o0

on déduit

g€+ ¢, (Q—x)=298L, ¢ x—0¢ (-2 =xpL,
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on, en faisant x = 1 Q,

2,0 =129 30), ¢,0=20 ;0

T2 4

¢’est-a-dire

A o (e Yo ()

o, (@ + Q) — o0 x=(ox +Q)¢ LW
el de la
i )
—iete? [l — =9 f;f&)‘)J (20x+ Q%
Z(x+ Q) =z o™t ) Z.x.

Vials on a déja

Zix + Q) =g~ fx = ¢t 4002+ 0575

donc entin

L B
cest-a-dire
L44) — Lttt l =18 — ce g, Q) =1 — e /';Qf‘gz.x'r/‘x,
o
Soit, poar abréger,
5 M= e,

0

011 a cetle equation

; Y &
X . A= Myxt -t et , dx f Wiz dr
L,Z‘ = =z Ju en -

qui exprime la fonction Zx au moyen de ga. Clest, en effet, la for-
mule remargquabie de M. Jacobi, que nous avons citée dans I'intro-
duction de ce Mémoire.

fn changeant seulement la notation, on a, d’aprés M. Jacobi.

N , . o 7 . 4 (wa fa Fa ox fxF)
‘46 st — a— ¢t (x —a) = § (yafaFa gz foka)

2,2

(1 -+ e*c*o’agiey o

29a fa Faoia

&
b f {592 (x —a — ¢*lx —a) de =
0

2T 2 L‘,‘.'
1+ o't ota pia

ou, ce qui est la méme chose,

N A e e 2yafalagx
48: [ o* o --a)dr — J gt —aidx — > [ glada= ————" .
o P Jo =t A
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De la, en muitipliant par ¢? ¢, et faisant attention a la valeur de Zzx,

‘4o Z'(xr+a) Z (x—a) 2Z'a _ 20c¢'gafaFag’x
A9 " Lix+a) Zirx—a) Za ~ 1-4edglagin

Ecrivant dans cette équation a, x au lieu de x, a, et ajoutant, on
obtient

VA Z’ Z'(x 4+ a
(50; x __i — ___._—._)

— p2 3 N
E_i_ Za Z(z+a) ec q)aquqg(a'*—‘%}'

Fn intégrant la inéme équation par rapport a a,

51) % logZ(x + a) + logZ(x — a) — 2logZx — 2log Za
i 4 = log (1 + e*c* g*a¢’x),

¢ est-a-dire

(52) Lix+a)l(x —a)=2Lxla(1+ e*c*p*ay’x),
ou, ce qui est la méme chose,

'53) Z(x + aylix — a) = 1*x L2a + ey xyia,

de laquelle on déduit facilement, en écrivant & + 1 Q, & + 1V,
x -+ 10 4+ 27X au lien de ar, les équations complémentaires

Y(x+a)y(x —a)= y'xZla— yal’x,
glxr—+a)g(x —a)=g*x2a — *g*al’x,
Glx + a)G(xr —a) = GxZa+ eG*al’x.

YN

Quoiqu’elle ne soit pas liée tres-étroite mentavec la théorie actuelle,
on peut ajouter ici cette autre formule de M. Jacobi, qu’il obtient en
intégrant par rapport a x, au lieu de a,

T 1l 1 i X4
. v —ecytlfaFaq;xdx~l Zﬁ:—_ei) _Z'a
54) x, a) = £ 1+ etctelagir | 2 log Z(rx+a) e Za’

au moyen de laquelle il déduit des formules pour Paddition des argu-
ments ou des parametres des fonctions de troisieme espéce. On trouve
aussi, dans les Fund. nova, quelques formules déduites deéquation(49)
Z{x—a)Z(y — a)Z(x +y+a)
Z{x+a)Z{y+a)l(x +y—a)

2
Tome X, — Novemens 1845. 53

pour exprimer au moyven de la fonction ¢;
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il serait facile de déduire des ¢quations semblables pour les autres
fonctions y, g, G.

Note sur une intégrale définie.

Soient &y, 4, des quartités réelles dont la premiere est la plus grande;
Q=0+0'i, Y=0+'( des quantités quelconques, telles que v’ — 'y
ne s’évanouisse pas, et écrivons

Ak
~ : dx
553 U = .
: Q-+ Yz

I'intégrale e a toujours une valeur finie et déterminée, puisque le dé-
nominateur ne devient jamais zérc. On a évidemment

[va) -
(56) " :f dae| it — i :
N o O+Ta4 A QY (x4 &)

et Pintégrale indéfinie est

?

(57, QY (w4 4
\27) = — %log;i ot )}

Q+Y (x4 )
il faut passer de la & Fintégrale définie, entre les limites 0, . Soit

(58) ;‘—L%%" — A, -+ iB,.

Il est facile de voir qu’en faisant abstraction d’un dénominateur toujours
positif, A, est une fonction du second degré en x, et B, se réduit a
la quantité constante (wy’ — w'v) (k, — ). Le signe de B, est donc
toujours le méme que celui de w'v — 'v; quant i celui de A, puis-
que évidemment A = 1, il est clair qui si A, est positif, A, rest
toujours positif, ou change deux fois de signe quand & passe de ¢
a oo. Si, au contraire, A, est négatif, A, est négatif depuis x = o jus
qu’a une certaine valeur positive dea, & = o, et positif depuis & = «
jusqu’a 2 = oo, Considérons d’abord ce dernier cas. En représentant
par L la valeur principale de log x (cela suppose que la partie réelle
de x est positive), on obtient cette valeur de «,

o kT T A Yk e

T

. 1[ N Q-+Yk] 1 o +Y{ah—c) 1T 79-+Y(ac+ Aite) )
“=5 QAT (x4 & ¢}
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PURES ET APPLIQUEES. h1g

ou ¢ est supposé une quantité infiniment petite positive. La somme des
derniers termes se réduit i

(5 ‘ B, , Av
§Te] ¥ ~arctangA —}—arctangBM;s ’

%—€

N . . . P . , .. ™
ou, comme & I'ordinaire, arctang & doit étre situ¢ entre les Jimites o

Dans cette formule, A, _, est une quantité infiniment petite et né-
gative; A, . est une quantité infiniment petite et positive; donc,

’ . ’ . . T ™ . e e
quand B, est négatif, les arcs se réduisent a 57 — 5 etsiB, est positif,

ta

4o =, 2 On a donc

N

v ! Q+Yk .
.00, n—=-L (— *_,_‘_) gy 2

nu il faut se servir du signe supérieur ou inférieur selon que ov’ — w'y
est positif ou négatif, Dans le cas ot A, est positif, si A, reste toujours
positif, on obtient tout de suite

- ke 3
‘01 =1 1, (_ ,,j:l’i\).

Si A, change deux fois de signe, par exemple pour & = z et x = €

, 1
tfaut introduire les corrections

B, B B, B,

Nt — = A .

qui se détruisent 'une Pautre, en sorte que I'on a le méme résultat que

sl A, était toujours positif. En se servant de la notation employce dans
ie Mémoire, on a dans tous les cas

oo Q= Th
b2 =14 [ "!
6 e (2)
ou le signe se détermine d’apres celui de wv’ — o'y,
En particulier,
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ou

/6%) »tang o« dx 1 1 (oY tang «
A o S—1xr  agy EW Q— Ytangz
Je ne sais pas si 'on a cherché avant moi la valeur exacte de cette
intégrale définie, qui est cependant la plus simple ¢u’on puisse imagi-
ner, et qui devrait, je crois, trouver place dans les livres élémentaires.

Nota. Une partie de ces recherches a déja été imprimée dans le Cam-
bridee mathematical Journal; je me suis borné au cas o Q, Y sont de
o] 9
la forme o, vi, ce gui simplifie beaucoup la détermination des inté-
y Uty q
grales définies doubles; mais la forme générale des résultats en est

tres-peu affectée.




