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PURES ET APPLIQUÉES. 3« 5 

MÉMOIRE 
sur 

LES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES; 

Pau M. A. CAYLEY 

Un des plus beaux résultats des recherches de l'illustre Abel, dans 
la théorie des fonctions elliptiques, consiste dans les expressions qu'il 
obtint pour les fonctions inverses φα, _/ά, Fa (équivalentes à peu prés 
a sin am a.. cos am a, A am a.\ en forme de fractions avec un dénomina-
teur commun. Ce dénominateur et les trois numérateurs étant chacun 
le produit d'une suite infinie double de facteurs, on ne sait pas à quel 
point Abel avait poussé l'investigation des propriétés de ces nouvelles 
fonctions ; on trouve seulement, dans une Lettre à Le gendre, imprimée 
parmi ses Œuvres, qu'il s'en était occupé. Depuis, les fonctions II, Θ, 
qui sont essentiellement les mêmes que ces fonctions d'Abel, ont été 
l'objet des savantes recherches de M. Jacobi, à qui l'on doit, en par-
ticulier, la belle formule 

log Θ'α) — log Θ (ο) = \ α2 ( ι — ) — k- f da. f da. sin2 am a, 

qui est vraiment fondamentale, et sur laquelle on fient dire que sa 
théorie est basée. Mais les expressions qu'obtient M. Jacobi pour les 
fonctions H, Θ, sont sous la forme d'un produit d'une suite infinit 
simple de facteurs, ce qui ne met pas à beaucoup prés si bien ei 
évidence la vraie nature de ces fonctions que les expressions d'Abel; 
celles-ci sont, en outre, si analogues aux formules en produits infini: 
des fonctions circulaires, que l'on est seulement étonné que personm 
ne se soit avisé jusqu'ici de les poser, à priori, comme les définition 
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les plus simples des fonctions doublement périodiques, pour en dé-
duire la théorie de ces fonctions. C'est de cette manière que je me 

propose de traiter ici la question. Je prends pour définitions les formules 
d'Abel, en supposant, pour plus de généralité, que les fonctions com-
plètes Ω, Y (Κ, K' de M. Jacobi) sont chacune de la forme A -+- Β \J— ι 
(ce qui donne lieu à quelques intégrations assez délicates). Et de ces 
seules équations, sans me servir en rien de la théorie des fonctions 
elliptiques, je déduis les propriétés fondamentales des fonctions en 
question , et de là des fonctions elliptiques. On a ainsi quatre fonctions 
à considérer au lieu des deux H, Θ, dont l'une est pour ainsi dire ana-
logue à un sinus et les autres à des cosinus. Mais ce qu'il y a de remar-
quable, c'est l'apparition d'un facteur exponentiel qui entre presque par-
tout. On le prévoyait d'après les formules de M. Jacobi, mais ces formules 
n'expliquent pas, ce me semble, pourquoi ce facteur s'y rencontre : mon 
analyse le fait voir de la manière la plus satisfaisante. Ce facteur résulte, 
en effet, de ce que, pour les produits infinis doubles, il ne suffit pas, 
pour obtenir un résultat déterminé, d'attribuer aux deux entiers variables 
des valeurs quelconques depuis — cc jusqu'à oo, même en supposant 
l'égalité des valeurs positives et négatives; il faut, en outre, établir une 
relation entre les valeurs infinies que reçoivent les deux variables. Mais 
dans les produits que je considère, on démontre qu'en supposant tou-
jours cette égalité des valeurs positives et négatives, quelque liaison 
que l'on établisse entre les valeurs infinies, il résulte toujours la même 
valeur du produit, à un facteur exponentiel près, dont l'indice est le 
carré de χ, multiplié par une constante dont la valeur s'exprime au 
moyen d'une intégrale définie double, et qui dépend de la liaison éta-
blie entre les valeurs infinies des variables. C'est-à-dire qu'en multi-
pliant par un facteur exponentiel de cette forme, convenablement 
choisi, on peut changer à volonté la relation en question sans affecter 
la valeur du produit. Voilà l'idée fondamentale du Mémoire qui suit. 

En me servant de quelques formules de M. Cauchy, relatives à la 
décomposition des fonctions en fractions simples, j'établis d'une ma-
nière rigoureuse des relations entre les trois quotients de mes quatre 
fonctions, qui sont les mêmes par lesquelles Abel démontre les pro-
priétés fondamentales des fonctions φ,/, F. Ces formules une fois ob-
tenues , on peut supposer connue toute la théorie des fonctions ellip-
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tiques. Les théorèmes de M. Cauchy me conduisent, en outre, à un 
grand nombre de nouvelles formules qui contiennent des suites infinies 
doubles. Parmi celles-ci, il y en a une qui me fournit la démonstra-
tion du théorème déjà cité de M. Jacobi, théorème duquel il déduit 
une foide de résultats intéressants. Je finis en citant ceux qui se rap-
portent de plus près aux fonctions dont je parle. J'espère reprendre 
une autre fois la considération d'une autre partie delà théorie, dans 
laquelle j'entrevois des conclusions intéressantes. 

Soient Ω, Y des quantités finies quelconques, assujetties à la seule 
condition que la fraction Ω : Y ne soit pas réelle. En représentant par 
/«, η des entiers positifs ou négatifs quelconques, mettons, pour abréger. 

fi) mQ. + ηΎ = (m, «), 

et considérons une expression de cette forme 

(a) u = xil I ι + , x , 1, 

où le symbole II dénote, à l'ordinaire, le produit d'un nombre infini 
de facteurs que l'on obtient en donnant à m, η des valeurs entières 
quelconques, depuis — co jusqu'à + os, en excluant seulement la 
combinaison [m = ο, η = ο). Pour qu'une telle expression soit finie, 
il faut que pour chaque combinaison de valeurs de m, n, il y en ait une 
autre des mêmes valeurs avec les signes contraires. Cependant, comme 
<111 l'a déjà expliqué, cela ne suffit pas pour rendre déterminée la va-
leur de u. Soit φ une fonction de m, η qui ne change pas en changeant 
à la fois les signes de ces deux quantités ; et imaginons que l'équation 

© = Γ 

représente une courbe fermée, dont tous les points s'éloignent, 
au cas limite de Τ = cc , d'une distance infinie de l'origine. Cela 
posé, en donnant à m, η des valeurs entières qui satisfassent à cette 

condition ψ ~ T, et puis faisant Τ = co, on obtient pour u une va-

leur parfaitement déterminée, qui dépend de la forme de la fonction ψ. 
Soit u' ce que devient la fonction u en changeant seulement l'équation 
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aux limites dans l'équation analogue 

φ' = T. 

On peut, pour simplifier, supposer que la courbe représentée par 
cette équation soit située entièrement en dehors de celle que repré-

sente l'équation 
çp = T, 

ruais cela n'est pas essentiel. 11 est facile de trouver une relation très-
simple qui existe entre ces deux expressions u' et u. En effet, 

n' : u = Π ίι 4- -{· 

en donnant à m, η des valeurs qui satisfassent k la fois aux deux condi-
tions <ρ > Τ, φ' < T. Donc, en considérant toujours ces valeurs. 

log «' - log « = log u j ί + ̂  j = ^ log j ι + } 

= X Σι J^TT») ~ ^ Λ'2 Σ m.nr
 +

 "" 

Dans cette expression, les termes qui contiennent les puissances im-
paires de χ s'évanouissent, à cause des valeurs égales positives et né-
gatives. Mais puisque, à la limite, m, η ne reçoivent que des valeurs 
infinies, on peut négliger les termes multipliés par x'\ etc. Donc 

log«' — log η = — χ'1 V ;——- ■> 

ou enfin, 

(3) logu' — log « = — ·|-ΑΛ?2, u' — — 

où j'ai représenté par ε la base du système hyperbolique de loga-
rithmes, et où A est donné par l'équation 

(4) τ —" 5 r—r · 

ll est facile de voir que l'on peut changer la sommation en intégration 

double, et écrire 

0! a=JJK^' 
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entre les mêmes limites qu'auparavant, c'est-à-dire que m, η doivent 
satisfaire aux deux conditions φ > Τ, φ' < T. 

Prenons par exemple, pour limite supérieure, 

(m2 = m2, 7i2 = n2), 

et pour limite inférieure, 

(m2 -+- ri2 = T2); 

in, η sont censés contenir Τ comme facteur, de manière qu'ils de-
viennent infinis avec cette quantité ; on suppose aussi m > Τ, η > Τ, 
mais cela est seulement pour la clarté. 

II devient nécessaire à ce point de définir tie plus près les valeurs 
de Ω, T; nous écrirons 

(6) Ω ω + ω' /, Τ = υ + υ' i, 

où i — y — ι ; ω, ω', υ, υ' sont des quantités réelles , telles que ωυ' — ω'υ 
ne s'évanouit pas; c'est la condition pour que Ω ; Y contienne une 
partie imaginaire. 

Avec les coordonnées polaires 

O' " J J r (il cos β -t- Y sin S}· J (il cos Θ -f- Y sin δ)!' 

en représentant par r ce que devient r à la limite supérieure ; l'inté-
grale doit être prise depuis 0 = ο jusqu'à 9 = 2π. On voit tout de 
suite que la partie qui contient log T s'évanouit; donc 

A_ Ç'K togrtfe 

Soit α un angle positif plus petit que '-■> tel que tang α — ^ ·> on a évi-

demment 

14=^, 

depuis 9 = — α jusqu'à 9 = + α, ou depuis 9 —n — a jusqu'à 9 =ττ-4-α, 
et 

1 COS θ ' 

depuis 9 — α jusqu'à 9—ττ— α, ou depuis 9 — π-t- a jusqu'à 0 = τ.π~Ά 
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le signe ambigu, de manière que r soit toujours positif). En réunis-
sant les parties opposées de l'intégrale, on obtient 

^ Γ K (log m — log cos 9) dfs Γπ " (log η — log sin 9) dB 

ou, en mettant dans la seconde intégrale ^ — α = α', et ^ — 5 au 
lieu de Θ, 

^ _ Γ x (log m — log cos Β) dO _ Γκ' (log η ■—log cos B)dB 

La première intégrale se réduit à 

- a (log m - log cos θ) -^—1—(entre les limites) 

π J_y (il -+■ Τ tang 9: 

4 (log m—log cos α) tanga j Ç'J tang 'BdB 
il2—Τ2 tang2 α ^ Jo — Y2 tang2 θ 

4 0°g m — '°g cos α) tang α 4 fdôïl (1 + tang2 S) 

L'intégrale, dans cette formule 

JQ Cl' — Y2 tang2!) ~ J0 Cl' ΆΈϊ2 ' 

s'exprime tout de suite par les logarithmes, mais il faut, apporter une at-
tention particulière à la manière de déterminer quelle valeur doit être 
attribuée à ce logarithme, dans le cas où la partie réelle en est négative, 
le renvoie cette discussion à une Note. Voici le résultat auquel j'arrive. 

En représentant par Lu la valeur principale du logarithme de u, 
quand il y a une valeur principale (c'est-à dire quand la partie réelle 
de u est positive), et écrivant 

u — LM, ou L (— u! ± ni. 

selon qu'il y a une valeur principale de log u, ou de log (— u), on a 

' J() ci — Y2.r- ι. ux 3=711 \ ci — r tang a/ 
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en prenant le signe supérieur pour ωυ' — ω'υ positif, et le signe infé-
rieur pour ωυ' — ω'υ négatif. 

La première partie de A se réduit donc à 

il2 — Υ- tang2 α LV + Ύ2 \y" 2 Y J±2T' ÎJ — γ tang a ) ' 

ou, en rétablissant la valeur de α , à 

il2 — Υ- tang2 α LV + Ύ2 \y" 2 Y J±2T' ÎJ — γ tang a ) ' 

Pour avoir la seconde partie de A, il faut changer in, η, Û, Τ en 
n, m, Y, Ω. En faisant cela, on change le signe de ωυ' — ω'υ·, ainsi il 
laut écrire L^, au lieu de Ε±

πι
·. En réunissant les deux parties, et 

mettant - au lieu de arctang - -t- arctang "É on obtient enfin 

9' ' il
2

-t- Y
2
 ('' Y

 J±

 ·' \inû— nY/ Λ \nT —nui) f 

formule que l'on pourrait rendre plus simple en distinguant les deux 
cas où le premier ou le second logarithme a une valeur principale; mais 
il vaut mieux la laisser sous cette forme. 

On aurait pu croire que la valeur de A pourrait s'obtenir plus faci-
lement en réduisant A à la différence de deux intégrales définies, les 
conditions pour les limites étant données, dans la première, par 7?i2<m2, 
n2 < n2, et, pour la seconde, par /«2-t- n2 < T2, en désignant générale-
ment les coordonnées par m, n. Cependant, de cette manière, on admet 
dans les deux intégrales les valeurs m = ο, n = o, qui rendent infinie 
la fonction à intégrer. Ainsi la valeur de l'intégrale dépendrait du 
choix des variables, et l'on obtiendrait des résultats inexacts. Autre-
ment dit, on obtiendrait de cette façon la valeur de A, à une quan-
tité V près, qui est la différence de deux intégrales de la même forme, 
entre des limites m2 -< μ2, n2 < v2 ou m2 -t- η2 < Τ2, μ, ν, τ des quan-
tités infiniment petites. On voit tout de suite que V n'est pas pour cela 
infiniment petit (en effet, sa valeur dépend du rapport μ : ν et nulle-
ment des valeurs absolues de ces quantités), et, pour en trouver la 
valeur, il faudrait se servir de l'analyse précédente. 
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Soit, comme exemple, ~ = oc, 

A = ; In L + tO Ιι — ~ Ere-η (—III 

~~ Ω'-ι-Τ- \ A ) ~ NFUQZYR ΩΥ 'Ω^ΖΥ/ 

De même, pour = ς», 

Α = j π - - Ε±,, <-ΐ;-
τ

. Ε— ·θ| 

ΩΓ+ΤΫ \ ' ■+■ 7 ' Υ(ΩΖΡΥ) " "+" ΩΥ 'ΊΓΦΥΊ. 

En représentant par A', A" ces deux valeurs de A , on a 

ι, ΙΟ, A' — A = ar-~ = — ao, 

ou j'écris 

II C = zt : 
Ω Y 

en prenant toujours le signe supérieur pour ωυ' — ω'υ positif, et le 
signe inférieur pour ων' — ω'υ négatif. 

Soient uz ce que devient u en prenant ™ = oc, «_g ce que devient 

cette même fonction en prenant ^ = <x ; on a évidemment 

U—S : Mg — g —i(A'—Α.")χ· —
 t

-6r!_ 

On peut donc s'imaginer une fonction U donnée par les équations 

(i2j U = u-e = eie*' ue. 

On verra dans la suite que u g est analogue à la fonction Π (u) de 
M. Jacobi. Il convient cependant, pour la symétrie, de considérer, au 
lieu de wg, la nouvelle fonction U qui vient d'être définie. Quoique 
suffisamment donnée par ces équations, nous allons en chercher en-
core une autre définition. Pour cela, il faut trouver la valeur de l'in-
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:j, 

légrale définie qui détermine À, prise depuis la même limite inférieure 
jusqu'à celle donnée par l'équation 

mod. [m, ή, — T. 

Mettons, comme auparavant, 

m = r cos 0, η = r sin 0; 
soient aussi 

Ω( = ω — ω'/, Y( = υ — u'i. 

L'équation pour la limite supérieure se réduit à 

r2 (Ω cos 9 + Τ sin 9) (Ω, cos θ -+- Y, sin 9) — Τ2, 

et celle pour la limite inférieure, à 

r = T. 
On trouve tout de suite 

/ ^ , Γ2" log (Ω COS 9 4- R sin θ) (Ω, cos 9 4- Τ, sin 9) df) 

I = ~ (·Ω + γ tang9)^°ëΦ
 cos

 si" 0) (Ω» cos04-Y, sin9) (entre θ —ο, 0 — ?.τΥ 

l3Y( Ρ Γ'27ζ dB /Y —Ω tang 9 Y, — Ω. tang 0\ 

[ ïj ifl+ï tang θ \Ω 4- Υ tang θ Ω, 4- Υ. tang θ/ 
ι ■>, 

D'abord 
Τ 7Γ 

J „ Ω Υ tang 0 Ω, 4- Υι tang 9 J „ \Ω 4- Υ" tang θ Ω, 4- Υ ι tang 6) ( ' 
'->■ ~λ 

Γ2 dB ,
ιΠ

 Γ2 de ait f"J- Γ Y2 ( ι 4- tang *6) I 

4-Y tang 9 ~ 1 J0 Ω2 — Y2 tang2 θ ~ Ώ' + Υ2 J0 | 1 fi^^YMaôpl | ( 1 

= (entre 6 = ο, S = I) 

2 Ω (r. , Y Λ π 
Ω;4-Υ2\2 2Ω ι nqrTf 

Tome Χ. — OCTOBRE 184S. 5ο 
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On a de même, en remarquant qu'en changeant Ω, ï en ï, Ω, on 
change le signe de ωυ' — ω'υ , 

7Γ 

J
 π

 Ω, H-r, tang S —

 Ω, ±r,/ ' 
~~ 1 

D'un autre côté, 

M = Τΐ' + ί1Ω' M = - r] + · 

cela donne 

77 

J π Si -+· Y tangS Ω, -+- r, tang θ ΤΩ,—Υ,Ω ( Ω qp Y/ v "+" lji 
•y. 
Π ΥΤ,+ΩΩ,— NQ^TI Ω,±;Τ,ΊΤ;2Τ,Ζ , ΠΊ , IR, Π/ 

ru,—r
t
a arpr/ aqprr ra, ■—r,a 

ou enfin 
7Γ 

J π Ω -+- Y tang δ Ω, + r, tang θ Ω qp r? ω·/ — ω'-j ' 
Y. 

et de même 
77 

J π (Ώ-f-Y tang θ)2 a up Y* 
·± 

en omettant seulement le dernier terme de l'autre intégrale ; ce que l'on 
peut vérifier, au reste, en différentiant par rapport à Ω, Y l'équation 

J π Ω + r tang δ ~ aqzTi' 

On a donc, en ajoutant les deux parties qui composent l'intégrale, 

'·1^ h ΩΤΩρζΥ/ Υ (ω·/ — w'u)' 
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Il est facile de voir, en écrivant 

ωϊ aq;ïi ϊ(τω,— τ,η) 

que cette expression ne mettant pas de valeur en mettant Ω,, Y,, il, Y 
au lieu de Ω, Y, Ω,, Y,, pourvuqu'on change aussi le signe de i ; cela 
doit évidemment être ainsi et peut servir de vérification. 

Soit, pour un moment, u, ce que devient η en prenant pour limite 
l'équation 

m2 -+- η2 = T2, 

et supposons que dans la fonction u on ait pour limite l'équation 

mod. (m, n) — T. 

En retenant la valeur de A. qui vient d'être trouvée, 

u = ε~ iA;r' ϋ,; 
mais aussi 

U = £+ ' = ε \ ' Ων Ωζ^Ύί) U, , 

à cause de l'équation , conséquence facile des résultats précédents, 

-+- Ξ-L a 

w_g = ε αϊ ΩζρΥί u,. 

En éliminant u,, on obtient, entre u, U, une équation de la forme 

(iô; U = é-ïBr'' u, 

dans laquelle 

Β = - 4 = ±l ±L 
nr azpti a τ τ(ω·/ — ω'-j) 

= iir.wl
M

V, [2 (ωϋ' ~ ω'υ) + + ^ -
ou enfin 

ΠΤ (ωυ — ω υ) Ο.Ύ mod. (ων — ω υ ) 

5ο.. 
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En rassemblant tous ces résultats, on aie système de formules 

I U = ε~ϊβχ"~ u = ε~~ = il — g = e1êxS tig, 
u =2 Ζ j (15 — et U_ g = £ (B + ê) χϊ U g, 

g rt-f (siu' — ω'υ) 
ÛL' moil, (M·/ — M'U)' 

g jr («'J -f- ω'υ' ) 
mod. («'j' — bt'v) ' 

n, wg, m_.6 des fonctions de la forme 

iA) Λ7 Jl | I ---j, 

mais avec des limites différentes, savoir : 

mod. (m, η) = Τ, Τ = oo , pour la fonction u ; 

J m2 ~ m2, n2 = n2, m = ce , n = oo, ~ — os, pour u : 

! m2 = m2, n2 =. n2, ni = ce, n = ce, — = 00, pouru_g. 

I 

A présent, il importe de remarquer que la fonction «g est pério-
dique à l'égard de Ω, de la manière d'un sinus ou d'un cosinus, mais 
ne Test pas à l'égard de Y ; de même n_ g est périodique à l'égard de Y, 
mais non à l'égard de Ω. Quant à U, u, elles ne sont simplement pério-
diques ni à l'égard de Ω, ni à l'égard de Y. Pour démontrer cela, consi-

dérons, par exemple, l'équation 

(,
7

) «
β
 = *Π (i + ̂ ) 

[m depuis — m jusqu'à m, n depuis — n jusqu'à 11, 111 = co , n = ex , 

™ = ce, Je système (m = ο, n = o) toujours exclu); en représentant 

par M g ce que devient «g quand on écrit oc + Ω au lieu de x, on a 

évidemment 

"'· - (■* + Ω)" (l ■+■ 

= -τΏ.ί,
 + τ

-^\·
Λί

{^μψ, 
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en admettant dans le premier produit la combinaison (m = ο, η — υ), 
mais excluant (m + ι = ο, n = o), et excluant l'une et l'autre du se-
cond produit. Cette équation est de la forme 

u's = A'arïï (ι + ; — 

avec les mêmes limites que dans u ; donc 

u'e : «S = A'Π (ι + ,—- A ; Π ( n- , * ,) -

où J1 se rapporte à la seule variable η qui doit s'étendre depuis — η 
jusqu'à n. Puisqu'ainsi η ne reçoit jamais des valeurs qui soient com-
parables à m, chacun de ces produits se réduit à l'unité, et l'on obtient 

«g : z/g = A', 
ou enfui 

^ ι H j ÏI s -— M & ? 

en posant 

x ~ — i Ω, 

et remarquant que u est fonction impaire de x, ce qui donne 

A' = - i. 

Soit de même u"s ce que devient «g en changeant χ en χ Y. On 
a pareillement 

III \UZ = A" II ( I + 7 : II ( L -Γ ;V 

où Π se rapporte à la seule variable m. Mais ici les produits ne se ré-
duisent point à l'unité; en effet, 

it C £ .—iL__\
 ou η ( ι -t- τ ~ , ) 

= (χ + η Y) Π ( ι + ; riY II f ι + — ) 

= sin - a· + ni ι ; sin — ni. 
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Mais quand la partie imaginaire de 9 est infinie, on trouve 

sin 9 — ~ (εβί — ε~θί) = dt — ε±θ', 

selon que la partie réelle de 9i est positive ou négative. Or la partie 

réelle de ~ est de signe contraire à ωυ' — ω'υ; on a donc 

11 (; + kttt)) =-

de même, 

ΓΙ ( ι =q 
et de là 

;à 9) u\ = A" ε—aSrjrag, 

équation de la même forme que celle que l'on obtiendrait en posant 

U g = E~ ΰχ' M_g, 

et remarquant que M_g est; périodique à l'égard de T. On voit aussi 
qu'en sommant par rapport à m, il est permis d'exprimer «g par un 
produit infini simple, dont chaque facteur est de la forme 

sm -- [oc + n\ ), 

mais qu'on n'arrive pas à un tel résultat, en sommant par rapport à n. 
En effet, l'équation 

«g = î~Sx' Il —g 

fait voir que «g s'exprime par un tel produit où chaque terme est de 
la forme 

sin γ (x -f- mû), 

multiplié par le facteur exponentiel ε—On établit de cette façon 
l'identité, à un facteur constant près, de «g à H (M); mais, à présent, 
pour éviter les longueurs, je ne me propose de considérer aucun de ces 
produits infinis simples. 
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IJ faut maintenant, pour le développement de la théorie, intro-

duire les trois fonctions qui correspondent au cosinus. Mettant, pour 
abréger, 

(so) m m -f- -j, n l— η + |, 

j'écris 

Limites. 

| yx — g-~i
Br5

arn 11 + mod. (m, η) = Τ, Ύ — αε. 

ι gar — Π !ι + T=—J- mod. (m, η) = T. 
(B) ' 

Gar = e i®*' Π Jx + X{· mod. (m, n) = T. 

Lx =
 ε

 — irx-i- π |
T
 _f_ — - (· mod. (m, n) = T. 

En représentant par y gar, y_g x, etc., ce que deviennent ces fonctions, 
et prenant pour limites 

[m2 = m2, n2 = ir), (m2 = m2, n2 = n2), 

(,m2 = m2, n — n2), (m2 = m2, η = η2), 
où 

— = oc pour ygar, etc., — = oo pour y—gar, etc., 

on a, en général, en mettant J au lieu de l'une quelconque des lettres 
y> g» G, z, 

(9.1) Ja: = ε!®·*' Jg χ = ε~ *Si' J_gar, 

où Jgar est périodique à l'égard de Û, et J_gar à l'égard de ï. C'est 
cette équation remarquable qui définit la loi de périodicité des fonc-
tions J, et de laquelle se déduisent presque toutes les propriétés de ces 
fonctions. 

Il est clair qu'en changeant entre elles les quantités Ω,Υ (quantités que 
nous désignerons comme les Jonctions complètes), on ne change pas les 
fonctions yar, Zx, tandis que gar se change en Gx, et Gar en gar. On 
change de cette manière β en — β et Β en — Β (par exemple, vgar se 
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change en y_g.r, etc.). Celte considération fait voir que toute pro-
priété des fonctions J est double, et donne le moyen le plus facile pour 
passer d'une propriété quelconque à la propriété correspondante. 

On tire immédiatement des définitions mêmes les équations 

Îy(—x) = ~~ yx, g(—a1) =gx, G(—x) = Gx, Z(—x)—Zx; 

11 est facile de démontrer, de la même manière dont nous avons prouvé 
la périodicité de 3%x à l'égard de Ω, que ces fonctions se changent 
l'une en l'autre, à un facteur constant près, en changeant χ en ,τ4--|·Ω. 
Faisant donc attention à l'équation qui lie ensemble Jx et Jzx. on ob-
tient le système de formules 

/ y(x + {û)=aυ3ΰ*A.gx. 
1 g (x -t- \ Ω) = S ié Β , y x, 

1'22ï 1 G (a? + |Û) = ei?a*C.Zx. 

! Z(x + ·£ Ω) = si-3a*O.Zx. 

Pour déterminer A, B, C, D, posons 

x — ο ou x — — i-Ω. 

En écrivant, pour abréger, 
, 7TÎ1 i 

D) çem ~
 £

 ν
 = 

on trouve 

[A = y(f). 

)b—îr«:y(W 
IC = G (i Ω) = y 7 i : Z(~ Ω), 

[ D = Z(|Û) = qr* ■ G(iû); 

d'où l'on déduit cette équation de condition 

(a4) &(*Ω)Ζ (·|Ω) = 7-1. 
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On ,i de même le système 

iy (χ + | Y) = e- Yx A'GX, 

g (x + '2 ^ = ^-isrxB'Zx, 

G(x + ·|-Υ) = £-i^'*C'yx, 
Ζ [χ H- Y) = !)'G.r. 

De là, si 
-H — 

ε~ίγ~ ~ ε~ û = q—\ 

ce qui donne 

(E) log q log qt = - π2, 

d résulte 

( A' = y(|Y), 

. ,, B'=g(iY) = r::z^Y, 
jC =-q-i:y(±Y), 

1 D'=Z(iY):g(iT); 

d'où nous tirons l'équation de condition 

(27) g(|Y)z(lT) = '/-'·· 
En posant χ — ~Y dans l'équation pour y (χ -+- AQ) et χ = \ Ω dans 
l'équation pour y (χ + ^Y), on obtient aussi 

(*») ya^g(ÎY)=-iy(iT)G(|û), 

et l'on déduirait cette même équation, ou une équation équivalente, 
des autres formules, de manière qu'on ne peut pas trouver d'autres 
équations de condition. 

Enfin, en rapprochant ces systèmes, on obtient 

!y(jc + |û + iY) = - »") À"Zr, 

g (a: + | û + { Y) = ε b3* Y B" gx, 
G(x + itl + |Y) =ei^(a-r)C"Gx, 

Z(x-h{Q-h{ Y) = £Î-Mû-Y)D"ya:, 
Tome X. — INOVEMURE !#4^· 5 J 
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avec les équations suivantes pour les coefficients 

I A" = (.— i)' y (iû)g(·|· Y). 

,
3o

. ]
 B

" = -(— 0" ?r*y(lr) '· y (4Ω)> 

C"=(-i)*Z(lQ)Z(iT), 

f D"=-(-i)'?-iZ(iû) :y(lT.. 

En rassemblant les équations entre J (A Ω), J (| T), on a 

/ g(lQ) = °> 

i G(K) = ο, 

(3i) G(iQ)Z(|û) =
 îr

f, 

f g(|Y)z(iT) =
 r

-É 

' y (4 Ω) g (4Y) = - ο (4 Y)G (4 Ω4 

d'où l'on conclut les formules 

B"C": A"D"— B'D' : A'C = CD : AB = - i, 

ί A'B' ; CD' = - A"Β" : C"D" = - y2 (|T) : Ζ2 (| Y), 

(3a) | A"C": B"D" = — A'C : B'D' = y2 (|Ω) : Ζ2 (AΩ), 

f AD : BC = - A'D' : B'C = y2 (|Ω) : G2 (A Û; 

--y2(lY):g2(in 

dont nous aurons bientôt besoin. 
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On peut passer maintenant à ce système général de. formules, où 

j'écris ( — )m au lieu de (— ι)"1 : 

I 0 — ( — )'
na — «) q—iirr q — i"\ 

là, comme toujours, [m, — ri) = mil — «V; 

y jar -f- (m, n)\ = (—)m+n Oy.r, 
g jar + {m, n)j = (—)'*0gar, 
G {a: -h ( m, η)} = (—)" Θ Gar, 
Ζ jar + ( m, η)j = 0Zac; 

n 
Φ = ( — ) 3

 ε
οζ

'('
η

: —"Jq — rm' — imq— ,·η·. 

y jar + (m, n) j = (' — )'n+n Φ Agar, 

g jar + (m, «)j = ( —OByar, 

G jar -+- (m, n)j = ( — f ΦCZar, 

Ζ jar + (m, η) \ = ΦDGar; 
Fi i 

m 
Ψ — j ) ?· £ Zx ( m , — n) q — I·m :

 q — î >r - ; u . 

y jar + (m, n) j = 1 — )'n+n ψ A'G.r, 

g j ar H- (m, n) j = ' — TB'Zar, 

G {ar -i- (m, η)} = ί — i" 'FC'yar. 

Ζ j ar — (m, «)1 = 'FD'gar; 

m κ 
^ j 2 2 £ 6r { m, —n j q — ; m- — ! m (j -- -'· #r — ^ 

y -t- (m, n)} = (-)"·+" XA"Zx. 

I g {* + (»«, ή) )=(-)'" XB"Gjc
f 

G jar -l·- (m, «)) = (— )"XC"gar, 

' Ζ \ .x - (;ή, ή) j = X I)"var. 

5,. 
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Soit χ = ο : 

I (~>a = (-)»»>ç
7

i>»3

9-é'>s; 

y (772, η) — o, y' (m, ri) — ( — Θ
0

, 

g (m, ri) = (—)m0o, 

G (m, tï) = (—)» Θ0, 

Ζ (m, η) = Θ0 ; 

^^cj —Ι-— ïm~4""* 

y (/η, η) = (—),ί!+"Φ
0
 A, 

g (//2, 72) = O, g' (/72, //) — Φ
0
 R, 

G (m, ri) = (—)"Φ0Ο, 

Ζ (m, /2) = Φ
0
ϋ; 

% = (-) a^rî,n y-»·"'-'"; 

y (m, /2) = (-)'«+" ψ
0
Α', 

g(//2,72)=(-T¥
0
B', 

G (//2, 72) = o, G' (m, /2) = ( — )" Ψ
0
 C. 

Ζ (//ι, η) — T
0
D'; 

m η 
X

0
 = ( —) 2 2 q-im'—ttmy-in'-in . 

y (m, n) = (-)'»+"X
0
A", 

g ( /72, 72) = ( —)mX
0

B", 

I G (m, ii) =(-)"X
0

Cw, 

j Ζ (m, 72) — ο, Ζ' (7/2., 72) = X
0

D". 
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On a de suite, en prenant les différentielles des logarithmes des loue-
rions Jx, 

! y' X : JX = — Bx + — ("ri ")\ 1 ' 

1 g'χ : gx = — Bx + ~~ ")j_1 -
11 l 

1 G'x : Gx = ~ Bx -t- 2ι|
χ
 ~ (

m
> ")!

_1

 ' 

| Z'x : Zx — — Bx + (m, -

(B est le coefficient de χ% dans l'exponentielle j—des équations (15); il 
n'y a pas à craindre de le confondre avec le Β qui entre dans les équations 
pour y (rn, n), etc. : c'est par hasard que j'ai pris deux fois la même 
lettre.) 

Réduisons en fractions simples la fonction 

gx Gx ; yx Zx. 
En écrivant 

gx Gx : yx Zx = ^ [u jχ — (m, n)\ 1 + M {χ — ( m, η) | 1 j. 

on obtient 

L = g (m, n) G (m, η) : y' (m, η) Ζ (m, η) — ι, 

M = g (m, n) G (m, n) : y (m, η) Z' (m, η) —. Β"G" — A"D" = ι.. 

Donc 

gxGx : yx Zx = ~~
 n

)}~'
 —

 ~~ (
m

> ")i '· 

c'est-à-dire 

gxGx : yxZx = (y'x ; yx) — (Z'x : Zx). 

(Nous allons bientôt justifier, au moyen d'un théorème de M. Cauchy, 
l'emploi de cette méthode de décomposition en fractions simples qui 
ne s'applique pas toujours aux fonctions transcendantes.^ 
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On obtient de même 

! gx 7.x ; y χ G χ = (y'x : yx) — (G'x ; Gx;, 
I GxZx : yxgx = (y'x ; yx) — (g'x ; gx)

? 

1) < —A2yxZx ; gxGx — (g'x : gx) — (G'x : Gx). 
I e2yxgx ; GxZx = (G'x ;Gx) — (Z'x ; Zx), 
\ c2yxGx : Zx y χ = (Z'x : Zx) — (y'x : yx), 

en mettant, pour abréger, 

y({T) :Z(TQ) = -[*], 

J) y(iû):zaû) = ^ 

( y(|û) : G(4û)= -/y(lT)^g(|Y; = É 

Donc, en éliminant Jes fonctions dérivées, 

G2x — Z2x = ιa2 v2x, 
g2 χ — G2x = — b2y2x, 
Ζ2 χ — g2x = c2y2x, 

ce qui donne, en ajoutant, 

l'K'j h2 — e2 + c2, ou b = \/e2 -4- c2, 

et nous retiendrons désormais la lettre dans celte signification. Puis 

Îg2x = Z2x — c2y2x, 
G2x = Ζ2 χ -f- e2 y2 χ. 

Soient, maintenant 
( y(|û) : G(4û)= -/y(lT)^g(|Y; = É 

fx = gx : Zx, 
Fx = Gx : Zx 

ΡΊ J'ai écrit - au lieu de - pour me conformer a la notation d:Abel ; il est à peine 
L J e e 

nécessaire de remarquer que c, e sont, en gênera., l'une et l'autre des quantités ima-
ginaires. 
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On obtient 
J f2x — 1 — c2 φ2 x, 

Ι F2 χ = 1 + e2 <p2x; 

Îg2x = Z2x — c2y2x, 
j ' x — — c2fx¥x, 
F' χ = é1 <pxfx. 

Ces équations sont précisément les équations fondamentales d'Abel 
(OEuvres, tome Ier, page 143) » et il en déduit 

I φ (χ + f) = +. 

V ' J J V J > \ + <!'c-fxfy 

f ρ (χ 4- γ) = F'rTr + ^?j>/^ 

qui sont les formules connues pour l'addition des fonctions elliptiques. 
En effet, on peut écrire l'équation 

fx — fx F.r 
sous la forme 

y ( ι — c2 y -χ) ( ι -+- é1 φ3x) 

ou, en mettant γ = ψχ, 

;Q) Γ
1===

Λ
=

^. 

on peut donc de ce point supposer connues toutes les propriétés ties 
fonctions elliptiques. On a, par exemple, 

¥(*>•>= ;• »»«)- ; 
et de là 

I 

, | 2 Jo v'(i — c:,r')(i+cy) 

/41= f" ± 
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qui déterminent Ω, Τ en fonction de c, e. Il paraît an premier abord 
que Y, Ω soient des fonctions parfaitement déterminées de c, e. J'ai des 
raisons pour croire que cela n'est pas précisément le cas, et que la 
question admettrait des développements intéressants; mais je réserve 
ce sujet pour une autre occasion. 

On peut, à l'aide des équations entre y (-f-Ω), etc., et les quantités c, 
<·., exprimer cette suite de fonctions en termes de c, e. On déduit : 

/ y (|û) = b-ic-iq-l, y(!'T)=i'6-l e—i q-±; 
j g (J Û) = o, g(lT) = Me-*?-!; 
|θ ·:±Ω) = b*c-iq-±, G(i-T)=o; 

Up) =A-U-D/r;·, Z(iT)= b-ieiq-i; 

et de là 

/' A. = b-'ic-iq-'-, A' = ib — i e—tq—ï·, A" = {—)* c~i e~i q~'> q-■ ; 
| Β - - b't d q~>, B' = bie~>q-r, Β" = — (—)* tel </,-· </"p 

' i C — bic-L*q-*, C = — ib*cîq~i, C" = (—)!<?--! elq-^q-i; 

\ D = b-rciq-i, D '=b~ieiq-i, D" = — (—)i ideiq-ïq-' : 

qu'on doit introduire dans toutes les formules où entrent les quan-
tités A, B, etc. 

Voici le théorème de M. Cauchy (.Exercices de Mathématiques, 
tome IT, page 289) : 

« Si, en attribuant au module r de la variable 

ζ — /'(cos ρ + i sin ρ) 

des valeurs infiniment grandes, on peut les choisir de maniéré que les 
deux fonctions 

fz -h /( — z) fz —/(— z) 
5 2 2 Z 

deviennent sensiblement nulles, quel que soit l'angle p, ou du moins 
que chacune de ces fonctions reste toujours finie ou infiniment petite , 
et ne cesse d'être infiniment petite, en demeurant finie, que dans le 
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voisinage de certaines valeurs particulières dep. on aura 

P' " t -_· 

pourvu qu'on réduise le résidu intégral à sa valeur principale » 

ni se rappelle tpie cela veut dire qu'en supposant ces conditions 
satisfaites, la fonction jx peut s'exprimer de la manière ordinaire 
comme la somme d'une suite de fractions simples, niais qu'il faut 
étendre d'abord la sommation aux racines de l'équation 

Τ* = °' 
don! les modules sont inférieurs à une certaine limite qu'on fait alors 
infinie. 

Soil. par exemple , 

, .8» > : y). Τ ; χ 1 

on Ex·, f,u' ne contiennent que des facteurs qui sont des puissances 
entières des fonctions yx, gar, G.r, Zx. En supposant que r n'est d'au-
cune des formes 

mod (m, ri), mod {m, η), mod (m, η), mod (m, n) , 

mais, d'ailleurs, une quantité infinie quelconque, on peut toujours 
cru c 

34. :· = r (cos ρ i sin ρ) — [m, ri, + 5. 

ou / est une quantité finie telle qu'aucune des fonctions y β, g6, (16, Zf) 
ne s'évanouit, m, η sont des entiers dont l'un au moins est infini, mais 
qui varient depuis — 00 jusqu'à oc, avec l'angle p. Soit <? le degré 
de Ύχ, κ, celui de ï,u· a l'égard de yx, etc.; soit aussi λ = a, — x; on 
a , en général, une équation de cette forme 

.35' )- ■= tp'"»'' q ~ Ξ1"' - '» F, 

ou F est fini. En supposant donc que la partie réelle de 

36; a (m, rié — ).êû'2 m'1 ·+· 
TOITU- X - NNVMIIB" 1^45 Ί2 
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est négative quelles que soient les valeurs de m, n, on a 

fi = °> 

et de même 

t'z +/(— z) __ 0 fa — /(— *) .... 0 

Si. au contraire, cette partie réelle est positive, ces trois fonctions 
sont toujours infinies. Il y a cependant un cas particulier à considérer, 
savoir, celui où cette partie réelle se réduit à Ρ m2 ou Qra2, P, Q étant 
des quantités positives. Il faut ici que le coefficient de n ou de m dans 
la partie réelle de Im + J η s'évanouisse. Enfin , si les parties réelles 
s'évanouissent entièrement, ce qui ne peut arriver que pour 

α = α, h — ο , λ = ο, 

fx es! fini. On a donc pour jx fonction impaire, 

fz+f(— z) 0 fa—A— z) _ 0 

(la seconde équation à cause du dénominateur infini ζ). 11 est cepen-
dant certain que, dans plusieurs cas pour lesquels jx est fonction paire, 
on peut réduire fx en une suite de fractions simples: par exemple, 
ya? '. gar est une fonction impaire que l'on peut, par ce qui précède, 
développer en suite de fractions simples ; en écrivant χ + ^ Y au lieu 
de x, on déduit un pareil développement pour G.r ; Zar qui est fonc-
tion paire. 

Remarquons que quand la partie réelle de 

a (m, ri)2 — λβΩ2/»2 + λβΥ2 η2 

est négative pour toute valeur de m ou n, la suite pour Jx est tou-
jours convergente. En effet, les numérateurs des fractions simples 
contiennent ce facteur de j'z, 

£',a{m, n)' qiXm' qi
Xn

% 

qui s'évanouit pour les valeurs infiniment grandes de m, n. Dans le 
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cas ou la partie réelle est positive, le développement ne peut jamais 
etre vrai ; je crois qu'en général il est vrai, dans les cas limites, quand 
la suite que l'on obtient est convergente. Il ν a des exceptions cepen-
dant ; on en verra une en développant (fx. 

Avant de passer aux exemples, développons la condition pour que 
la partie réelle en question soit toujours négative. 

En supposant 

η — h -+ /.?, 

on obtient pour cette quantité l'expression 

ί m2 j // („·_
 ω

«) - ,W - ~"

/υ}
\ 

}}> + n2\h(v2-v'2)-*kvv> 

\ -+- a mn j h (wy — ω'υ' 1 — k {ωυ' H- ω'υ)}, 

qui doit toujours rester négative. Cela donne, après quelques réduc-
tions, la condition 

t Jr i-/f2 + 7- -. ΛΟΓ , ωυ ■+■ cJ J )— r. — ^ ^ j 
oo l 

r.j2 -j- fo'p (V" 4-

Les valeurs 

h — ο , k = ο 

satisfont a cette condition, laquelle du reste (en considérant h, k 
comme les coordonnées d'un point) est satisfaite pour tout point 
situé en dedans d'un certain cercle qui inclut l'origine, et dont on 
aurait l'équation en remplaçant le signe < par le signe — dans la for-
mule (38). 

On obtient de cette façon une grande variété de formules particu-
lières. Par exemple celles-ci : 

52. 
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J Gx : Zx = ic~* ^ [(—)" (χ — ( m, n) J-1 j,' 
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dans lesquelles, pour trouver les limites de a, il faut faire λ ι dans 
la formule (38), 

Un a ensuite ce système de formules sans exponentielles, 

gx ; yx — ̂  [( — )" jx — (m, 7i)| 

Gx : y χ = ̂  [(-)'" \
x
 ~ ('»> ")M s 

Zx : yX = ~ »)M; 

yx 1 gx — — h~A c~K
 ̂

 —

 )" \
x
 ~ [

m
>
 n

) \ ' |> 

Gx : gx — — c-1 ^ ["( — )m+" jx — {m, «) |~' j. 

Zx : g χ — — lr ' ̂  [( — )'" \x - {m, n) }"~11 ; 

,-V) 
yx : Gx = — b~h ^ I (~)m ~ (

m
>
 n

 ) !~ ' j? 

gx : Gx z'e~f ^ ['—]'"+" {χ — (m, n)}"' (, 

Zx : Gx— ib"1
 ̂  [(~)

n

 \·
χ

 — ("L 1 ; 

yx : Zx = A-1 e_t ̂  [(— f+n jx — {m, rc))'"1 j, 

gx : Zx = e-' 2 [( —)mjx — [m, 

J Gx : Zx = ic~* ̂  [(—)" (χ — ( m, n) J-1 j,' 

dont quelques-unes ont été données par Abel. Il faut remarquer que 
celles de ces équations où la fonction est impaire sont justifiées par le 
théorème de M. Cauchy, et que les autres se déduisent de celles-ci. On 
peut trouver de même le développement des fonctions 

1 <'■·'· y* g* ,..,, ,..., —_,..., 
y χ gèr yx gx L χ (jx 
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(celles-ci, qui sont toutes impaires, ont été déjà considérées; nous ve-

nons de faire voir que le développement est admissible) ; 

I Zx 1 

y χ géc Çrx yxgxQx ύχ gx G χ Zx 

chacune, excepté celles de la suite > multipliée par un exponen-

bel £·!°'τίΓ. Par exemple, 

Lg*bz*=2[rl c{m>n)S+i{""n)rr rn*- κ *)M 

I _ n?Xb(m,n) ql [m -+- 1)£ __ ( /ζ)}-' j 

W)i 
j n)U-b(m,n)qun1^i{n^\Y j

 χ
, _ (//2, 1 J 

— 2 I Zl" \ m> It)'-hb(m, n) + ̂  g'ltn-t-|)! ̂  — (
 m, Π ) J | · 

Mais on est conduit à un résultat beaucoup plus important en consi-
dérant, par exemple, le développement de φ2χ. Cette fonction contient 
non-seulement une suite de fractions simples, mais aussi un terme con 
stant; nous écrirons 

■
v
3q) φ2Χ = J + ~s-t-M{.r— ( m. /ni ' |. 

Pour déterminer L, M de la maniéré la plus simple, changeons χ en 
x + |Û-t- |T. En faisant attention à la valeur de ψχ — yx ; Zx, on 
obtient 

— p~* C"
2 (ψχ)"2 = J H- 2 [L |X — [m, «)} 2 ■+- M jx — (m, «)} 1 ] ; 

tie la 
L = — e~2 c'1 \x — (m, η)}2 (ψχ) 2, 

M= — c-2 c"2 ί- [{χ — (m, n.)j2 (ψχ)-2]. x=z (m, n), 

ou enfin 
L — — (Tl c2 χ2 (φχ) 2, 

M= — c2 c2 ~ [χ2 (ψχ)~21, pour x = o; 
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ce qui donne 

[ L - - e-2 6-a, M = o, 
v I ψ'2 χ e~2c~'2 ̂  j.x- — (m, n)j~2. 

Kn intégrant deux fois, 

fix jl <p2xdx — |-J.x·2 + e~2 c~ 2 ^ log'ja. — (m, η )]. 

ou, à cause de log 'Lx \ Βλ·2 + V log jar — (m, h) 

I dx ι (p2xdx = frlar + e~2 c~'2 log Lx. 

en mettant, pour abréger, 

l _ J - e 2 r 2 15 

(on n'a pas ajouté de constante arbitraire, parce que 'Lx est fonction 
paire de χ qui se réduit à l'unité pour χ = ο). Puis, on a 

(43; z
 x'-véc·- I Λάχ I Λ p'xcù 

De là il est facile de déterminer la valeur de I. Soit, pour un moment, 

<p
r
x = Ι ep2x dx, ψ

:ι
χ — j (f

t
u:dx. 

Puisque 
φ2 (χ + L2) — φ2.ι = o, 

on a 
9, (χ + i2) = <?

t
x — 9,12, 

φ,,ίχ + Ω) — γ,,χ — χψ ,12. 

Mais de l'équation 

v2x — 92 (f2 — χ) — o 
on aeauit 

φ,χ -+- 9, (Û — χ) — φ, 12, φ,, χ — ©„ (12 — χ) — χφ, il, 
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on, en faisant- χ = | Ω« 

»,Ω = [\ Ω), = Qo
r
 1Ω, 

e est-à-dire 

φ„ (x -t- Ω) — ©
(/
ar = (sa? + Ω) φ, 4- Ω ; 

e! de la 

Ζ (a? Η- Ω ,ι = c L a J / ;χ _ 

Mais on a déjà 

ΊΑ {χ -+- Ω) = it&rq — 'i Tax = eUM*o*■+·û»; χ
Λ

. -
donc enfin 

-eac»|l-J?,(iû)] = /S, 
o est-îi"dire 

(44) — |e
2

 c·
2

1 = i ρ — φ, 11Q) = i-β — ~ f'" tfxdx. 

Jl) 
Soit, pour abréger, 

,/p.) M ---· , I ψχάχ, 

on a cette equation 

Y"\ {-fi— J\]) x'' c'/r j dx ( '/iti/: 
Lx s" ' J* J· , 

qui exprime la fonction Lx au moyen de qx. C'est, en effet, la for-
mule remarquable de AI. Jacobi, que nous avons citée dans l'intro-
duction de ce Mémoire. 

Eh changeant seulement la notation , on a, d'après M. Jacobi. 

' 461 oUx - « ; - φ2 (χ - α ! = 4 , 

:4ΰ f {y2 (x -r- a: — ο" (χ — a)\ dx = -Vf*?"·*·1 , 

ou , ce qui est la même chose, 

48: · {x-r-a\dx — I ®3(x—a dx—çp*acte = —;—n~—: · 
^ ·— i/ xJ a *do · 
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De la , en multipliant par e2 e·2, et faisant attention à la valeur de 7.x, 

, f 77 [xd) Z'(x— a) a Ζ 'a -idc'yafaYacfx 

9" Z{x-\-a) Z(x—a) Ζ a ι -f-r'c3 tp'a t'-'.r 

Écrivant dans cette équation a, χ au lieu de x, a, et ajoutant, on 
obtient 

<5°' ζΐ + zï - zWTS = e c f"?xf <*>+*> 

En intégrant la même équation par rapport à a, 

r . i log Ζ (χ + α) + log 'Lix — a) — ι log Zx — ι log 7m 
^ ' | = log (ι -t- e2 c2 <ρ2αψ2.τ), 

c'est-à-dire 

(5a) Ζ '· χ -d a)Z{x — a) = Z2xZ2a{\ -t- e2 c2 ψ2αψ2χ), 

ou, ce qui est la même chose. 

'"53) Z(x d)7Àx — a) = 7?xZ?a + dc'y'xj^, 

de laquelle on déduit facilement, en écrivant ,χ + τ,Ω> χ + | Τ, 
χ -4- { Ω + γ Τ au lieu de χ, les équations complémentaires 

!y (x -+- a) y (x — a) — y2 x7?a — y2aZ2x, 
g (.r -t- a) g (x — a) = g2x72a — c2g2aZ2x, 
G(jc + a) G(x — a) — G2x72η + e2G2aZ2x. 

Quoiqu'elle ne soit pas liée très-étroite mentavec la théorie actuelle, 
on peut ajouter ici cette autre formule de M. Jacobi, qu'il obtient en 
intégrant par rapport à χ, au lieu de a, 

' ' ' ^ JQ ι -b e7c*f2a γ7χ 2 "Z(.r+fl) Ζ a 

au moyen de laquelle il déduit des formules pour l'addition des argu-
ments ou des paramètres des fonctions de troisième espèce. On trouve 
aussi, dans les Fund, nova, quelques formules déduites de l'équation^q) 

pour exprimer =~ T-~r { au moven de la fonction φ ; 
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il serait facile de déduire des équations semblables pour les autres 
fonctions y, g, G. 

Note sur une intégrale définie. 

Soient A,, A, des quatités réelles dont la première est la plus grande; 
il = ω+ T — u + υ'ί des quantités quelconques, telles que ω?/ — u'v 
ne s'évanouisse pas , et écrivons 

" ' Jh û + Ύχ 

L'intégrale «a toujours une valeur finie et déterminée, puisque le dé -
nominateur ne devient jamais zéro. On a évidemment 

156) u = f dx ' 1 — , 

et l'intégrale indéfinie est 

107 ) u~ — ~log<± ) HT; 

il faut passer de là à l'intégrale définie, entre les limites o, c®. Soit 

/ îi -t- r ix -u U , .
7> 

V ' il-t-T(.r + /5-,) * 

Il est facile de voir qu'en faisant abstraction d'un dénominateur toujours 
positif, k

x
 est une fonction du second degré en x, et Β

Λ
. se réduit à 

la quantité constante (ωΉ — co'y) (A, — A). Le signe de Β
χ
 est donc 

toujours le même que celui de m'y — ω'υ ; quant à celui de k
x

, puis-
que évidemment A

a
 = i, il est clair qui si A

0
 est positif, A

x
 restv 

toujours positif, ou change deux fois de signe quand χ passe de c 
à oo. Si, au contraire, A

0
 est négatif, A^. est négatif depuis χ = ο jus 

qu'à une certaine valeur positive de χ, χ = oc, et positif depuis χ = a 
jusqu'à x= co. Considérons d'abord ce dernier cas. En représentant 
par L.t la valeur principale de log χ (cela suppose que la partie réelle 
de χ est positive), on obtient cette valeur de u, 

ι
 Γ

 η —l— irι i ι γ η -1—"t (« -H t'i— ,)1
 1

 τ
 η -f- r (α -{- L-f-

ε

) 1 

Y Ώ, ~h k J Y Al Y (x -h" k — ε j J Y il -f- Τ (α -f- λ' —ε) j 
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ou ε est supposé une quantité infiniment petite positive. La sonnne des 
derniers termes se réduit à 

( 09 ^ - arc tang -+- arc tang , 

où, comme à l'ordinaire, arc tang χ doit être situé entre les limites =t-· 

Dans cette formule, Α
κ
_

ε
 est une quantité infiniment petite et né-

gative; A
x+

.. est une quantité infiniment petite et positive; donc, 

quand est négatif, les arcs se réduisent et si est positif, 

a — -, " · On a donc 2 2 

r I T / Ω -t-TOtA , I ■ 

où il faut se servir du signe supérieur ou inférieur selon que 011/ — ω'υ 
est positif ou négatif. Dans le cas où A

0
 est positif, si A

x
 reste toujours 

positif, 011 obtient tout de suite 

;b 1 U — - L · 

Si k
x
 change deux fois de signe, par exemple pour χ — rj. et. χ = β, il 

faut introduire les corrections 

j — arc tang — h arc tang ^ J -t- - y— arc tang A h arc ta.ng -— 1 r 

qui se détruisent l'une l'autre, en sorte que l'on a le même résultat que 
si A

x
 était toujours positif. En se servant de la notation employée dans 

le Mémoire, on a dans tous les cas 

VOS. U L±-r, ' 

ou le signe se détermine d'après celui de oiu' — m'v. 
En particulier. 

J_ /. a -+- _ ' J
0

 o-'-ï X - γ LT/ J ' 
..VA. 
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nu 

v X a!— T-x* ~ 2~nY Jd=7c'\a—ïtanga)' 

Je ne sais pas si l'on a cherché avant moi la valeur exacte de cette 
intégrale définie, qui est cependant la plus simple qu'on puisse imagi-
ner, et qui devrait, je crois, trouver place dans les livres élémentaires. 

Nota. Une partie de ces recherches a déjà été imprimée dans le Cam-
bridge mathematical Journal; je me suis borné au cas où Û, Y sont de 
la forme ω, ui, ce qui simplifie beaucoup la détermination des inté-
grales définies doubles; mais la forme générale des résultats en est 
très-peu affectée. 


