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SOLUTION DE QUELQUES PROBLÈMES DE MÉCANIQUE, 

PAR M. OSSIAN BONNET 

I. 

Considérons une chaîne parfaitement flexible et homogène, avant 
partout une égale épaisseur. Supposons ses extrémités fixées d'une ma-
nière invariable aux deux points A et B, et chacun de ses éléments sol-
licité par une force déterminée, assujettie à la seule condition de varier 
d'une manière continue tant en grandeur qu'en direction, quand 011 
passe d'un élément à l'élément suivant; nous aurons, pour l'équilibre 
d'un élément quelconque, les trois équations connues 

1 ) 
</.(τ£) + ΧΑ=„, 

d.( r h- γ Λ — ο, 

d.{Τ J) -+- Id, = ο; 

χ, y, ζ représentant les coordonnées rectangulaires d'un point de 
l'élément considéré, s l'arc de la chaîne compris entre un point fixe 
et le point variable (x, y, ζ), Τ la tension en ce dernier point, Χ, Y, Ζ 
les forces rapportées à l'unité de longueur et parallèles aux axes qui 
répondent au même point, et enfin, toutes les différentielles se rappor-
tant à un même déplacement infiniment petit effectué sur la chaîne, 
dans un sens qui pourrait être quelconque, mais que nous supposerons 
toujours être celui dans lequel sont comptées les valeurs positives des, 
pour fixer les idées et pour rendre positive la différentielle r/s. 

Si en vertu de la nature des forces X, Y, Z, et de la position des 
points fixes A et B, la courbe d'équilibre de la chaîne est plane, on 
pourra rapporter l'équilibre à deux axes situés dans le plan de cette 

Tome IX. — luis i&j·}. ^g 
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courbe, et alors il suffira de considérer les deux premières des équa-
tions (i). 

C'est le cas que nous examinerons en premier lieu. 
Développons les deux équations d'équilibre, il vient, en prenant s 

pour variable indépendante, 
rr.d2 x dΤ d.x

 xr 

T ds2 ds ds + X = 0, 
d2 y dT dy 
ds* ds ds 9 

d'où 
_ dx _ dr 

_ 1s ~~ ds 
d2x dy d'y dxJ 

ds2 ds ds' ds 

χ _ γ £lî 
d Τ _ ds' ds' 

ds d'x dy d'y dx ' 
ds' ds ds' ds 

et, en éliminant Τ, 

(2) 

/ γ dx vdr \
 v

 d2J -y d'x 

d. ds ds ds2 ds2 ds =0 
M d'xdy d'y dx f d'x dy d'y dx 
\ ds ' ds ds' ds/ ds' ds ds' ds 

Cette équation représente la courbe qu'affecte la chaîne dans la posi-
tion d'équilibre. 

On peut la mettre sous une forme plus simple. 
s étant la variable indépendante, on a 

dx d'x dy d'y = 0 
ds ds' ds ds' 

d ou 
d'x d'y 
ds' ds' d'x dy d'y dx I 
dy dx ds' ds ds' ds ρ ' 
ds ds 

en appelant ρ le rayon de courbure, et observant que 

(dx\2
 i

d
X\

2 / { d'x\2 (d'y\2 ι 
ds ds ds2 ds2 p 
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de, là nous tirons 
dy dx 

Λ '-.τ ds d 'y ds d'x dy d'y dx ^ l 
ds! ρ ' dx' ρ ' ds' ds ds' ds' p' 

le signe supérieur ou le signe inférieur devant être pris d'après la der-

nière relation, selon que la dérivée par rapport à s de est négative 

OÎI positive, c'est-à-dire suivant que la tangente de l'angle et par con-
séquent l'angle que fait avec la partie positive de l'axe des χ la tan-
gente à la courbe d'équilibre, va en diminuant ou en augmentant 
pour un déplacement infiniment petit du point de contact, effectué sur 
la chaîne dans le sens où sont comptées les valeurs positives des arcs s. 

Substituant dans l'équation (2), il vient 

*·['(
γ
£-

Ι
£)Η

χ
ϊ

 + γ
3)

Α
~" 

le signe ± étant déterminé comme il vient d'être dit. 
Appelons maintenant R l'intensité de la force qui sollicite la chaîne 

au point χ, γ, ζ, et a l'angle positif que la direction de cette force fait 
avec la partie positive de l'axe des χ ; soit en même temps φ l'angle po-
sitif que fait avec la même partie de l'axe des x, la portion de la tan-
gente à la chaîne obtenue en prolongeant l'élément de l'arc de cette 
chaîne dans le sens positif ; on aura 

X — R cos et, Y — R sin α, 
dx dy - = cos?. ^ =sin cl 

et l'égalité précédente deviendra 

3) f/.[Rp sin (α — φ)] :£ Rcos (α — ψ) ris —ο. 

Si 6 est l'angle plus petit que 180 degrés que fait la direction de la 
force R avec la portion de la tangente à la chaîne obtenue en pro-
longeant l'élément de l'arc dans le sens positif, on aura 

sin (a — ψ) — ± sin Ô, et cos (a — ψ) = cos Ô. 

le signe placé devant sin θ étant ou —, selon que l'angle ç? va en 
28.. 
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diminuant ou en augmentant pour un déplacement infiniment petit 
effectué dans le sens des s positifs, ainsi qu'il est facile de s'en assurer 
en examinant toutes les positions qui peuvent se présenter et remar-
quant que la force R doit toujours agir dans la convexité de la chaîne. 

Cela nous donne enfin, pour l'équation de la courbe d'équilibre de 
la chaîne, 

(4) d.(R ρ sin θ) -+- R cos 6 ds — ο. 

Pour mettre plus d'uniformité dans nos calculs, nous emploierons tou-
jours l'équation précédente quand nous voudrons connaître la figure 
d'équilibre d'une chaîne, la force étant donnée, ou réciproquement 
pour déterminer la force, quand nous connaîtrons la figure d'équilibre; 
nous devons dire seulement qu'il sera quelquefois plus avantageux 
d'opérer directement. 

II. 

Si nous supposons en premier lieu la force R normale à la courbe 
d'équilibre de la chaîne, nous aurons 

6 = d'où sin θ — ι, cos θ = ο , 

et l'équation (4) deviendra 

R ρ — c, 

ce qui montre que la courbe d'équilibre dans le cas considéré a en 
chacun de ses points son rayon de courbure inversement proportion-
nel à la force, d'où l'on déduit que si la force est constante, la 
courbe sera un cercle, etc. Tous ces résultats sont connus. 

III. 

Supposons en second lieu la force R toujours parallèle à la même 
direction. Prenons pour partie positive de l'axe des χ une parallèle à 
la force R, et pour partie positive de l'axe des y une perpendiculaire 
menée du côté où sont situées les portions des tangentes obtenues en 
prolongeant les éléments des arcs s dans le sens des valeurs positives 
de ces arcs. Il est facile de voir qu'alors, la force R étant toujours dans 
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la convexité de la chaîne, l'angle θ ira en croissant pour un déplace-
ment fait sur la chaîne dans le sens des valeurs positives de s, et que 
l'on aura les différentielles se rapportant comme ci-dessus à un dépla-
cement fait dans le même sens 

ds = pd9·, 
cela étant, l'équation (4) deviendra 

(5) iL(Rp sin$) -+- Rp cos$d$ = o. 

Ce n'est que pour fixer les idées et pour arriver plus rapidement à l'é-
quation précédente, que l'on a supposé la partie positive de l'axe des γ 
dans un certain sens ; mais il est facile de voir que l'équation (5) subsiste 
encore quand la partie positive des jr est prise dans le sens opposé. Du 
reste, on peut établir cette équation d'une autre manière qui met en 
évidence ce que nous venons d'avancer. 

Reprenons l'équation (3), et faisons dans cette équation « = o, il viendra 

d. (R ρ sin φ) — R ρ cos ψ ds ~ ο, 

le signe supérieur ou le signe inférieur devant être pris suivant que ç 
va en diminuant ou en augmentant pour un déplacement fait sur la 
chaîne dans le sens des ^ positifs; mais on a évidemment 

ds — qz pdy, 

le signe étant déterminé de la même manière; donc l'équation ci-des-
sus revient à 

i/.Rf/sinç -+- Rpcosçc/ç o; 
d'ailleurs 

φ ~ 5, ou φ — απ — 5; 

substituant, on trouve F équation (5), qui se trouve ainsi établie pour 
tous les cas. 

Développons l'équation (5), il viendra 

sinÔrf.Rjs aR/scosSr/5 o. 
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d'où, intégrant, 

(β) R .p sin2 θ — C. 

Faisons maintenant quelques hypothèses sur R; posons en premier 
lieu 

R = a sin'™ θ [*], 
ι equation ι oj aevienara 

(7) 
ρ sinm+2 θ = - = C; 

mais 

ds dx y/i -+- y'· dx ^ de he cos e de' 
en remarquant que 

r' tang 9, 

done 
~ ■= sin_('"+ 2) θ cos θ r/θ. 

et, intégrant. 

m+1/c' = x/x0 - = sin-"— θ. 

On ne met pas la constante qu'il serait toujours possible de faire dis-
paraître en portant l'axe desj" parallèlement à lui-même. 

Remplaçant enfin sin θ par sa valeur ' - , il vient 1+ y'2 

χ / y' \-(m+1) 
x0 1+y'2 

d'où 

;'8) 

, dx dy = — -L- « 
4 ! / JÇ \ TH —7 - Τ 

x0 -1 

[*] On a cette expression de la force quand on considère une voile flexible de 

forme rectangulaire dont deux côtés opposés sont fixes, et que l'on suppose la pression 

du vent en mouvement sur un élément fixe d'une surface, proportionnelle à l'étendue 

de cette surface et à la puissance m de la vitesse du vent estimée dans le sens de la nor-

male à cet élément. 
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Ainsi nous obtenons les courbes que nous avons considérées dans un 
autre article [*], et qui jouissent de plusieurs propriétés remarquables. 

On peut déduire de là quelques résultats connus. Si l'on fait m = o, 
la force R est constante, et l'équation (8) est celle d'une chaînette. Si 
m == ι, la force R est en raison directe du sinus de l'angle que fait avec 
l'axe des χ la tangente de la courbe au point où elle est appliquée; en 
d'autres termes, les forces qui sollicitent les éléments de la chaîne sont 
proportionnelles aux projections de ces éléments sur l'axe des j, et 
dans ce cas, l'équation (8) représente une parabole qui est bien, en 
effet, la courbe des ponts suspendus, etc. 

L'équation (8) se présente sous une forme illusoire quand m = — ι ; 
pour ce cas, qui est celui où la composante de la force donnée, nor-
male à la courbe d'équilibre de la chaîne, est constante, il faut re-
monter à l'équation (7); on obtient ainsi 

ρ sin θ = G -, 

où, en substituant à ρ sa valeur en fonction de 6, 
dx cos D dO 

G ~~~ sin S ' 

d'où, intégrant deux fois sans mettre les constantes qu'il est toujours 
possible de faire disparaître en portant les axes parallèlement à eux-
mêmes, 

• x 

e^' = cos ~ i 

changeant les axes de manière que la partie positive des χ et la partie 
positive des y deviennent respectivement la partie négative des y et la 
partie positive des x, il viendra 

y 
e ^ cos -7=1. 

C'est le résultat auquel on arrive quand 011 cherche l'équation de la 
chaînette d'égale résistance, ainsi que l'a fait voir Coriolis, à la page 67 
du tome 1er de ce Journal. 

Si au lieu de supposer la force R simplement proportionnelle à une 

[*] Voyez le Journal de Mathématiques pures et appliquées, tome IX, page Cf,. 
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puissance de sin ΰ, on la suppose proportionnelle à une puissance de 
sin d et à une puissance de p, on trouve encore les courbes (8). En effet, 
on a alors 

R ~ a sinm0 pn, 
et l'équation (6) devient 

n
+t

 ^«+2 Q _ Ç _
 c 

1 ri ' 
OU 

ri-j-2 ι 
Ρ sin"+I θ = C'"+I = C", 

d'où, intégrant comme plus haut, 

dy = dx 
J -+- l) 

x m+n+1 
x0 -1 

Supposons encore la force R proportionnelle à une puissance quel-
conque de cos θ, de telle sorte que 

R = a cos'" θ, 
1 equation (b) deviendra 

ρ sin2 θ cos'" Θ = - = C', 

d'où l'on tire aisément 

dx dQ 

C sin2 6 cos"1-1 θ 

Si en particulier m= i, auquel cas la force R a une intensité qu'il est 
facile d'interpréter, l'équation précédente donne 

χ tang Q = χ g = - C, 

en ne mettant pas la constante, d'où, intégrant, 

y = — C' l.r, 

ce qui est assez remarquable. 
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IV. 

Sans nous arrêter à faire un plus grand nombre d'applications du 
cas où la force R est toujours parallèle à la même direction, cas pour 
lequel, nous devons le dire, il est presque toujours plus simple d'opérer 
directement et sans passer par l'équation (5), passons à d'autres hypo-
thèses sur la direction de la force. 

Supposons que l'angle θ que fait la force R avec la tangente à la 
courbe d'équilibre soit constant, l'équation (5) deviendra 

c/.Rî + RcotÔofr = o; 

mais φ étant toujours l'angle que la tangente à la courbe fait avec l'axe 
des oc, on a 

ds = ±. pdf, 

le signe étant facile à déterminer; l'équation précédente revient donc à 

d.Jkp drR^cotSefy = o, 
d'où, intégrant, 

(9) Rp - Ce"'?, 
en posant, pour simplifier, 

qr cot θ = ni. 

Faisons maintenant quelques hypothèses sur R. Supposons d'abord 
R constant; l'équation (9) se réduira alors à 

(10) ρ = Ce"'?. 

Toutes les courbes comprises dans cette dernière équation ont leurs 
développées semblables à elles-mêmes. En effet, de cette équation on 
tire 

dp = mCem? df — mpdcρ, 
d'où 

do 
t, ~ 1110 ■ 

Or ± ~ est le rayon de courbure de la développée de la courbe, et 
Tome IX. — JUIN »844 on 
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l'équation précédente montre que cette quantité est proportionnelle au 
rayon de courbure. 

On sait que les spirales logarithmiques jouissent de la propriété 
dont il s'agit; je dis, de plus, que les spirales logarithmiques sont les 
seules courbes comprises dans l'équation (10). 

En effet, substituant à ρ sa. valeur, cette équation donne 

dx = ± C'cosq>e""?d<p, 
et par conséquent 

dj — ± G sin ψ em? dq> ; 

d'où, intégrant par parties, 
emP(sin? + «cos<f) 

x = +- C' 1+m2 

, ~ emt {msin φ — cos®) 
y = +- C' 1+m2 

en laissant de coté les constantes qu'il est toujours possible de faire 
disparaître. 

Pour éliminer φ entre les deux équations précédentes, divisons-les 
l'une par l'autre, il viendra 

y m sin if —cos tp m tang <p— ι 
χ sin φ H- m cos <? tang φ -+- m 

α ou 
1 y 

,r-t- mv m χ teinff çp —- — ? 
mx-y 1 y 

m χ 

partant dans la valeur de x2 ■+- j2, en se rappelant que 

m = rp cot θ, 

et en posant 

\jx2 -h j'2 — r, arc tangω, 

on trouve, toutes réductions faites, 

r — Ae™("+9). 
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On arriverait à une conséquence analogue si l'on posait 

R = rte"?. 

On pourrait faire d'autres hypothèses sur R qui conduiraient à des ré-
sultats plus ou moins curieux. 

Y. 

Supposons maintenant que la force R passe constamment par un même 
point que nous supposerons être l'origine des coordonnées, l'angle que 
fait la force R avec la partie positive de l'axe des je, et que nous avons 
représenté dans le § Ier par a, sera égal, dans ce cas, à l'azimut du 
point où la force est appliquée, ou à cet azimut augmenté de r8o de-
grés. Ainsi, représentant l'azimut d'un point quelconque par w, nous 
aurons 

a — ω, ou α = i8o° -t-w, 

d'où, dans tous les cas, 
Λα = d'ji. 

Reprenons maintenant l'équation (4), et remplaçons dans cette équa-
tion ris par sa valeur rp ρ dtp, il viendra 

d (R ρ sin θ) qz Rpcos0ofo = o, 

le signe supérieur ou le signe inférieur devant être pris selon que 
l'angle <p va en diminuant ou en augmentant pour un déplacement in-
finiment petit fait dans le sens des s positifs; mais on a, ainsi qu'on l'a 
vu dans le § Ier, 

sin ία — ψ) — ± sin θ, cos (α — f) ~
 cos0, 

d ou da — αφ = ηω — αφ = ~±ι dv , 

le signe des seconds membres étant déterminé de la même maniéré: on 
a donc 

r/(Rpsin0) 4- Rpeos5r/0 qz Rpcosôuiw = o. 

le signe rp étant toujours déterminé comme il a été dit. De là on déduit 

sin Od.'Rp -4- aRpcos 6dQ zq Rpcos6r/« = o, 

'•>•9·· 
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d'où 

(") 
</.Rp —2 cos d dQ ± cos S 

Rρ sin θ 

Cette équation sera principalement utile pour faire connaître la force, 
quand la courbe d'équilibre de la chaîne sera donnée. Faisons quel-
ques applications. 

Supposons la courbe d'équilibre telle que Q soit constant; et cher-
chons d'abord l'équation de cette courbe. Pour cela, remarquons 

qu'ayant 
sin (α — φ) = ± sin θ, cos (a — ψ) — cos σ, 

comme il a été dit dans Je § Ier, on a aussi 
tang (α — <p) = ± tang ô, 

et par conséquent 
tang (ω — φ) = ± tang 5, 

puisque a = ω ou = i8o° -t- ω. Mais r étant le rayon vecteur cor-
respondant à l'azimut ω, on a 

tang (w - φ) = - ̂ } 

donc 

t = -
 tan

§0; 

le signe étant toujours déterminé de la même manière; de là nous ti-
rons, en intégrant, 

(12) r = CeTcols" 

pour l'équation de la courbe cherchée. 
Maintenant, ô étant constant, l'équation (11) devient 

dR p = = ±. cot θάω, 
R ρ 

d'où, intégrant, 
R ρ = C e1 cot e«; 

d'ailleurs, de l'équation (12) on tire le rayon de courbure 

r C 
p = " sin Θ sin Θ 7 e+- cot 0w ; 
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on a donc 

R = C' SIN0E±ÏCOT9W — -
r' 

pour la force cherchée. 
Supposons, en second lieu, la courbe d'équilibre telle que 

qr dO = mdto, 
ou 

- zp Q = rnw, 
2 

en prenant l'axe polaire convenablement, et le signe étant déterminé 
comme plus haut; l'équation polaire de la courbe considérée sera, en 
se rappelant que l'on a , en général, 

r S = + tan§0, 

ainsi qu'on l'a déjà fait voir, 

d<à 
r vdr r~r — — cot/rcw; 

d'où, intégrant, 

Q3) rm — am cos ηΐ(ύ. 

Maintenant, dans l'hypothèse actuelle, l'équation (11) devient 
d.Rp (2m -f-i) cosôrfw (2m H-i)sin/72Wifw 
R ρ sin θ cos ηιω ' 

d'où, intégrant, 
2m 1 

Rp cos m mw = C; 

d'ailleurs, de l'équation (i3) on tire le rayon de courbure 

ρ = —-— (cos row)™ ; 

on a donc 
m-h 2 

R = C'cos m m ω = C"r-m+2 

pour la force cherchée. 
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VI. 

Nous avons toujours supposé jusqu'ici que la figure d'équilibre de la 
chaîne était une courbe plane ; si, en vertu delà nature de la force Ret de 
la position des points fixes A et B, la figure d'équilibre est une courbe à 
double courbure, on remarquera que la projection sur un plan quel-
conque de cette courbe à double courbure peut être considérée comme 
la figure d'équilibre d'une chaîne dont les éléments sont sollicités par 
les composantes parallèles au plan de projection des forces qui agissent 
sur la première chaîne, ainsi qu'on le reconnaît aisément, soit au 
moyen des trois équations (i), soit en employant immédiatement les 
théorèmes élémentaires sur la composition des forces. Cela étant, on 
pourra toujours, en opérant comme au § Pr, mettre l'équation des pro-
jections sur les plans coordonnés de la courbe d'équilibre d'une chaîne 
quelconque, sous la forme de l'équation (4), et conclure ensuite, dans 
plusieurs cas, soit les projections de la figure d'équilibre de la chaîne, 
la force étant donnée, soit inversement la force quand on connaîtra 
les projections de la figure d'équilibre. 

VII. 

Considérons le mouvement dans l'espace d'un point matériel quel-
conque; soient oc, y, ζ les coordonnées de ce point au bout du temps t, 
R l'intensité de la force qui le sollicite, et enfin a, β, y les angles que 
la direction de la force R fait avec les parties positives des axes des 
coordonnées : on aura . comme l'on sait, les trois équations 

l'i 

d2 x / dt2 = R cos a, 

d2y/ dt2 = — =: R COS β . 

J = R cos y. 

Si le mouvement a lieu dans un pian, on pourra prendre les axes 
des coordonnées dans ce plan, et alors, il suffira de considérer les 
deux premières des équations Γi4)· C'est ce cas que nous examinerons 
d'abord. 
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Appelons ν la vitesse du mobile au bout du temps t, Q l'angle que 
fait avec la direction de la force R la tangente de la trajectoire au point 
x, y, ζ, prolongée dans le sens du mouvement, et enfin ρ le rayon 
de courbure de la trajectoire au même point. On pourra, comme 
l'on sait, remplacer les équations du mouvement par les suivantes : 

É = RsinS, ^ = Rcos5. 

De la première équation nous déduisons 

d (R ρ sin θ) = α vdv, 

les différentielles se rapportant, dans cette dernière équation comme 
dans Tavant-dernière, à un déplacement infiniment petit effectué dans le 
sens du mouvement; mais s étant l'arc de la trajectoire compté à partir 
d'un point fixe dans le même sens, on a 

ds 
ν = T ; 

l'équation précédente revient donc à 

d{R ρ sin Q) — ι ds — ο, 

ou, d'après une de celles écrites plus haut, 

(i5) d (R ρ sin 0) — ι R cos Q ds = ο, 

équation qui représente la trajectoire du mobile. 
Si nous comparons l'équation (τ 5) à l'équation (4), nous remarquons 

une certaine analogie: les premiers termes sont les mêmes dans les 
deux équations, et le second terme, dans la première équation, est égal 
au double changé de signe du second terme dans la seconde. Nous 
déduisons de là une conséquence remarquable : concevons qu'ayant 
décomposé la force R en une force normale et une force tangentielle, on 
prenne chacune de ces composantes en sens inverse, en réduisant à 
moitié la composante normale; appelons R' la résultante de ces deux 
nouvelles forces, et Θ' l'angle que fait la force R' avec la tangente à la 
trajectoire prolongée dans le sens du mouvement, nous aurons 

Rsin Q = 2R'sin0', R'cos#' = — R cos θ, 
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d'où, substituant dans l'équation (i5), 

d(R'/j sin Q') -+- R'cos Q'ds = o. 

Cette équation coïncide avec l'équation (4); nous pouvons donc 
dire : « La trajectoire que décrit un mobile sous l'action de la force R, 
» est la courbe d'équilibre d'une chaîne dont chaque élément est sol-
» licité par une force qui se déduit de R en prenant en sens inverse 
» les composantes normale et tangentielle de cette force et réduisant 
» à moitié la composante normale. » Il est bien entendu que la chaîne 
doit, en outre, être assujettie à passer par deux points de la trajectoire 
et à avoir pour longueur entre ces deux points la longueur de l'arc de 
la courbe compris entre les mêmes points. 

Après avoir pris en sens inverse les composantes normale et tangen-
tielle de la force P, on pourrait, au lieu de réduire à moitié la compo-
sante normale, doubler la composante tangentielle, et l'on arriverait 
encore à la même conséquence. 

On peut présenter le résultat précédent sous une forme inverse et 
dire : « Si une courbe plane quelconque est la figure d'équilibre d'une 
» chaîne dont chaque élément est soumis à l'action de la force R, la 
» même courbe sera la trajectoire d'un mobile sollicité par une force 
» que Ton déduit de R en prenant en sens inverse ses composantes 
» normale et tangentielle à la courbe et doublant la composante nor-
» maie ou réduisant à moitié la composante tangentielle. » Il est en-
core bien entendu ici que les circonstances initiales du mouvement 
du mobile doivent être convenablement choisies : ainsi, il faut, 
comme on le reconnaît aisément, que le point de départ du mobile 
soit à l'extrémité de la chaîne, que sa vitesse initiale soit dirigée sui-
vant la tangente de la chaîne à cette extrémité, et enfin que le carré 
de sa vitesse initiale, divisé par la composante normale de la force qui 
le sollicite à l'origine du mouvement, soit égal au rayon de courbure 
de la chaîne à la même extrémité. 

VIII. 

La remarque que nous venons de faire dans le paragraphe précédent, 
établissant une certaine relation entre l'équilibre et le mouvement, 
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pourra être utile dans plusieurs circonstances. On peut s'en servir, par-
exemple, pour démontrer d'une manière très-simple le théorème que 
nous avons fait connaître à la page 113 de ce volume, et qui s'énonce 
ainsi : 

« Si un mobile successivement soumisà l'action des forces F, Γ',F'',... 
» et partant toujours du point A avec des vitesses v

0
, v'

0
, e"

ti
.... de 

» même direction , mais d'intensités différentes, décrit la même courbe 
» AMB, le même mobile partant du point A avec la vitesse V

0
 et soumis 

» à l'action de la.résultante des forces F, F', F",... décrira encore la 
» courbe AMB, pourvu que la vitesse V

0
 ait la même direction que les 

» vitesses v
0

, et que son intensité soit telle que 

Vf, - *>?, +- f'o* A C A-.... « 

En effet, soient Τ et Ν les composantes tangente et normale à la 
courbe AMB de la force F; T' et N' les composantes analogues de la 
force F', et ainsi de suite. Si aux différents points d'une chaîne on 
applique, dans des sens respectivement opposés à ceux des composantes 

de la force F, une force Τ et une force cette chaîne aura pour figure 
d'équilibre la courbe AMB; il en sera de même si l'on applique à chaque 

élément de la chaîne la force T' et la force — dans des sens respective-
ment opposés à ceux des composantes de la force F', et ainsi de suite; 
donc il en sera de même aussi si l'on applique à chaque élément de la 
chaîne la résultante des forces Τ, Τ', T",... et la résultante des force: 
Ν Ν' Λ" 

ί ' m ' T'"' Prises comine il a été dit ; de là résulte que si l'on soumet 
un mobile à l'action de la résultante des composantes tangentes 
Τ, Τ', T",... et de la résultante des composantes normales Ν, "Ν',Ν",... 
des forces F, F', F",... ; ou , ce qui revient au même, à l'action de la ré-
sultante des forces F, F', F",..., ce mobile décrira la courbe AMB, pourvu 
toutefois que son point de départ soit en A, que sa vitesse initiale V

0
 soit 

dirigée suivantla tangente en A à la courbe AMB, ou, en d'autres termes, 
comme le sont les vitesses v

0
,v0, et enfin que le carré de la vi-

tesse V
0
 soit égal à la somme des composantes normales Ν, Ν', Ν" 

multipliée par le rayon de courbure de AMB au point A, ou, ce qui re-
vient au même, à la somme des carrés des vitesses e0, v'0, iq,, 

îome IX.— JUIN ι8'|4· JO 
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On peut rendre la démonstration précédente indépendante de la 
remarque du § VII. En effet, conservant nos notations, nous voyons 
qu'en vertu de l'hypothèse, les équations 

d(Np) — iTds — o, d(Wp) — 2Te/s = o, d(N"p) — zT"ds = o,..., 

sont toutes vérifiées pour la courbe AMB; il en est donc de même de 
leur somme, c'est-à-dire de 

î/.[(N H- N' -f- N" -+-...) p] — a (T -f- Τ' + T" ·+-...)ds = o. 

Mais cette dernière équation comprend celle de la trajectoire du mo-
bile dans le mouvement composé; donc si AMB satisfait, en outre, aux 
circonstances initiales du mouvement qui déterminent les constantes, 
cette courbe sera la trajectoire dont il s'agit. Or, comme on l'a vu dans 
la démonstration précédente, les conditions initiales se trouvent rem-
plies si les relations entre les vitesses initiales qu'exige l'énoncé le sont 
elles-mêmes. 

Les deux démonstrations que nous venons de donner supposent que 
la trajectoire soit plane; mais on passe aisément de ce cas au cas gé-
néral , ainsi qu'on le verra plus bas. 

IX. 

L'équation (i5) peut servir à déterminer assez simplement, dans 
bien des cas, la trajectoire décrite par un mobile, connaissant la force 
qui le sollicite ; ou, inversement, à déterminer cette force, la trajectoire 
étant connue. Faisons quelques applications. 

Supposons la force R qui sollicite le mobile toujours parallèle à la 
même direction, à l'axe des a:par exemple; nous aurons alors 

ds = — ρ dû, 

ainsi qu'on le voit aisément en examinant tous les cas qui peuvent se 
présenter, et l'équation ( 15) deviendra 

d(Rpsin&) -4- ûRpcosâdtf = o, 

ou 
sinô d.Rp =— 3RpcosQdÛ; 
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d'où, intégrant, 
R ρ sin3 θ — C. 

Soit maintenant 
R = a sinm 9, 

il viendra 

ρ sin'""*"3 θ = - = C', 

d'où, intégrant, comme au § III, 

. dx 
dj
 =

 . 
2/x m+2 

V \x")-1 

Si l'on suppose m — o, c'est-à-dire la force R constante, l'équation pré-
cédente devient celle d'une parabole, ce qui doit être. Si m — — ι, c'est-
à-dire si la composante normale de la force R est constante, l'équation 
représente une chaînette, etc. Pour m — — a, l'équation précédente se 
présente sous une forme illusoire; mais pour ce cas, comme on Ta vu 
au § III, on doit prendre l'équation 

x 
ec — cos · 

On pourrait supposer la force R proportionnelle à une puissance de ρ 
et a une puissance de sin θ ou à une puissance de cos θ ; on trouverait, 
pour tous ces cas des résultats analogues à ceux du § III. 

Admettons, en second lieu, que la force R fasse toujours le même 
angle avec la tangente à la trajectoire, 9 sera alors constant, et l'équa-
tion ι 5) deviendra 

d.Rp — 2 R cot© A, 

ou, en remarquant que 
ds — ± pdy, 

s représentant, comme plus haut, l'angle que fait avec la partie posi-
tive de Taxe des χ la tangente à la trajectoire, 

d.Rp —± aRpcotSdtp, 

do.. 
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d'où, intégrant, 
R ρ — Ce±2?c0tû. 

Si Ρ est constant, on trouvera une spirale logarithmique, comme au 
§ TU ; il en sera de même si l'on pose 

R = Ce% etc. 

On peut enfin supposer que R soit une force centrale; alors l'équa-
tion (i 5) est principalement utile pour faire connaître la force, la tra-
jectoire étant donnée; mais l'équation que l'on obtient est beaucoup 
moins commode que celle qu'on possède pour le même objet. Du 
reste, cette équation conduit à des résultats analogues à ceux du § Y; 
ainsi elle montre que les courbes 

rm — a'n cos m θ 

sont décrites par des forces centrales proportionnelles à la puissance 
— (un -+- 3) de la distance, etc. 

X. 

Nous avons supposé jusqu'ici que la trajectoire décrite par le mo-
bile était plane; si cette trajectoire est à double courbure, on remar-
quera que, ainsi que cela résulte des équations (i 4) du mouvement d'un 
point quelconque, la trajectoire à double courbure décrite par un 
mobile sous l'action d'une force R, a toujours pour projection sur 
chacun des plans coordonnés, la trajectoire que décrit un mobile sou-
mis à l'action de la composante de R parallèle à ce plan ; bien entendu 
que si la coordonnée perpendiculaire au plan de projection entre dans 
l'expression de cette composante, on la remplace par sa valeur en fonc-
tion de l'une des deux autres coordonnées, valeur qui doit dès lors être 
connue. Cela étant, on pourra mettre sous la forme (i5) les équations 
des projections de la trajectoire, et employer ensuite, comme on l'a vu, 
ces équations pour déterminer la trajectoire connaissant la force, ou 
surtout, réciproquement, pour trouver la force quand on connaîtra 
la trajectoire. On voit aussi, d'après la même remarque, comment on 
pourra étendre le théorème démontré au § VIII, au cas où la trajec-
toire sera à double courbure. En effet, si les forces F, F', F",... agis-



PURES ET APPLIQUÉES. a3r 

sant séparément font décrire à un mobile la même courbe k double 
courbure AMB, les composantes de ces forces parallèles à un quelcon-
que des plans coordonnés et exprimées en fonction des coordonnées 
relatives à ce plan, agissant séparément, feront aussi décrire la même 
courbe plane A'M'B' projection de AMB sur le plan considéré; donc 
la relation hypothétique entre les vitesses initiales étant satisfaite, la 
résultante des composantes des forces F, F',... exprimées en fonction 
de deux coordonnées, fera aussi décrire la courbe plane A'M'B'; cela 
ayant lieu pour les trois plans des coordonnées, on voit, par un rai-
sonnement assez simple, que la courbe à double courbure AMB sera dé-
crite par le mobile sous l'action de la résultante des forces F, F', F", 

ADDITION. 

J'ai fait voir, à la fin du § III de la Note précédente, que la figure 
d'équilibre de la chaînette d'égale résistance n'est autre chose que la 
courbe qu'affecte, dans l'état d'équilibre, une chaîne dont les divers 
éléments sont, sollicités par des forces de direction constante et d'une 
intensité telle que la composante normale à la chaîne soit constante. 
Ce résultat est susceptible d'une extension assez remarquable : « Fa 
» figure d'équilibre d'une chaîne d'égale résistance, et dont les élé -
» ments sont soumis à l'action d'une force centrale proportionnelle 
» à la distance, n'est autre chose que la courbe qu'affecte, dans l'état 
" d'équilibre, une chaîne dont les divers éléments sont sollicités par 
» une force centrale d'une intensité telle que la composante normale 
» à la chaîne soit constante. » 

En effet, adoptant les notions ordinaires et prenant pour origine le 
centre des forces agissant sur les éléments de la chaîne, on trouve aisé-
ment pour les équations de la dernière courbe 

T*£=C, t/T - R,/,· o, 

avec la condition 
Rrd9 

th " ' 
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éliminant R et Τ entre ces trois équations, il vient 

. ds a ds dr 

d.' + C dl Τ ~ ° ' 

d'où, développant en prenant Q pour variable indépendante, 

d's ds dr a ds rdr 

d02~~ 2 dQ 7dt> + C dl = ° ' 

OU 
d2s 

d li1 idr a rdr 

ds r d'i C r/6 ' 
~dÂ 

et, intégrant, 

-£-
fl
 = C'

e
 *cr\ 

d'où, enfin, 

S + a = /"-^1==. 

I
 r

y C'
2
r

2
e
 lj

 —ι 

Il est facile de voir maintenant que cette équation coïncide avec celle 
que l'on obtient en posant R — r dans l'équation (3) de la page 98 de 
ce volume : or cette dernière équation représente la courbe d'équilibre 
d'une chaîne d'égale résistance soumise à l'action de Ja force cen-
trale R ; cela prouve ce que nous avions avancé. 


