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WA VW

NOTE
SUR LA CONVERGENCE ET LA DIVERGENCE DES SERIES;

Par M. Ossian BONNET,

Ancien Eléve de PEcole Polytechnique.

M. Augustus de Morgan et M. Bertrand ont trouvé, chacun de leur
coté[*], plusieurs systémes de régles servant & reconnaitre d’une ma-
niere certaine la convergence ou la divergence des séries a termes po-
sitifs. Je suis parvenu depuis 2 quelques autres régles du méme genre
qui sont d’une application assez simple. L’exposition de ces nouvelles
regles est le principal objet de cette Note.

1.

Javertis, une fois pour toutes, que dans ce qui va suivre les séries
sont toujours supposées & termes positifs.

Lemme 1. Soient deux séries

U=, 4+ uy+ ty+ ...,
V=v, 4+ 90, + v, +...

1°. Si la série U est convergente, et que, pour toutes les valeurs
de m qui surpassent un nombre donné, on ait -

Vin < Clp,

¢ étant une constante finie, la série V sera aussi convergente.

[*] Voyez le Traité de calcu!l différentiel de M. de Morgan, publié i Londres en
1839, et un Mémoire de M. Bertrand, inséré dans le tome VII de ce Journal.

Tome VIII. — Mars 1843. 10
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2°. Si la série U est divergente, et que, pour toutes les valeurs de
m qui surpassent un nombre donné, on ait

Vm 2> Cly,,

¢ étant une constante finie, la série V sera aussi divergente.

Lemme I1. Soient denx séries

U=u, +uy + gy +...,
V=9 4+, + ¢, +...

t°. Si la série U est convergente, et que I’on ait

V1t g U
“m un
pour toutes les valeurs de m qui surpassent un nombre donné, la sé-
rie V sera aussi convergente.
2°. Si la série U est divergente, et que I'on ait
Ym Umgr
0’" ”’m ’
pour toutes les valeurs de m qui surpassent un nombre donné, la sé-
rie V sera aussi divergente.
Ces deux lemmes sont trop simples pour que nous nous arrétions i
les démontrer.
Lemme II1. Les séries

(1) A= 4 — 4 — + ...,
2m 3& 4a

(2) Lob —— e e
22 3 g

(3) (e ——— A e
sla(l2)* | 31B(3)% | 4l (14)*

1 1

4) ' htam)s  3Bus@my fiud(g)

-
= ‘e
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sont, toutes, convergentes ou divergentes, suivant que o est ou n’est
pas plus grand que 1.

Démonstration. Je me servirai de la proposition suivante due i
M. Cauchy.

« Les deux séries

Uy~ Uy Uy 4 oo =+ Uy + ...,
uy + vty + VeV e L,

» ou v est un nombre entier positif quelconque, sont en méme temps
» convergentes ou divergentes, pourvu que les termes de la premiére
» solent, 4 partir d’une certaine limite, positifs et décroissangs. »

1°. Lasérie (1) est convergente ou divergente en méme temps que

Y v v

{4+ — - + o+ — .,
-4 bizd mo.
7] v v

ou _

1 I

1+ — + ..+
S8 L2(%=1) m(%=1)

o L. . , f . '

Or cette derniere série est une progressmn geometmque qui & —-
—
v

pour raison, elle est donc convergente, ou divergente, suivant que « est
ou n’est pas plus grand que 1; par conséquent il en est de méme de
la série (1). '

2°. La série (2) est convergente ou divergente en mérse temps que

I . I I

-+ -+ -+ + ...+ cee
By () (bm)* ’

ou

I—|—~—l—~([—!— ~I—‘+——+...+n%+...>.

Or, d’apres ce que nous venons de démontrer, cette derniere série
est convergente ou divergente, suivant que 2 est ou n’est pas plus grand
que 15 il en est donc de méme de la série (2).

3°. La série (3) est convergente ou divergente en meéme temps que

1 I
v (llv)“ 2 (llv’)“ L™ (llv’" ) s

|
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oun

I I 1 B
—-——+——[ + - +...+——————~+...J.
by b La(am) 33+ iw) m (lm - 1)*

Or, en laissant de coté les deux premiers, les termes de cette série
sont, A partir d’'une certaine limite, respectivement plus petits que
ceux de la série

i I 1 1 ’

= ——= + 2 F e e +[

b [2(12)" 3(23)~ m(lm)* y
et respectivement plus forts que ceux de la série

1 1 1 I )
= -+ +on A 4—J
b [2(12 +i2)*  3(343) m (Im + Im)* g

ou

I 1 1 I B
2% b [2(19.)“ 3(13) m (im ) ’
pourvu, toutefois, que I'on ait
v > o0, ou v > e,

ce que P’on peut toujours supposer. D’'un autre coté, d’aprés ce que
nous avons démontré, la premiere de ces séries est convergente quand
2 est plus grand que 1, et la seconde est divergente quand a n’est pas
plus grand que 1; la série (3) est donc convergente oun divergente, sui-
vant que 2 est ou n’est pas plus grand que 1.

4°. La série (4) est convergente ou divergente en méme temps que

1 I 1
T+ -+ SR o
Wil Ub)* bib (Uh?)* by (1™
on
1 I
+ t + L 2(l2+ i) (12 - lily) 3(B+ ) (U3 4 k)~
Wik Uy b 4 1

-+
m(im—-Ih)(lm—- Uil )

Or, en laissant de coté les deux premiers, les termes de cette série
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sont, a partir d’une certaine limite, respectivement plus petits que
ceux de la série

I 1 I i
- -+ e — + ]
Iy [212(112)“ 313 (13)* mim (lm)* ’

et respectivement plus forts que ceux de la série

x ! + l - =+ ..+ - + . ~]7
b alla+2) (o4 U2y 3(13+(3)(U3+ U3)” m (Im = Im) (lm —+ Um)*

ou

1
: ~[ L +...+——-—+...J,
2%ty Lol (U2)* 343 (u3)* mim (llm)*
pourvu, toutefois, que V'on ait
lly > o, ou v > ¢,

ce que I'on peut toujours supposer. D’un autre coté, d’apres ce que
nous avons démontré, la premiére de ces séries est convergente quand
o est plus grand que 1, et la seconde est divergente quand & n’est pas
plus grand que 1; la série (4) est donc convergente on divergente, sui-
vant que a est ou n’est pas plus grand que 1.

On emploierait le méme raisonnement pour les séries (5), (6), etc.

Le lemme précédent a été démontre par M. Bertrand , mais la dé-
monstration qui précéde est, je crois, plus simple et plus élémentaire
que la sienne.

11.
Soit, actuellement, une série
U=u, + uy+ Uy + ...

dont il faut reconnaitre la convergence ou la divergence.
Reégle. Considérez les deux expressions

m'*tu,, mu,,
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Ou ¢ représente un nombre positif aussi petit qu'on veut, mais diffé-
rent de zéro, et déterminez les valeurs

oy Ay,

qu’elles prennent quand m = eo; la série sera convergente si ¢, n’est
pas infini, et divergente si @, n’est pas zéro. Si a, est infini et quen
meme temps @, soit zéro, considérez les deux expressions

mldmy . mima,

ou ¢ représente un nombre positif aussi petit qu’on veut, mais diffé-
rent de zéro, et déterminez les valeurs

qu’elles prennent quand m = o ; la série sera convergente si a, n’est
pas infini, et divergente si @, n’est pas zéro. Si a, est infini et qu’en
meme temps «, soit zéro , considérez les deux expressions

mim(lm)*+ u,,, mimllmu,,

ou ¢ représente un nombre positif aussi petit qu’on veut, mais diffé-
rent de zéro, et calculez les valeurs

’

ai’ ‘Z.2’

quelles prennent quand m = o ; la série sera convergente si @, n’est
pas infini, et divergente si a, n’est pas zéro. Si a, est infini et qu’en
meme temps @, soit zéro, considérez les deux expressions

mimllm(llim) *u,, miminmllimuy,,

et continuez de la méme maniére.

Démonstration. Supposons, en premier lieu, qu’une des limites «,,
tyy Q... soit différente de I'infini; on aura alors, pour toutes les va-
leurs de m qui surpassent un certain nombre fini, une des inégalités

m*+u, <k, ,n([;n>‘+5 w, <k, mlﬂl(lllﬂ)“re Un < k, setes

ou £ est un nombre déterminé et fini. Or on déduit successivement
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~3
el

de ces inégalités,
A.
mim (Um)+¢ T

j2
Uy < . Um < U <

mts m(Im) ¢ ’
Cela prouve (lemmes 1 et 111) que, dans chacun des cas supposés, la
série est convergente.
Supposons, en second lieu, qu’une des limites ay, ayy @y, ... soit
différente de zéro: on aura alors, pour toutes les valeurs de m qui
H ’ 1
surpassent un certain nombre fini, une des inégalités ‘

mu, >k, mimu, >k, mimllnu, > ky...,

ou k est un nombre déterminé positif et différent de zéro. Or on dé-
duit successivement de ces inégalités,
k

mimllm’® """

o ? Ui >

mim

k
Up > ";, U, >

Cela prouve (lemmes 1 et II1) que, dans chacun des cas supposés, la
série est divergente. .

Remarque. Les régles précédentes doivent, dans tous les cas, faire
connaitre si une série est convergente ou divergente, car le terme gé-
néral u,, de la série considérée sera toujours une certaine fonction de

m, dont le degré, quel qu'il soit, finira par étre plus grand ou plus
petit que celui de la fraction ————, ot le nombre des facteaurs du
mimlim.

dénominateur croit toujours. Il ne peut y avoir doute que dans le cas
infiniment rare d’une série dont le terme général aurait le méme de-

’ “ . I . \ ' . .
gré par rapport a m que la fraction ————; ou le nombre des facteurs
du dénominateur est infini. Ce cas est en quelque sorte le point de
jonction des séries convergentes et des séries divergentes.

I1I.
Faisons quelques applications des réegles précédentes.
Exemple 1. Soit la série

1 I i

OV
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On a, dans ce cas,

I I
Uy == ™ - . ’
ymmt m "
par conséquent,
1+ m* !
m= Uy = —, et muy, = —-
mn mn
Or,
1
m™ = 1, pour m = ;
la série est donc divergente.
Fxemple 11. Soit la série
) " 28 3"
U=1+ + -+ +...

gnta Jnto 4n+°‘

On a

par conséquent,

dae m—iy\*" 1 m—i\" 1
m*Ty, — y et mu, = .
m m%—t—e m mr

Or, supposons d’abord a > 1, nous aurons

m—1\" I
— =0, pour m = <=,
m

m A 1=—E

¢ étant pris suffisamment petit; la série est donc alors convergente.

Soit, en second lieu, o f T; on aura

‘m—\" 1

— ;= — ®, ou 1, pour m = co;

la série est donc alors divergente: ainsi la série proposée est conver-

gente ou divergente suivant que « est ou n’est pas plus grand que 1.
Exemple T11. Considérons la série

9= () @ 8 -
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[(m + 1))

Hm gy

m

On a, dans ce cas,

par conséquent,

EUCED)

g

mhE g, = et mugy

m
or, supposons d’abord « > 1, nous aurons

[tm1))* _

Lo {=x

o, pour m = oo,
m

¢ étant pris suffisamment petit; la série est donc alors convergente.

Soit, en second lieu, o f I, ONn aura

ftm )" — o
—-——m-o—c:l——' = o, pour m = co;

la série est donc alors divergente. Ainsi, dans ce cas comme dans le
précédent, la série est convergente ou divergente suivant que « est ou
n’est pas plus grand que 1.

Ezxemple IV. 1°. Soit la série

U=->+-

I
pi P pT

4+ ey

les nombres p,, py, ps,... vérifiant, a partir d’une certaine limite, la
relation

Y LI
Alpy+ B’
ou A et B sont des constantes.

C’est ce qui a lieu trés-probablement pour les nombres premiers{*|.
On a, dans ce cas,

Uy = —

)
o
P

[*] Legendre, Théorie des nombres, tome I, page 65.
Tome VIIL. — Mars 1843, 11
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par conséquent,

. m'te 1
ml—i—: u’n —_ — — - -
Pu (Alpn+-B)te prmi=s
et
m I
mu, = —

R —
Pn (Alp.+B)pi
Or, soit z > 1, on aura

1

(ALpp -+ B)+s o=

= 0, pour m = co,

¢ étant pris suffisamment petit; la série est donc alors convergente.
Soit ensuite & < 1, on aura

e — = our m — «;
(Alpu—+B) p2 N ’

la série est donc alors divergente.
Si ¢ = 1, onaura

1 I
= > et 5e——ri—— =0, pour m= c,

(Alpn+B)*epi=s (Alpn+B) p=

il y a donc incertitude; mais on a alors

m(lm)'*t*  (lpy— k)te

m(lm)'+e u, =

pn Alp.+B
et
mim  lpp,—k
mim u, = o = Alpo B’

A étant un nombre infiniment petit par rapport  lp,, quand p,, = o ; or

Ipm— K

m = X, poul' n — &,
.3

la série est donc encore divergente dans ce cas. Ainsi elle est con-
vergente ou divergente, suivant que « est ou n’est pas plus grand
que 1.
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2. Soit la série

U

1

T oplp)

les nombres py; pPa; Pay---

M, = —

dente.
On a
donc
414-2 —
m*tiu,, =
et
or
P -

(Alpn—+ BF (Lpw)”

pallpa)”

Vg

et

1

1

+
AU

-
ps(tps)”

83

étant les mémes que dans la série précé-

mite

m

n(lpn)’

1l y a done incertitude; mais

m{lm)* = u,

et

mimu,, =

(Alpn

1

(Alpn

(Alpn—+B)(lpn)*

m(im)te

+ B)E (Ipa)”

I
?

+B)({pn)”

= o, pour

(lpn—&)*e

P (Lpm)*

mim

(Alpn—+B)(lpa)*

{Pn— K

Pa(lpn)*

(Alpn -+ B)(lpm)*’

d’un autre coté, quelque soit o pourvu qu’il soit positif,

(lpn— A)*°

= 0,

(Alpm~+B) (Ipa)*

gente.
30, Soit la série

1

T —

T

p(lip)”

4+ -+
p:(lp:)

pOll[‘

m= x,

ps(Ups)”

m = o,

i,

: étant pris suffisamment petit; la série est donc toujours conver-
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P13 Pas Psy... €tant encore les mémes nombres que précédemment.
On a
_ 1
m — T, T3
Pr(llpn)*
donc,
mtte pe
m'ty, = — - —
Prlllpy)* (Alpn+ B) = (Up,)*
et
m I .
mu, — = —
Palllpa)*  (Alpn~+B)(llp,)
or

<

r, I
—— T, == 0, pour m=— co:

= o et —— -
(Alpn~B)+< (lip,) (Alpm—+B) (il pn)*

il y a donc incertitude ; mais

142 Ny AYE TS
m(lm)‘*‘" U, = m {Im) — ({pm )
Palllpn)*  (Alpn—B)(Up,)
et
l —
m lmu,,, —. _ mim — pm — k ,
Pn(llpn)*  (Alp, + B) (iip,)*
or
(lpm — "'JI-H . t Lpn—

oY - = e ; = 0, pour m = c,
Pn~+B) (lip,) (Alpn—+-B) (i pn)

ily a donc encore incertitude ; mais

142 ly 2 AL )
mim (llm)*+ y,, = ™mEm) T MM

et
im I, — o
mim lUm y,, = mmim GUM
P (U pm)* (Alpp +B) (U pn)*

k' étant un nombre infiniment petit par rapport a {p,, quand p,,= o
or,siocest > 1,

{lpn—#) (Ulpn — K )+

=0 olur m — oo
(Alpn+B) Uy > P ’
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¢ étant pris suffisamment petit; la série est donc alors convergente.
Si o est f I,
— B (lpn— ¥
(1pm ) (Up ) — &
(ALpn—+ B) (lpa)*

I
ou - our m —= 0|
v P 5

la série est donc alors divergente. Ainsi la série proposée est con-
vergente ou divergente, suivant que « estou n’est pas plus grand que 1.
On verrait de méme que les séries

1 1 I

- + —+ -
pllp ip)  pillp:(Uipsy pyllps(Ups)”
1 I 1

+ + +
pllp dip, (Utp )* p.lllpglllpz(llllp._,)“ pliptilp, (M p.)”

u.-......-.-.-.-1..-.-.-..

oU Pyy Pay Pss--. Teprésentent toujours des nombres qui,  partir d'une
certaine limite, vérifient la condition

Pm

m = Alp,,,—}—B’

sont, toutes, convergentes ou divergentes, suivant que z est ou n’est pas
plus grand que 1.

11 serait intéressant de vérifier par un procédé direct si les résultats
que nous venons d’obtenir sont exacts lorsqu’on substitue les nombres
premiers aux nombres représentés par py, pa, Pz;.--3 ON pourrait, je
¢crois, déduire de cette vérification une démonstration rigoureuse de
la loi de Legendre.

Iv.

Les régles précédentes sont d’une application tres-simple: cepen-
dant quand les termes de la série contiennent un nombre indéfiniment
croissant de facteurs, comme cela arrive, par exemple, dans la série

zf a(xa+1)BB+1) .
1+ x+7(y+193(34_1)‘” veeees
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on ne peut les appliquer qu'en prenant plusienrs précautions souvent
embarrassantes: il vaut beaucoup mieux employer alors, soit les regles
de M. de Morgan, soit les secondes regles de M. Bertrand. Je vais
donner des démonstrations nouvelles de ces derniéres régles.

V.

Regles de M. de Morgan.

Fronce. Soit u,, — — e terme geénéral d’'une série.

(rn)

1
9 {m

Considérez l’expression

ou ¢’'m) représente la dérivée de o(m) par rapport i m, et déterminer
la valeur

a,

qu'elle prend quand m — o la série sera convergente si a, est plus
grand que 1, et divergente si a, est plus petitque 1. Si a, — I, consi-
dérez Pexpression

Pe= [%/ ! ' m =(po— 1)Im,

et déterminez la valeur
a,
qu'elle prend quand m = o ; la série sera convergente si a, est plus
grand que 1, et divergente si «, est plus petit que 1. Sia, = 1, consi-
dérez Iexpression
Pr=(pr — ) lm,
et déterminez la valeur

ay

qu'elle prend quand m = «; la série sera convergente si a, est plus
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grand que 1, et divergente si a, est plus petit que 1. 51 @, =1, consi-
dérez I'expression

ps = (ps — 1) lim,

et continuez de la méme maniere.

Démonstration. Supposons, en premier lieu, qu'une des limites a,,
@y, (y,... soit plus grande que 1: on aura alors, pour toutes les
valeurs de m qui surpassent un certain nombre fini, une des inéga-
lités

i [ = [ ]m n

ol 4 est un nombre plus grand que 1., Or on déduit successivement
de ces inégalités ,

Yk fm) x  k g(m)
om) g Com  mim? g(m)

1 I k
>—;I+———-+

mim mimim?""" "

puis en multipliant par dm et intégrant de m a m + 1,

p(m—+1) (m—|—1)" , :p-(m -+1) (e 1) [ (m 1)}
e T 7 S
9 (m+1) > 7 (m 1)L (m - 1)[U (m 1)}
p(m) ' mim (llm) T ’
d’ou
¢ (m—+1) (m—-1) p(m—+1) {m— [ (m+ 1)}
9 (m) mrk o (m) m (I}t ?
p{m—1) > (m A1) L (m —-1)[ll(m 1) JF
¢ (m) mim (lim) [ !
oun
1 1 L |
glm—+1) _ (mA1) #m+1) o (m+1)lm A+ )
1 1 I I ?
9 (m) mt o (m) m{lm )
1 I

.......

p(m+-1) (m—1) lm—1)[U(m—+1)}
1 < I ’
2 (m) mim (Um
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Cela prouve (lemmes 11 et I11) que, dans chacun des cas supposés, la
série est convergente.

Supposons, en second lieu, qu'une des limites a,, a,, a,,... soit plus
petite que 1; on aura alors, pour toutes les valeurs de m qui sur-
passent un certain nombre fini, une des inégalités

melm) 4 jeate — 1 |im <&, {[”_’ﬂ_’”) _l]zm ~ ;;zz,n< ke,

o(m) g (m) ¢ (m)

ot & est un nombre plus petit que 1. Or on déduit successivement de
ces inégalités,

o' im) k& o(m) I P2 o' (m) 1 1 A
»f;’m)<t;’ W< -r;z—*_m_l-n—z-’ 2 {m) <; + m—lm—+mlmllm’“m“’
puis en multipliant par dm et intégrant de m a m +- 1,
dmtt) _ (meetfglmort) ) (met) [ )
o <P e <y
l@(m—}—() l(m 1) d(m 1) [l (m 1)}
v (m) < mim (lm)t ey
d’ou
bt (ma 1) gimr)  (meelim )
v(m; mt 7 9 (m) m (Im* ?
ofm—+1) (m 1)l (m+4-1)[U(m 1)}
¢{m mim (lim) prennre ’
on
| 1 I 1
D] ), e,
o (m) 7 (m) m(im*
1 - 1
Y N B )| CIGE ),
- - yeeranenn
o/m) mim (llm)k

Cela prouve (lemmes 11 et 11I) que, dans chacun des cas supposés, la
série est divergente.
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V1.

Régles de M. Bertrand.

Enoncé. Soit u,, le terme général d’une série dans laquelle le rap-

’l" £ Y . 14
port #*‘ est égal a I'unité pour m = ce. Mettez ce rapport sous la

m

forme

et calculez la valeur

que prend mr quand m = o3 la série sera convergente si a, est plus
grand que 1, et divergente si a, est plus petit que 1. Si @, = 1, mettez

1/2
le rapport Lot gous la forme
Upy

I
’

1+ — 7
m
et calculez la valeur
al
que prend mimr’ quand m== co; la série sera convergente sia, estplus
grand que 1, et divergentesi @, est plus petit que 1. Si @, = 1, mettez

le rapport ' sous la forme

Uy
Up

I I 174
I — 4= +7
m mim

et calculez la valeur
as

que prend mimllmr” quand m = w; la série sera convergente sl a,
est plus grand que 1, et divergente si a, est plus petit que 1. Sia,=1,

Tome VIII, — Mans 1843. . 12
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u, S
mettez le rapport u"—*' sous la forme

m

1 1 1
1 _ . - »”
m mim mim lim g

et continuez de la méme maniére.

Démonstration. Commencons par transformer les rapports

m—-1 L(m 1) U(m—+1)
m ? im ? Um 7"
1°. WH=I+L
m m
2% Soit
I{m 1 \ \ .
~(7m—) =ux, doa [(m+1)=uxlm, dou m-+) =

x sera plus grand que l'unité; posant

I
xXxX=1+ -,
¥

il viendra

t+ - \ m—4-1\Y 1\r
m+1=m *, dou <——) = (I -+ -—) = in,
m m

d’ou
l ) =Im ou ~ ) =1
Jir+ ) =dm ou y(—+ —) =i,
¢ €étant un nombre fini quelque grand que soit m; de I on tire

1 I 1

y  mim " om?
et par conséquent
I(m-}-1 I i
( + ) =Xr=1—+-= _—,
im ¥ mim wm?

w ne devenant pas nul pour m = c.
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30, Soit

B tl) = g, doi U(m-+1)=axlim, dou Lim-+1)= (m)

x sera plus grand que I'unité; posant

il viendra

Lm+1)=(m) 7, don l—l—(ﬁfg]y:(l—I—;l;;z»—{»”;nz)y:lm,

d’ou

ou

I+I+EI+I2V"‘llm
Y\ wim wm? mim wrm? - ’

: étant un nombre fini quelque grand que soit m; de la on tire

1 1 1

; T mimlim + wm*’

ef par conséquent
U{m+1)

I
T =X =L = o T

T T

» ne devenant pas nul pour m = c.
4°. Soit

I—HL;%—;—_I) =x, dou Um-+1)= xlim, dou "rll(m+ )= (lmy;

x sera plus grand que 1; posant

il viendra
Um+1)=(Um) 7, dou F@EW:@+~L—+¢yemm

mim lim wm?

12..
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d’ont

t}’l(l oy L) = llim,

mimlim wm?
ou

S LY (L. | = Uim
J | mimilm wm? mimllm ~ wm® o ’
¢ étant un nombre fini quelque grand que soit m; de la on tire

I 1 1

7= mimlimitim " om
et par conseéquent
Ul {m—+-1) N 1 1 1

mm X TN = i T o

w ne devenant pas nul pour m = .
On continuerait de la méme maniere.
Des résultats que nous venons d’obtenir on déduit sans peine,

m—1\4 y3 I Am—4-1)]% 4 I
=14+ =4 —, Cme ) —
m . m wm?® Im mim Wt
dim 1) & -, k 1 e (m+1) )% - k Lot
T lim - mimlm o mm | =" mimimilim wmn??

k étant un nombre positif quelconque et » représentant un nombre
qui ne devient pas nul pour m = c.
Par suite, on a

m—41\A k 1 m—x [{{m 41,k I k !
) = I — 4 — —-L_ ( + 1 e i i i Sl
m m wnt m {m " mim wn’®

m—x Um—-1) [l (ma-1)k 1 1 A i
—_— ‘___> ‘<+ ! =14 — 4 — — e —
m im lm m mim minm llm YIS
m-1 l(m+1}‘ll(m—{—[) Ul(m ) |* . . 1
m im  Hm Him =1 m  mim mlmiim
& i

mim milim + wmn®’

w étant encore un nombre qui ne devient pas nul pour m = «.
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Revenons maintenant 2 la démonstration des régles.

Supposons, en premier lieu, qu'une des limites a,, a,, ;.. solt
plus grande que 1; je dis que ’on aura, pour toutes les valeurs de m
qui surpassent un certain nombre fini, une des inégalités
m—41 [{{m+1)]*

m M

ma-1\k I
I+l‘>(——l;—>, [—l—;-#—l") "

. m-1 L(m—+1) [ll(m—{—l)]"
)

(1)

1
P >
m lim

mim m Im

ol & est un nombre plus grand que 1.
En effet, substituant aux seconds membres leurs valeurs obtenues

ci-dessus, ces inégalités deviennent

LA r’ P A '
¥ m wmt’ mim wm?’ mimilm m‘z, ....... .
d’ou
1 Im ; Imilm
mr> k + —, mlmr’ >k + —, mlmlmr” > k + 2"
o win %Y/

Si l'on fait croitre m jusqu’a Dinfini, les premiers membres des
derniéres inégalités convergent respectivement vers a,, a,, @,,..., tan-
dis que les seconds membres ont tous pour limite &; or k étant assu-
jetti a la seule condition d’étre plus grand que 1, peut, en outre, étre
supposé plus petit qu'une des limites a,, @, a,,...,si, comme nous
le supposons , parmi ces limites il y en a une plus grande que 1; cela
étant, une des derniéres égalités ne peut pas manquer d’avoir lieu, a
partir d’'une certaine valeur de m; donc aussi, une des inégalités (1)
aura lien pour toutes les valeurs de m qui surpassent un certain nombre
fint.

On déduit maintenant des inégalités (1),

1 m* 1 ; "
S T i’;"l"#’%[(’llz(}:')wlﬂ“
[ ™ ~+r -

1 mim ({Um}

< (m +1)l(m —!—1)[][(,"_'_1)]“ .......

1 i
1+ — 4+ —— + 7"
m mim
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Ot

1 1
Uy (m ) Umgs (m +1)[t(m 4 1)
U L Tw < ! ’
mk m (Im}

1
ny, (nz+1)l(m—+—1)[ll(m+1) A
Y 1
mlm(ll_m)v"

Cela prouve (lemmes 11 et I11) que, dans chacun des cas supposeés, la
série est convergente.

Supposons, en second lieu, qu'une des limites a,, a,, d,,..., soit
plus petite que 1; je dis que l'on aura, pour toutes les valeurs de m
qui surpassent un certain nombre fini, une des inégalités

m~-1\*% 1 m=-x1 [l{m—4-1)*
R )

;

(2]

1 .
1+ — - +r <
{lm

m mim m im

I m-1 I(m—+-1) [!l(m—l—l)]"
’

ou 4 est un nombre plus petit que 1.
En effet, substituant aux seconds membres leurs valeurs obtenues
ci-dessus, ces inégalités deviennent

. & L "< 1 ” Ja L
r< m emt’ - mim wm?’ mlmilm " om?
d’on
! ’ im ” {imilm
mr < k+ —, mimr' < k+ —, mbmllmr’ < k + 7%
win win wm

Si Pon fait croitre m jusqu’a infini, les premiers membres des der-
nicres inégalités convergent respectivement vers a,, a,, @y,..., tandis
que les seconds membres ont tous pour limite 4; or & étant assu-
Jetti & la seule condition d’étre plus petit que 1, peut, en outre, étre
supposé plus grand qu'une des limites a,, a,, a,,..., si, comme nous
Pavons supposé, parmi ces limites il y en a une plus petite que 1;
cela étant, une des derniéres inégalités ne peut pas manquer d’avoir
lieu & partir d’'une certaine valeur de m, donc aussi une des inéga-
lités (2) aura lieu pour toutes les valeurs de m qui surpassent un cer-
tain nombre fini.
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On déduit maintenant des inégalités (2),
1 mk L m (Im)

7 I+%+J,>W+meHW

1 > mim (lm)t
R l \ Zl MY 7( Bamsrr e )
SRS RIS

I Y
Ut m—-1)k U m—+ 1)[L{m—4-1)¥
7f_>( 1)’ u:>( )[I( _ﬁ)ﬁ7
mk m (Im)k
I
Ut (m+1)l(m+1)[ll(m+ij]7‘
P > : geneesnen

mim (lim)*

Cela prouve (lemmnes 11 et 111) que, dans chacun des cas supposes,
la série est divergente.

VIIL.

On pourrait substituer aux régles de M. Bertrand les régles suivantes,
qui ont avec elles une grande analogie, mais qui sont peut-étre un peu
plus simples.

Enoncé. Soit u,, le terme général d’une série dans laquelle le rap-

um+1 7 3 ] st
e = . Mett t
port —== est égal 4 I'unité pour m = co. Mettez ce rapport sous la

forme

et calculez la valeur

que prend mr quand m = w; la série sera convergente si a, esi plus
grand que 1, et divergente si &, est plus petit que 1. Si @, = 1, mettez

[/
le rapport ==+ sous la forme
.
1
| e Z — I",

et calculez la valeur
a,
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que prend mimr’ quand m = oo; la série sera convergente si a, est
plus grand que 1, et divergente si a, est plus petit que 1. Sia, = 1,

u
mettez le rapport —l’:—*—‘ sous la forme
m
I 1 ”
[ — = — — — ",
m mlmn
et calculez la valeur
a2

que prend mimllmr’ quand m = oo; la série sera convergente si a,
est plus grand que 1, et divergente si a, est plus petitque 1. Si a, = 1,

173
mettez le rapport —;’Zi sous la forme

m

f I 7

| — — —

m mim mim llm

et continuez de la méme maniére [*].
Deémonstration. Nous avons vu, dans la démonstration des regles
précédentes, que
m—-1\% k i {(m —+1)}% k I
( )='-+;,+ [—“( )]:’+”‘+_“’

m wm?’ im mim wm?

yACES Y L k L tt(m ) * A !
|~ ‘] = mttn e | T m ) T wtmtimditn ™ e

et que
] k 1 m-1 ! 1) )4 y3
m—1 :I_+___+___,_—.+—__ {{m+-1) —r e 4T
m m win’ m im m mim wm?’

m—-1 {(m ) [2(ma)F 1 1 & 1

m Im lim =1+ m T mim -+ mimilm + wm®’
im0\ U(m—-1) [l {m4-1)]F 1 1

m~r1 I (m—-1) U{m~1) { ) L S

m im lim lim m mim mimilm

1
mlmlimiiim ™ omi?

[*] On pourrait établir ces régles d'une maniére assez simple en prouvant que les lj-
mites que Pon vient d’appeler a,, @,, a,,... sont égales a celles qu'on a désignées de la
méme maniére dans les régles de M. Bertrand; mais nous préférons donner une dé-
monstration directe.
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o représentant un nombre qui ne devient pas nul pour m = . & était
supposé positif, mais il est clair que rien n’empéche de le prendre

négatif; mettons donc — k en place de k en explicitant le signe,
cela nous donnera

( m "_l I n L {m ”"’_ﬁ‘ k [

m—4t) m om?’ I(m—+1) — 7 mim + ot

lim A k 1 lilm k k 1
e — ] — +____ y U =] — —— _+_ —
H{m-+1) mimllm  wm® R (m+1) mlmlimilim wm?’

et
m \F | k n ¥ m Int K \ I k 1
m-+i] m wm?’  m-1 l(rn+l> - m mim + wm??
m Im lim K o 1 H k + i
m—1 {m—+41) U(m + 1) =1 ‘m mim mimilm om?’
m im Jim um ) ; 1 1 i
ma1 lim—4-1) U(m 1) Ml (m + 1\ - m mim mimlim
k 1

= iiimtim e

«» représentant toujours urn nombre qui ne devient pas nul pour
m — 0.

Cela posé, supposons, en premier lieu, qu'une des limites a,, @,
dy,..., soit plus grande que 1; je dis que Pon aura, pour toutes les
valeurs de m qui surpassent un certain nombre fini, une des inéga-

lités
m \A 1 y m {m A
r—r< m1)’ ! m r< m-1 | L(m—+1) d

! " m im iIm 4
CT T mim < L ima | @

ou k est un nombre plus grand que 1.
En effet, substituant aux seconds membres leurs valeurs obtenues

Toine VI — Mars 1843. 3
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ci-dessus, ces inégalités deviennent

A I < £ i o k + 1
—r<g —— ——y = — - —, — e
< m + wne?? mlm * wm?’ < mimllm ~ um*’
d’ot
1 im ) {mlim
mr >k — —,  mhnr' >k — =, mimllmr’ > k — et
[543 (Y724 wn

Sil’on fait croitre m jusqu’a Uinfini, les premiers membres des dernieres
inégalités convergenl respectivement vers «,, Ay Ay,..., tandis que les
seconds membres ont tous pour limite ; or £ étant assujetti & la seule
condition d’étre plus grand que 1, peut, en outre, ctre supposc plus
petit qu’une des limites a,, @,, a,,..., si, comme nous le SUpposons.
parmi ces limites, il en est une plus grande que 1; cela étant , une des
derniéres inégalités ne peut pas manquer d’avoir lieu, & partiv d’une
certaine valeur de m, donc aussi, une des mégalités (1 a lieu, pour
toutes les valeurs de m qui surpassent un certain nombre fini,
On déduit, maintenant, des inégalités (1),

1 I
fni el wag  (mn) [ m
Uy L ’ Uy I o ’
m* m{lm )k

I

Wy (;2——:;)[("1 1 [U(m~+ )

0, ST T T
mim(llm)t

Cela prouve (lemumes 11 et T0I) que, dans chacun des cas supposés.
la série est convergente.

Supposons, en secoud lieu, qu’une des limites «,, a,, dy,.. , soit
plus petite que 15 je dis que on aura, pour toutes les valeurs de m qui
surpassent un certain nombre fini, une des inégalités

m \# T m Im Ik
T — r — I— ——p/' > 0 7
> (/11+[) ? m > m--1 [l(m—f—l)J ’

F— 1 ! P 1 im {m A
| m mim m41 l(nz-'-[—) ﬁmj PR s

ou k est un nombre plus petit que 1.
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En effet, substituant aux seconds membres leurs valeurs obtenues
ci-dessus , ces inégalités deviennent

r> k + 1 > k + I AN k 5
m em’ mim | wm?’ mlmH;+mm’ rree ’
d’ou
1 im ,, imilm
mr < k— —, mlmr' < k— —, mimllmr’ < k — yeeenens
(Y773 oI win

Si I’on fait croitre m jusqu’a I’infini, les premiers membres des dernieres
inégalités convergent respectivement Vers do, @y, day s tandis que les
seconds membres ont tous pour limite &; or k étant assujetti a la seule
condition d’étre plus petit que 1, peut, en outre, étre supposé plus
grand qu'une des limites dg, @y, @as-.-5 S1, COMMeE NOUS le supposons,
parmi ces limites il y en a une plus petite que 1; cela étant, une des
dernicres inégalités ne peut pas manquer d’avoir lieu, & partir d’une
certaine valeur de m, donc aussi, une des inégalités (2 a lieu, pour
toutes les valeurs de m qui surpassent un certain nombre fin1.
On déduit maintenant des inégalités (2),

I 1

g ) wng o (U Y

7. Z X ’ Up > L ’
mk m(im)

I
Lo, (ma-1)1(m—~x)[U(m+1)f
7 1 a
mim(llm )t

Cela prouve (lemmes 11 et {11} que, dans chacun des cas supposés, la
série est divergente.

VIIL

On peut enfin joindre aux regles précédentes une série d’autres re-
gles analogues, mais de forme différente, et qui peuvent étre préférables
dans plusieurs cas.

Enoncé. Soit u,, le terme général d’une série dans laquelle la racine
3.
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m

Vi, est égale & 'unité quand m = oc. Mettez cette racine sous la forme

T — r

et caleulez la valeur
a,

mr roe -
que prend 7 quand m = oo; la série sera convergente si a, est plus

grand que 1, et divergente s i, est plus petit que 1. Si ¢, — 1, metter
ba q ? q 0

m

la racine yu,, sous la forme

et calculez la valeur

mr’ L. .
que prend T quand m = < ; la série sera convergente si a, est plus

grand que 1, et divergente si a, est plus petit que 1. St a,= 1, mettez ia

"

racine yu,, sous la forme

tm lm o

m "

et calculez la valeur
a,

mr” (. .
que prend T quand m = o ; la série sera convergente si @, est plus
77

grand que 1, et divergentesi «, est plus petit que 1. Si @, = | , mettez

la racine yu,, sous la forme

im lim lHm »

m m m

et continuez de la méme maniere.

Demonstration. Commencons par transformer les racines

e m -
I \/ I i
. IR — e,
m Im lim
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1°. Soit

"
I . 1
\/— = x, d’ou x"t = —;
m m

& sera plus petit que 1; posant

x=1—21,
il viendra
(1= yI"= L dou mlii—y)=—1Imn, dou l[{1—y)=— o
\ / m’ a—=7) ) A=Y=
ot
N ' . ; im
ks A A

: étant un nombre fini quelque grand que soitm; de la on tire

- { [ Im\ 2
—1_‘t\/1+4e—’2 —[i[l+zsﬂ+w(ln) l
m o m_ \mj |
2€ - ?

J/‘:

2€

» étant un nombre fini quelque grand que soit m; on ne doit évi-
demment prendre que le signe supérieur, car on a

¥y = o0 pourm = x;

__lm+w Im\ 2
y~m m/)

\/1—__ 1 ey lmr+w im\?
mo XTI T T m)

,» étant un nombre fini quelque grand que soit m.
2°. Soit

on a donc

et par conséquent

m
I \ 1
— d’ R .
\/lm ok ou x im’
X sera phlS petit que 135 pOS&I]l

x=1—1%,
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il viendra

, m 1 s s . . {m
(1—pr=1, don ml(1—y)=—lm, doa [(1—y)=— —;
ou
]“3 J‘ 3 . im
4 -+ 2" -+ “"BL -+ ... :J -+ Efz — 771—’

¢ étant un nombre fini quelque grand que soit m; de I on tire

m

T Um 2
— i\ fe— -—li[l—f—Ze”—m—q-w(”l')]
m . - m
2 T )

Yy = ——— -
2¢ ?

» ¢tant un nombre fini quelque grand que soit m; on ne doit pren-
dre évidemment que le signe supérienr, car on a

¥y = 0, pour m = oxc;

__lim + lm\®
}’ = —;I_ G) ; )

on a donc

et par conséquent

i

1 x [ . Hm n iIm\ 2
_ = — -_y = _— Wl— .
Im J m m ’

» étant un nombre fini quelque grand que soit .
3. Soit

T . i
= donl X" = —;
\/zlm % lim’

a sera plus petit que 1; posant

x =1 —y,
il viendra
n 1 y AN 3 : . lim
<I_f>”_17,5’ doa mli(t—y)=—lln, dou l(l—~f;.._~7,
ou

) r? Y 3 - Uim
¥ +;+——~+...:]+6} = —

3 m
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¢ étant un nombre fini quelque grand que soit m; de la on tire

{1 11 HUim\ 2"

~1—!—\/1—{—45—m -—-—Ii[I—I——ZE——”z—l—w(i)J
. "L m m

- 2¢ ’

» étant un nombre fini quelque grand que soit m; on ne doit pren-
dre évidemment que le signe supérieur, car on doit avoir

]’ = 0, pour m — o,

_ llim tilm\ 2
Y= te\w)

on a donc

et par conséquent

m

TR L (e
I XTIy E= T e\ )

m

» étant un nombre fini quelque grand que soit m.
4°. On trouverait de la méme maniere

\/Z o Al Uitm)\ 2
im — “m + o “m )

w étant un nombre fini quelque grand que soit m, et ainsi de suite.
Des résultats que nous venons d’obtenir on déduit sans peine

1 im Im\2
— =1—hk— +ol-],
m m m

\/T_Z . . lm lIm)\ 2
= o (),

mn

\/ L Ulm\2
(Um)t C T o m )

\/ U gl [Hlm \ 2
myf = ' A e\ )

.

m

k étant un nombre positif quelconque et © représentant un nombre
fini quelque grand que soit .
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Par suite, on a
N im Im\ 2
\/;‘ = I — k — =) <*> »
n m m

\/ T I n Um {2
e = — — ko gy (2
m (e )k m m W m ) ’

I

\/ B . im Im - Alim . m\2
,,,,, —— — —_ LR ’ —
mlm(lmi* m m m ’) m )’

» ¢tant encore un nombre fini quelque grand que soit m.

Revenons maintenant a la démonstration des regles.

Supposons, en premier lieu, quune des limites a,, «,, a,,.... soit
plus grande que 1 ; je dis que on aura, pour toutes les valeurs de m
qui surpassent un certain nombre fini, une des inégalités

" m

1 “lmn , \/.v.,'. o
- Sy T e p —
< \/m/‘ ’ m < m{lm#’

LD
{m lim ” T
) = - — — — )" \/——w——‘\;, ........
. m m mim(llm})

ou & est un nombre plus grand que 1.
En effer, substituant anx seconds membres leurs valeurs obtenues
précédemment , ces inégalités deviennent

/m ‘I 2 , lm {3
—r<— ke () KA ()
Uim Ul 2
— e — -——+—m(——
m< k m . m ! ’
d’ou
mr 1] mr' { /m): mr” i’
- k—w- — >k — >k
Im > Com? lim ndim’ Him > milim’

Si I'on fait croitre m jusqu’a I'infini, les premiers membres des dernieres
inégalités convergent respectivement versa,, «,, a,, ..., tandis que les se-
conds membres ont tous pour limite 4; or & étant assujetti a la senle con-
dition d’étre plus grand que 1, peut, en outre, étre supposé plus petit
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qu’une des limitesa,, a,, a,,..., si, comme nous le supposons, parmi
ces limites il y en a une plus grande que 1 ; cela étant, une des der-
niéres inégalités ne peut pas manquer d’avoir lieu & partir d’une cer-
taine valeur de m, donc aussi, une des inégalités (1) a lieu pour toutes
les valeurs de m qui surpassent un certain nombre fini.
On déduit maintenant des inégalités (1),
1 1
Up < g U < m{im’ U, < el (T
Cela prouve (lemmes 1 et II1) que, dans chacun des cas supposés, la
série est convergente.
Supposons, en second lieu, qu’une deslimites @,, @, ,;..., soit plus
_petite que 1; je dis que ’on aura, pour toutes les valeurs de m qui sur-
passent un certain nombre fini, une des inégalités

"

1 {m ¥ \/—’1—«
L—r> mt? ! o r> m(im)”

ou 4 est un nombre plus petit que 1.

En effet, substituant aux seconds membres leurs valeurs obtenues
ci-dessus, ces inégalités deviennent

im Im\ 2 y i . (lm 2
r>—/{;+m<——>, — 1 >_k7n"+“) ),

mn \ m

” iim im \?2
—_— > —hk— 4w (——) yereriny
m m

Im mr’ (Im}? mr” A (Im)*
Um - mmllm’ Tim < ® milim *7""

Si Pon fait croitre m jusqu’a Vinfini, les premiers membres des der-
niéres inégalités convergent respectivement vers a,, @y, ;. .-, tandis
que les seconds membres ont tous pour limite & ; or £ étant assujetti a
la seule condition d’étre plus petit que 1, peut, en outre, étre supposé

Tome VIIT, — Mans 1843. 14
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plus grand qu’une des limites a,, a,, a,,..., si, comme nous le suppo-
sons, parmi ces limites il y en a une plus petite que 1; cela étant, une
des dernieres inégalités ne peut pas manquer d’avoir lieu a partir
’une certaine valeur de m, donc aussi, une des inégalités /2) aura lien
pour toutes les valeurs de m qui surpassent un certain nombre fini.

On déduit maintenant des inégalités (2),

i 1 o
o o I R 1] ——— e L.
m > s > m > milm ({7

m* m r/ﬂ ’
Cela prouve (lemmes I et 111) que, dans chacun des cas supposés., la
série est divergente.

IX.

Les regles de M. de Morgan, celles de M. Bertrand, ou bien enfin
celles que nous venons de démountrer en dernier lieu, suffiront, dans
la plupart des cas, pour décider la convergence ou la divergence
des séries. 11 faut pourtant remarquer que toutes ces regles seront en
défaut lorsque que les limites que nous avons représentées par «,,
ayy Ay,..., Wayant pas de valeur déterminée, seront tantot plus
grandes et tantot plus petites que 1. Dans ce cas, on lévera quelque-
fois la difficulté en groupant deux a deux, ou trois i trois, ou quatre
a quatre, etc., les termes de la série, et considérant les groupes obte-
nus comme les termes de nouvelles séries auxquelles on appliquera
les régles. On pourra opérer de la méme maniére pour les séries a
termes tantot positifs et tantot négatifs, car les groupes formés pour-
ront tous avoir le méme signe, et alors les regles exposées suffiront
pour reconnaitre la convergence ou la divergence. Du reste, nous
nous proposons de revenir en détail sur tous ces cas dans une autre

occasion.
X.

Nous terminerons ¢n donnant des regles pour reconnaitre si une
intégrale définie est finie ou infinie, lorsqu’une des limites rend infinie

Ia fonction sous le signe f

o
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Soit I'intégrale définie
b
et admettons que
S = =[]

Pour déterminer si cette intégrale est finie ou infinie:

Reégle. Considérez les deux expressions

(b —x)—? flae),  (b—x)flx),

ol ¢ représente un nombre positif aussi petit qu’on vent mais diffe-
rent de zéro, et calculez les valeurs

i

aO? a(l ?

qu’elles prennent pour x = b; Vintégrale sera finie si a, n’est pas in-
fini. et infinie si @, n’est pas zéro. Si a, est infini et que a, soit zéro,
considérez les deux expressions

) (1) S, b S,

ot ¢ est un nombre positif aussi petit qu'on veut mais différent de
zéro, et calculer les valeurs '

’
Ay, a; .-

qu’elles prennent quand x = b; Vintégrale sera finie si &, n’est pas in-
fini, et infinie si a| n’est pas zéro. Si a, est infini et que a soit zéro,
considérez les deux expressions

LI T , . PN
<17_xj,zb_i;(lzzf‘_7> S, b—al U fa)

b—x o

ol ¢ est un nombre positif aussi petit qu'on veut mais différent de

[*] Nous supposons, en outre, que f(z) garde le méme signe pour toutes les valeurs
de z qui avoisinent b, Si cela n’était pas, on profiterait de la remarque qui a été faite
dans le paragraphe précédent.

(4. .
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z6éro . et calculez les valeurs

a,y, a,,

qu’elles prennent quand x — b; lintégrale sera finie si a, n’est pas in-
fini . et infinie si a, n’est pas zéro. Si a, est infini et que a’, soit zéro.
considérez les deux expressions '

. ] 1 1 A\t .
(b—x) 2 n r:x(”/ z:&) Sl
\ 1 I 1 .
et continuez de la méme maniére [*]-

Deémonstration. Supposons, en premier lieu, qu'une des limites a,.
Qs @y,..., soit différente de Pinfini; on aura alors depuis une valeur
dex. f<b, jusqu’a b, une des inégalités

b—ax
b2yt (u =) S <k,

ou A est un nombre déterminé et fini. Or on déduit successivement de
ces inéga]ités .

(b—2)3 fla) < k. (b— ) (1 ;_)”” Jia) < k.

S g S < ¢ r)
: k
j (’l‘) < (;_x)lbit’ (” ﬁ)lh, ........ y

d’ ot
b 7 b . A i
fef(&r)dx < h—EY. f Jlwyda <G,
: (‘)
b, k !
f fx)dx < 3T e
(+3)

Cela prouve que, dans chacun des cas supposés , I'intégrale est finie.

[*] En changeant & — z en  — a, on obtient les régles quiil faut employer dans le
cas ou, au lieu de f(4) —= &, ona fial = ¢,
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Supposons, en second lien, qu’une des limites Aoy )y Ay,..., s0il
différente de zéro; on aura alors depuis une valeur dex, B < b, jus-
qu’a b, une des inégalités,

. 1 . I .
b—x) flx) >k, (b—a)l;—jlx)>k p—a)l g > koo
ou 4 est un nombre fini et différent de zéro. Or on déduit successive-
ment de ces inégalités,
k . k

f(x}>7;£}~ j(x>>—‘Tv _/(.1>>~ P ERERR
(b—-.r)lb

d’on

Cela prouve que, dans chacun des cas supposés, Pintégrale est in-
finie,

XI.

On trouverait sans peine des régles analogues aux précédentes pour
reconnaitre si une intégrale définie est finie ou infinie, quand I'nne
des limites est infinie.



