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MEMOIRE

UNE NOUVELLE METHODE DE GENERATION ET DE DISCUSSION
DES SURFACES DU DEUXIEME ORDRE ["];

Par M. B. AMIOT,

Professeur de Mathématiques au Collége Saint-Louis.
THEORIE DES FOCALES ET DES PLANS DIRECTEURS.

§ Ter
Définitions et propriétés générales.

1. Quand on cherche dans un plan le lieu de tous les points, dont
les distances 4 une droite donnée et 4 un point fixe, situés dans le méme
plan, conservent un rapport constant, on obtient I'équation la plus
générale du deuxieme degré entre deux variables. Sil'on identifie cette
équation avec celle d’une courbe quelconque du deuxieme ordre, on
obtient immédiatement , non-seulement les foyers et les directrices de
cette courbe, mais encore ses éléments (axes ou parametres) en gran-
deur et en position.

Nous nous sommes proposé une question analogue par rapport aux
surfaces du deuxiéme ordre, et nous avons trouvé, non pas un foyer
unique, mais des courbes dont les différents points jouissent de pro-

[*] Ce Mémoire, présente & I’Académie des Sciences dans la séance du 26 decembre
1842, a été I'objet d’un rapport de M. Cauchy, au nom d’une Commission composée de
MM. Cauchy et Liouville. (Voyez Comptes rendus ‘de I’ Académic des Sciences, t. XVI,
p. 783.)
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priétés assez semblables i celles des foyers des courbes du deuxiéme
degré. D’abord, pour obtenir une équation générale du deuxiéme de-
gr¢ entre deux variables, que I'on puisse identifier avec celle d’une
surface quelconque du deuxiéme ordre, nous avons cherché :

2. Quel est le liew geométrique décrit dans lespace par un point
mobile dont la distance & un centre fixe offre un carré constamment
proportionnel au rectangle construit sur les distances du méme point a
deux plans donnés.

Soient x’, y’, 2’ les coordonnées du centre fixe par rapport a trois
axes de coordonnées rectangulaires, et soient aussi

(P) X+mY + nZ +p = o,
(P") X+ mY + nwZ + p' = o,
les équations des deux plans donnés, rapportés aux wmémes axes, Si
nous désignons par r la distance d’un certain point du lieu cherché au

point fixe, et pard et d’ les distances du méme point aux deux plans
P et P, nous aurons pour chaque point du lieu cherché

(1) r* = kdd'[*],
ou bien

k(x4 my + nz—|—p)(.z‘+m"y+n’z+p’)
\/1+m’+n’\/1+m”+n” ’

(Pt (g P (= =

en remplacant r, d et d’ par leurs valeurs connues en fonction des
coordonnées conrantes x, ¥, z d’un point du lieu cherché, et des coor-
données fixes x’, ', 2’ du point donné.

3. Pour abréger, je pose
‘.

h =
\/1+m’+n’\/1+m”+rz"’

[*] M. Cauchy appelle module le rapport constant #, et il fait observer que les dis-
tances d, d', pouvant étre prises avec le signe +- ou avec le signe —, I'équation (1) re-
présente, en général, denx surfaces du second ordre distinctes I'une de Pautre. (oir le
Rapport de M. Cauchy.}
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et Jal 'équation
(w—ay+(y—yf+ (=27
= h(x -~ my -+ nz + p) (x +my -+ n's +p'),

(2)

qui représente généralement une surface du deuxiéme ordre.

Nous appellerons foyer le point fixe x’y’z’, et plans directeurs
Jes deux plans donnés (P) et (P’). Ainsi tout foyer jouit de cette pro-
priété que: Le carré de sa distance & un point quelconque de la surface
est décomposable en deux facteurs entiers, rationnels et du premier
degré en fonction des coordonnées de ce dernier point.

Réciproquement, lout point jouissant de cette propriété est un forer,
car de I'équation (2) résulte immédiatement I’équation (1), et 'on ob-
tient les équations des plans directeurs en égalant a zéro chacun des
deux facteurs du premier degré dans lesquels on a décomposé la valeur
de r2.

4. Au lien de discuter immédiatement les différentes surfaces repre-
sentées par I’équation (2) et correspondantes A un certain foyer et & nn
~ systeme de plans directeurs donnés, proposons-ous: la question in-
verse, Cest-a-dire : Etant donnée une surface du (euxiéme ordre par
son dquation , cherchons si cette surface admet un ou plusieurs Joyers,
ainsi que un ou plusieurs systémes de plans directeurs.

Pour cela, développons et ordonnons I'équation (2), cequinousdonne

[ x(1—h) 2 (1~ hmm )+ 2* (1 — hnr!')
— yzh{mn' + m'n)—azh(n+n') — xyh(m—+m')
oz 4 h(p-+ pY—ylay’ - b mpf + mp)]
— z[22"+ h(np' +n'p)] 4 2" + ¥ 4 a"* — hpp’

= 0.

Or, cette équation représentant toutes les surfaces qui admettent
des foyers et des plans directeurs, nous n’aurons qu’a chercher, dans
chaque cas, si 'on pourra déterminer un ou plusieurs systemes de va-
leurs des quantités &, m, m', 7, n', pet p,x’, y' et 2’ qui rendent
Péquation (3) identique avec I'équation donnée.

Observons d’abord que P’on peut toujours concevoir pris pour plan
des xy, par exemple, un des plans diamétraux principaux, et pour

21..
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axe des x, un des axes de la surface donnée. Alors I'équation de cette
surface sera de la forme

(R) Lx®+ My?* + Nz* + oPx +~ R = o,

et en identifiant 'équation (3) avec celle-ci, on a d’abord les trois re-
lations

mn’ +mn=o0, m+m=o0, n+n=o,

d’ou résulte 'un ou I'autre des deux systémes
(M) n=o0, n =0, m=—m;
(M,) m=o, m=o0, n=-—n.

Admettons le premier, par exemple; comme le terme en z doit dis-
paraitre de équation (3), on aura
= 0’
et par conséquent déja tout foyer est situé dans l'un des plans diamé-

traux principaux de la surface.
On voit, en méme temps, que les plans directeurs dont les équations

deviennent
(p) X+mY+p=o,
() X —mY +p'=o,

sont perpendiculaires au méme plan diamétral principal et que leurs
traces sur ce plan font des angles égaux avec laxe des x.

3. ldentifiant maintenant 'équation (3) avec I'équation (R,, nous
avons les équations de condition

(@) 1—h =%, - hm? =
(&) 2w’+h(p+P’)=—3N£, 2y + hm(p — p) = o;

R
(c) I Hxt — hppt =%
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Les deux premieres nous feront connaitre % et m; puis, 'élimina-
tion de p et p’ entre les trois derniéres nous donnera généralement une
seule équation en x’y’ : ce sera celle d'un lieu géométrique dont
chaque point sera un foyer de la surface.

Nous obtenons ainsi

7 _ N—L M—N
L= 0 MT VNI
_ [Nz’—i—P Ny’ ]
P="1F= T \n—np—nJ
Nz’' 4P Ny’ )
p=- [ T el ];
N—L Y (N—L)M—N)
d’out :
(le+P»)2 Nzy/e

hpp' =FF—1) T NM—F)

’

et partant, 'équation (c) devient

Lz’ My’ P(e>Nz'+P) _ R

(@) LN T M—N " N§—L) N

Chaque point de la courbe représentée par I'équation (¢) étant un
foyer de la surface (R), cette courbe est le lieu de tous les foyers situés
dans le plan des xy, et nous la nommerons une focale. Toute focale
est donc une des trois courbes du deuziéme ordre ou une de leurs va-
riétés. Observons que, sila surface (R) admet un centre, ce point étant
pris pour origine des coordonnées, on aura.

P = o,
et par conséquent la focale (p) sera aussi rapportée a son centre.

6. Si Pon substitue les valeurs de m, p et p’ dans les équations des
plans directeurs p et p’, ona

M—L Nz'+4-P Ny’
X YA o2 — T == = 0,
(*4’) + N—L N—L + (N—L)(M—N} ©
M—N Nz’ +P Ny’
Y= B RS S S
(¢") YVi== ~vT " opmey
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Ainsi, pour chaque point de la focale (' y'), on aura un systéme
de deux plans directeurs formant deux séries de plans respectivement
paralléles. La ligne d’intersection de deux plans d’'un méme systéme
quelconque sera déterminée par les deux équations

Nz’ -+ P Ny
/ \ = —— -
K X N—_L ’ N—M’

que l'on obtient en ajoutant et retranchant successivement les denx
equations () et (¢/). Cette droite, toujours réelle lors méme que les
équations des plans directeurs renfermeraient certains termes imagi-
naires, sera désignée sous le nom d’axe directeur, et nous voyons que,
pour chaque point de la focale x'y’y il y a un axe directeur dont /e
pied a pour coordonnées X, Y.

Les deux points x'y’ et XY, dont les coordonnées sont lides par

les relations (x), ou bien

- , X(N—L)—p . Y(N—M
‘.,./- ) xr = _—N——‘-, et ')’ = —*N——a

sont appelés points conjugués [*).

7. Puisqu'a chaque point de la focale correspond un point conju-
gué situé dans le méme plan, cherchons le lieu de tous les points con-
jugués aux divers points de la focale. Pour cela, éliminons x' et !
entre les équations de la focale (¢) et les équations #"), ce qui donne

9 L@L—-N)X*+ M(M—N)Y?+ 2PX(L—N)+ P*— RN.

La courbe représentée par cette équation est toujours de la méme
espece que la focale et généralement réelle ou imaginaire avec elle.

1] Silon congoit que le point (XY) devienne le sommet d’un céne circonserit & la
surface du deuxi¢me degré, le plan de la courbe suivant laquelle le céne touchera la
surface, renfermera toujours le foyer z’y’. Pour cette raison, M. Cauchy nomme le
point (X Y) un pdle de la surface correspondant au foyer z’y’, et il démontre que le
foyer (2’y ") coincidera toujours avec le pied de la perpendiculaire abaissée du pole
(X, Y) sur le plan polaire correspondant a ce méme péle. (Pair la Note IV® faisant suite
au Rapport de M. Cauchy.)
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Nous lui donnerons, pour cette raison, le nom de synfocale , et nous
voyons que, si la focale admet un centre, ce méme point est aussi le
centre de la synfocale.

8. La valeur générale de r? devient, par suite des équations de con-
dition du n° 4,

r:=hix -+ my+ p)(x —my +p'),

etsi 'on y remplace %, m, p et p’ par leurs valeurs (8), on obtient

. N—L N/ +P\?  N—M Ny’ \?
22 — I .
L) TR (x N—L) TR (f N—M) g

ou bien encore, en remplacant &’ et y’ par leurs valeurs (x),

= TR — X T (- Y

P
T
S~

Or, si nous supposons une valeur fixe attribuée a r, puis, que d’'un
certain point (F) de la focale, pris pour centre, nous décrivions une
spheére avec un rayon r, cette sphere coupera généralement la surface
(R) suivant une ligne 2 double courbure, dont les différents points au-
ront pour coordonnées, paralléles aux deux axes des x et des y, pré-
cisément les valeurs de & ety qui vérifientl’équation (p). Par conséquent
si 'on consideére, dans cette équation, r, &’ et ¥’ comime constantes,
et x, y comme des coordonnées courantes, nous aurons une courbe
qui sera la projection sur le plan des xy de la ligne suivant laquelle la
surface est pénétrée par une sphére de rayon r ayant pour centre le
point &'y’ de la focale. Nous appellerons cette courbe ia projection
et nous voyons qu’elle est toujours une ligne du deuxiéme ordre ayant
pour centre le point de la synfocale XY conjugué au point ¥ de la fo-
cale pris pour centre de la sphere.

Si nous supposons qu’on attribue a r une autre valeur, x’ et y' ou
X et Y ne changeant pas, on aura une nouvelle sphere concentrique
avec la premiére, et la projection correspondante sera une courbe
semblable a la premiére et aussi concentrique avec elle. Donc généra-
lement: Si dwn certain point pris arbitrairement sur une focale, comme
centre commun , on décrit une série de sphéres, les projections sur le
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plan de la focale , des lignes suivant lesquelles la surface est penétree
par ces différentes sphéres , sont toutes des ellipses ou bien des hyper-
holes semblables ayant pour centre commun le point de la synfocale
conjugué au point de la Jocale pris pour centre des sphéres.

9. Supposons ensuite que, dans I'équation {p), on fasse varier x’
ety ouXetY, rrestant constant, ce qui revient a admettre que le
centre d’'une méme sphére parcourt la focale, les différentes projec-
tions correspondantes sont toutes des courbes égales entre elles, ayant
pour centre, chacune le point de la focale occupé par le centre de la
sphere correspondante. On pourrait donc définir la synfocale : Ze liew
des centres de toutes les projections sur le plan de la Jocale des diffe.
rentes lignes lintersection de la surface par une sphére de rayon quel-

conque qui est supposee se mouvoir de maniere {ue son centre parcoure
la focale.

10. Soit pris un certain point M sur la surface ; je méne par ce point
un plan perpendiculaire i 'axe des x, lequel aura pour équation
% = %, et coupera généralement la surface suivant une ligne du
deuxieme degré, que nous appellerons wune section perpendiculaire.
Le plan de cette courbe coupe généralement la synfocale en un point
qui a pour abscisse X = x,, et si nous considérons le Jorer conjugue
fious aurons pour I'abscisse de ce point

.z',(N—L)—P’ dott 2 —X — Nz’ P
~ ;s — —_— T

[
xr = N N_T,

el par conséquent, pour tous les points de la section perpendiculaire
x = x,o0na

N—X Ny’ \2
2—— ——— — e
=R («T M~N) ’
d’ou
N—M Ny’ N—M . N
ro=\/— — =) = /=M —Y)
1 N (f M—N) N (W Y)

Mais si nous nommons d, la distance d’'un méme point M de la sec-
tion perpendiculaire 4 Paxe directeur correspondant, c’est-a-dire
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ayant pour pied le point X = x,, nous avons évidemment
3, = y - Y,

d’ou résulte

7, = Eﬁ > a ou .'.f. —_ \/@
4 N i1 31 N
Si par le méme point M de la surface on méne un nouveau plan per-
pendiculaire & I'axe des y, on aura une nouvelle section perpendicu-
lairc, et si’on désigne par r, et &, les distances d’un point quelconque
de cette section au foyer conjugué et a I'axe directeur correspondant,
on verra de 1a méme maniere que ’

o \/ N—L

& N
Ces valeurs de r, ou 7, ne seront imaginaires que si le plan mené par
le point M, perpendiculairement soit & Paxe des x, soit 4 I'axe des y,
ne rencontre pas la synfocale. Doue généralement :

Etant pris arbitrairement un point sur la synfocale comme pied
d’un axe directeur, si par cet axe on meéne un plan perpendiculaire
soit & Laxe des x, soit & Uaxe des y, et que ce plan détermine sur la
surface une certaine section, tous les points de cette ligne jouissent de
cette propriété, que les distances d'un quelconque cle ces points au foyer
conjugué et a laxe directeur correspondant sont constamment dans le
méme rapport.

On voit de plus que la valeur de ce rapport est la méme pour toutes
les sections perpendiculaires\au méme axe principal de la surface.

11. Tous les résultats que nous venons d’obtenir sont relatifs au
plan des xy, parce que nous avons supposé, n° 4, qu’on a pris pour
ce plan un des plans diamétraux principaux de la surface. 1l y aura
donc lieu généralement de chercher la focale, synfocale... sur chacun
des plans diamétraux principaux, ce ue nous aurons soin de faire
dans chaque cas particulier.

Tome VIIL. — Mar 1843, 22
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§ 1I.

Propriétés des focales, synfocales et plans directeurs dans les surfaces douées d’un centre
et particuliérement dans Uellipsoide.

12. Soit I'équation
N x'l J;Z z’!

/ o I

‘E) at b + c? b

dun ellipsoide rapporté i son centre et & ses axes (Planche 1, fig. 1).
Si nous la comparons a I'équation {R) du n’ 4, nous avons

D L:—I—, M=_ N::—f, P=o0, R=—1,

valeurs qui, substituées dans I’équation (¢) du n® 5, donnent

72 72
Z
Y = —1

(F) gy e e e

pour I'équation de la focale située dans le plan des xy.
Or, nous pouvons tonjours supposer que J'on a

a>c, ¢ > b,

ce qui revient & dire que I'on a pris pour axe des x, le plus grand axe
de Dellipsoide, et pour axe des y le plus petit.

Cette hypothése admise, on voit que I'équation (F' représente une
hyperbole située dans le plan du plus grand et du plus petit axes, ne
rencontrant point le plus petit et coupant le plus grand 4 des distances

x = T
du centre. Cette courbe a donc powr sommets les Joyers de Vellipse
principale située dans le plan des xz; elle a pour foyers ceux de I’el-
lipse principale située dansle plan des xy; car, en appelant A, B les
deux demi-axes et C sa demi-excentricité, on a

C = VA?* 4 B? = ya® — §°.
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On voit aussi qu’elle a pour asymptotes les deux droites

pray 2
=t x \/ -
” iy

qui sont aisées & construire.

13. Si nous substituons pareillement les valeurs (I} dans I'équa-
tion [6) du n°® 7, nous aurons

SR 2
¢—=bgo o€
b4 at

o

pour I'équation de la synfocale. Cette courbe est une nouvelle hyper-
bole qui ne rencontre pas non plus I’axe des y et qui coupe celui des
x 4 des distances

at

T a—c

de I'origine. Elle a donc pour sommets les pieds des directrices de
Vellipse principale située dans le plan des xz. Les asymptotes de la
synfocale ont pour équations ‘

b at— ¢?
Y - T & ct b
Or, soient o et 8 les angles que les asymptotes de la focale et de la

synfocale forment avec Paxe des x, 'un au-dessus et I'autre au-dessous,
on a

ci— b b Ja—c
tang o = = \/———, et tang@::;;z\/

d’ou résulte

t ta 6——E
ang o tang © = — —»

et par conséquent : Chacune des asymptotes de la synfocale forme,
avec une des asymptotes de la focale , un systéme de diamétres conju-
gués de Pellipse principale AOA’ situde dans le plan des xy.
Connaissant ainsi les asymptotes et les sommets de la synfocale, on
construira aisément cette courbe; puis, si I’on veut obtenir un point

22, .
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conjugué 4 un point donné quelconque de la focale, on en construira
Fabscisse par la proportion

a'.’
X.:x ::

) \/a2~ c?

‘¥a*—¢* ou :: OD: OF.

14. Cherchons maintenant les plans directeurs, et pour cela, sub-
stituons les valeurs (1) du n° 12 dans les eéquations (U) et (¢') du n° 6,
ce qui nous donne

’7

. *— b2 a‘zr’ aby
: X -+ Y E C“ T + v e ——
P) bV g —¢ a*—¢’ \/(az_(.a)(cz_ 6%

. . 2 b2 2z’ by’
P Xy R R e s

at—c? a’— ¢?

Vie—e)e—2)
Ces équations sont réelles, et par conséquent, pour chaque point de la
focale (x"y"), il existe un systéme de deux plans directeurs; pour ob-
tenir leur direction, il n’y a qu’a construire les traces de ceux qui cor-
respondent au point de la focale situé sur I'axe des x. Or, pour ce
point, on a

),./ — 0 et " — \/‘61,2—02,

et par conséquent les plans directeurs correspondants ont pour équa-
tions

a ci— b2 a?
X+ YV — Vo—a = O
al—¢
et
a c— b a?
X_ —_ Y Z a_—‘—z__c"’ - \/—.a—__?.__ “2 —_— Oq

d’ou I'on déduit pour Y = o,

a?
X:* >

et pour X = o,
ab

Y = .
+ c?— ¢?

Ainsi, ces deux droites coupent 'axe des & au point D, sommet de la
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synfocale, ce qui était aisé & prévoir. Pour obtenir les points ou elles
coupent I’axe des y, j’établis la proportion

VeE—5 ou OF:AO::BO:LO;

puis, prenant OL’ = OL et menant les deux droites DL, D1/, nous
avons les traces des deux plans directeurs correspondants au foyer F.

Pour obtenir les traces des plans direcleurs qui correspondent & un
autre foyer quelconque F,, je construis le point conjugué D,, puis je
meéne par ce point D, L, et D, L, respectivement paralleles a4 DL, DI,
et j’ai les traces demandées.

15. Si nous substituons pareillement les valeurs (/) dun® 12 dans
I’équation (p)du n’ 8, nous avons pour la valear générale du rayon
vecteur r, mené d’un certain foyer &'y’ a4 un point quelconque de la

surface,
. a’—c? axx’ \2 et — b? bty \2
re = a? x E;_ ot b‘l .y -+ ot bz .

Or, soit une section 20 faite par un plan perpendiculaire a I'axe OY
et passant par le point de la synfocale (XY) conjugué au foyer x'y’,
on aura, pour tous les points de cette section,

by’

c'—’——b—”

y=Y=-

et par conséquent, la valeur correspondante de 7 ne dépendra plus que
de la seule variable x. On a, en effet,

. at—c’ atx’ \? \ al—¢? atx’
r* == (x— ), d’ou r:i:\/ X — — >

a’ at— ¢? ai— ¢?

avec la relation

ax’

x <X ou x< pral
puisque la synfocale est enti¢rement extérieure a la surface.

Soient donc r, et d, les distances d’'un méme point M de la section oz’
au foyer conjugué F, et i P'axe directeur D, correspondant, nous
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aurons en valeur absolue

’

ai—c ks

a’x

L), s d=X e

et par conséquent, nous avons, dans ce cas, pour la valeur constante
der,ad,,

quantité toujours < 1.

16. Considérons maintenant un second point de la focale F, ne dif-
férant du premier I, que par le signe de I’abscisse x’, nous appellerons
ces deux points foyers conjugués de la section aa'; et si nous prenons
les distances ret 1’ d’un méme point M quelconque de la section aux
deux foyers conjugués, nous aurons en valeur absolue

a—ct [ a2 a—c [ iz ‘
p= VIO (~—;~~ L= ), pr=Yr=0 (u —+ .1')
a a’—¢? a—¢*

En additionnant ces deux valeurs, nous obtenons

2ax’ , , d,
-, ouencore  r—+ r’ = 20’ =,

=
yal—et I

quantiteé constante pour tous les points d’une méme section perpen-
diculaire et variant d’une section a V'autre proportionnellement 4 la
distance 2’ des deux foyers conjugués.

17. Supposons maintenant qu’en un certain point M(x,, y,, z,) de
la section perpendiculaire 22', nous menions une normale i Pellip-
soide, et cherchons I'angle que fait cette normale avec le rayon vec-
teur MF,.

D’abord . I'équation du plan tangent a Pellipsoide au point x,, ¥, z,,
etant
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la normale au méme point aura pour équations
R clx, 5
x—.%,:;;z—(z—z,/, . at v z?
(MN) ! avec la relation =% + 57 + 5 =1
<y, “ ¢

Yy —r.= bzz_: (Z——Z,),

Un rayon vecteur, mené par le point M et par un point quelconque
de Vespace x’', y', 2, a pour équations

x,— =y \
v x= g, e y—y =i
4

i
EF

Mais pour exprimer que le point (x', ', z') est situé sur la focale et
conjugué 4 la section ¢a’, nous avons les relations

sz,/ },I-_w zt
A —_ —_— e = —
Z =0, ), =" o et T o T 1.
Nous en déduisons
Cz_}‘l
| J—
,7/ - )’ — T ’

et partant, nous avons pour les équations du rayon vecteur MF,,

!
”"I L

X — X, = -

. (z —z,),

cy, .
=X =gy BT R

(MF,)

et Pon voit tout d’abord que la normale MN et le rayon vecteur MF,
sont situés dans un méme plan perpendiculaire au plan des xy .

Pour obtenir actuellement 'angle de ces deux droites, faisons dans
la formule générale

\/(rx —a' ) (6 — 3')2 -+ (aG' — Ga')z
ax + 66" -+ 1 ’

tang V =

cx x,—x cy
:! / | J— / — —_—
2 ? o = 1) g ——— G’ prm— -———" +
a’z, z b2z,
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et nous avons

tang M, = (7, =@z, +aa) Vb vy

2 202 2 n

x c Z X, X
2hiat . ' f ‘
@b (‘a’ +c2 )

bt a?

) 22 2 =
puis, remplacant =~ par la valeur 1 — = — "4, observant que

et supprimant les facteurs communs, on a enfin

2 EARY S Y Y
(@ —cybia)! + ¢y,
bz’ '

tang (MF,) =

Or, si I'on cherchait l’angle de la méme normale MN avec le ravon
vecteur MF,, allant du méme point M au foyer F,, lequel ne differe
de F, que par le signe de P’abscisse &/, on aurait visiblement des résul-
tats ne différant des précédents que par le signe de 'abscisse x'. Donec,
’abord le plan de la normale MN et du rayon vecteur MI", contient
aussi le second rayon MF,. Dailleurs on aura

tang (MF,) = — tang (MF,},

et par conséquent /a normale MN divise en dewu: parties cgales langle
dles rayons vecteurs, menés ('un méme point M quelconque d'une sec-
tion perpendiculaire aux deux foyers COnJugUes.

Ainsi, en général. si 'on conpe un ellipsoide par un plan perpendi-
culaire a son petit axe, ce plan coupera la synfocale en deux points
et les points conjugués de la focale peuvent étre considérés comme de
veritables foyers de la section correspondante , car ils jouissent des
propriétés suivantes :

1°. Les distances «’un point quelconque de la section ao’' a laxe
directeur et au foyer conjugué correspondant sont dans un rapport
constant ;

2", La somme des distances o’un méme point M quelconque cle la
section perpendiculaire ax' aux deux foyers conjugués est constante ,
et égale a la distance des deux foyers conjugués multiplice par le rap-
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port des distances d’un point de la méme section a laxe directeur et
au _foyer conjugué correspondants ;

3°. La normale a la surface au point M quelconque de la section
g0’ est située dans le plan des rayons vecteurs MF,, MF',. et divise
langle de ces droites en deux parties egales.

18. Si, dansla valeur de »® du n° 15, on posait

ez
X = X pooamy “——‘2 '2,
a—c
on aurait pour r un résultat imaginaire; et, en effer, aucun plan men¢

par un point quelconque de la syfocale,, perpendiculairement an grand
axe, ne peut couper Vellipsoide.

19. Cherchons maintenant les résultats analogues relatifs au plan
des az, ¢’est-a-dire au plan du plus grand et du moyen axes de Vel
lipsoide.

Pour cela, nous n’avons qu’a changer, dans I'équation de la sur-
face (E) du n° 12, yen z, et réciproquenient, ce qui revient 2 changer
dans toutes les autres formules, d’abord y en z, pinis ¢ en b et b en ¢.

On obtient ainsi, pour I'équation de cette nouvelle focale sur le plan
des xz,
2 12

X » Z x
(F.) pray il

ellipse réelle, puisque I’on suppose toujours Z;Z Elle a pour demi-

axes
b

x = Ja® — b, et 3 = \c? — 7,

et par conséquent, pour demi-excentricité,
} ’ ;

; ;
vx” 7% — \/(Z2 — 2.

Les quatre sommets sont donc les jb]‘ers des deux ellipses principales
situées, 'une dans le plan des xy, et Pautre dans celui des yz; et de
plus, ses foyers coincident avec ceux de la section principale, située

Tome VHI. — Mar 1843. 23



178 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

dans le plan des xz. On construira donc aisément cette courbe, qui
sera telle que F ¥ F, F (fig. 2).

20, L’équation de la synfocale devient ici

D) it

cﬁ a5

X? =,

nouvelle ellipse ayant pour demi-axes

a’ c?

= e et 7 —= —
‘/az__bz’ \/(:2_b:"
quantités aisées & construire ; et par suite, on a la courbe DD, D' D, .
On trouve, dans ce cas, pourles équations des plans directeurs,

a b — ¢t a*z’ acz’

Kozt e e
eV ar—p? ar— b? v’(az__ ) (b — %) ’

lesquels sont imaginaires, puisque ’on suppose a > b et ¢ > b, et
par conséquent il n’y a point de plans directeurs perpendiculaires au
plan du plus grand et du moyen axes de Vellipsoide [*].

Quant & Paxe directeur perpendiculaire au méme plan, il a pour
équations

ar’ L'?Z/
= 075, e Z=_"_.
at—b? ? p - b?

D’apres cela, étant pris un point quelconque sur la focale x’ ¥’y on

aura les coordonnées du point conjugué de la synfocale X Z par les
deux proportions

Xiar =% sva*— 6% ou i OD:OF;

s/‘;z:'[,i

Z:3:: \7:7 Ve — 8%, ou - OD,: OF,.
ol b2

{*] Les plans directeurs deviennent réels si 'on admet que, pour les cas oit nous les
avons obtenus imaginaires, la surface soit définie par I'équation

k
r: = ;(dz"!,_' dlz),

au lieu de
r* = fkdd’.
(Poir le Rapport de M. Cauchy et la Note 1v.)
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91. Ona, dans ce cas, pour la valeur générale du rayon vecteur,

2 a*— b? a’x’ \? c—b? iz’ \2
r< = p (x - ;lr’— b’> -+ o <Z — g~77) .

Or si, par un certain point de la synfocale XZ, on mene un plan
perpendiculaire a I'axe des z et que I'on considére le foyer F, conjugué
i la section correspondante 8¢, on aura, pour tous les points de cette
section,

'z’
2 = Z — ol bz’

et par conséquent, pour tous ces points, la valeur de r devient

o= -+ ia:__b_l xX — a’z!
- a a—b)’

. alx/
avec toujours x < X, ou x < oy

On aura donc en valeur absolue

i [ atx’
r, — ya (az——b" '—x>7

a

pour la distance d’un certain point M quelconque de la section 66 au
foyer conjugué F,; et si 'on désigne par d, la distance du méme point
M 4 P'axe directeur correspondant D,, on aura
2/
d=X—x= a—‘:_ib—, —x,
et partant,
ro_ Ya—b

d, a

Soient r et r’ les distances d’un méme point M quelconque de la sec-
tion €&’ aux deux foyers conjugues Fy, F',; on anra, en valeur absolue,

2__ b2 2/ |/2_b7 2!
r:\/a b(“'z——.x), et r':_fz—*__(al +x),

a at— bz a at— b

d’ ot
2ax’

l

r = ==
+ \/az_b'z
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valeur constante pour tous les points de la méme section &€’ et variant
d’une section a I'autre proportionnellement a la distance 22’ des deux

foyers conjugués.

22. Silon fait les mémes changements dans les formules du n* 17,
on verra exactement de la méme maniére que la normale & la surface
au point M et chacnn des deux rayons vecteurs MF, et MF', sont situés
dans un méme plan perpendiculaire au plan des yz, et que la premiere
de ces droites divise en deux parties égales 'angle des deux autres.

23. Revenons & la valeur générale de 72 du n° 21, et observons que,
si I'on fait

atx’
r= T

on obtient une valeur réelle, fonction de la seule variable 2.

Je mene douc, par un certain point D, de la synfocale, un plan per-
pendiculaire  Paxe des x, lequel coupe la surface suivant la section
77’ etjai, pour tous les points de cette section,

I3

x =X = a2—b"’

et par conséquent la valeur correspondante de r devient

Yer— bt c'z’
— + _
r— =+ (z %)

[

c*z’

avec toujours visiblement z < Z, ou z < v

On aura donc, en valeur absolue,

J— \/02_62 ( c’a’ —_— Z):

r, —= s c— p?

pour la distance d’un certain point M quelconque de la section 1 au
foyer conjugué F,. En opérant, du reste, comme on vient de taire , on
trouvera pour la valeur constante du rapportde r, a d,

ro \/(;-—- b2

—_— 2
d, ¢
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et pour la somme des rayons vecteurs menés d'un méme point M quel-
conque de la section yy’ aux deux foyers conjugues I, F,,

valeur constante pour tous les points d’une méme section et variant
d’une section 4 P'autre proportionnellement a la distance 2z’ des foyers
conjugués.

24. Pour obtenir I'angle de Ia normale MN & la surface au point M,
avec le rayon vecteur MF,, prenons les projections de ces deux droites
sur le plan des xy et sur celui des yz, lesquelles sont :

L bz, o
X — X, = L_Z? (')" ~<‘)’/),
Pour la normale MN. . . . . . . . .. 5 !
z — Z’ZF}—:' (f—f/):
b
X — X, = azj.l (7’ —Xiis
et pour le rayon vecteur MF,. .
Z,—32 N
z’_——zI:l. (.7__,7-/);
Y
en observant que I'on a
ﬂzx/ ; ’2 x/z
X, = a—b’ Yy =09 et t— b2 -+ b =1
pour le point F,, d'ou résulte
/ bz'r/

x, — ' =—*

On voit d’abord que la normale MN et le rayon vecteur MF, sont situés
dans un méme plan perpendiculaire au plan des xy.

Les équations du deuxiéme rayon vecteur MF ', ne différent de celles
de MF, que par le signe de z’, et par conséquent le plan mené par la
normale et par MF, contient ausst MF',.

De plus, si l'on calcule exactement, comme au n° 17, la tangente
de ’angle que fait la normale avec le rayon vecteur MF;, on trouve
une valeur qui, changée simplement de signe, devient la tangente de
Pangle de la normale avec le rayon vecteur MF',, et par conséquent
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encore, la normale MN divise en deux parties égales I’angle des rayons
vecteurs MF,, MI'.. Donc généralement :

SiLon coupe un ellipsoide par un plan perpendiculaire soit au grand
axe, soit a laxe moyen, il y a, pour chacune de ces sections, dewr
Joyers conjuguds appartenant a la Jocale située dans le plan du plus
grand et di moyen axes; et 1° la somme des rayons vecteurs menes
d’un méme point quelconque de chacune de ces sections aux deux
Joyers conjuguds, est constante; 2° la normale ¢ la surface en ce point
de la section est dans le plan des mémes rayons vecteurs et divise en
deux parties égales Langle de ces dewx (roites.

De la résulte un moyen fort simple de mener un plan tangent &4 un
ellipsoide par un point M donné sur la surface. Comme on connait les
deux coordonnées OP et O de ce point, on déterminera facilement
celles OP" et OQ)' des foyers conjugués aux deux sections perpendicu-
laires §§" et yy’ passant par M; puis, menant par le point P’ une pa-
rallele & OZ et par ( une parallele 2 OX, le point N ou se coupent
ces deux droites appartient & la normale menée par M. On construira
donc la droite MN, et un plan perpendiculaire i cette droite aun point N
sera le plan tangent cherché.

23. Enfin, sil’on voulait obtenir la focale sur le plan des yz, c’est-
a-dire sur le plan des deux plus peuts axes de I'ellipsoide, il n’y aurait
qu'a changer &' en z’ avec aen ¢ et cen a dans Péquation (F) du
n° 12. On obtient ainsi I'équation

‘F 2‘) T

laquelle représente toujours une courbe imaginaire. Ainsi, dans le plan
des deuc plus petits axes de Uellipsoide , il ny apasde jfocale, ni par
conséquent de synfocale.

26. On trouvera des résultats parfaitement analogues pour 'hyper-
holoide & une nappe en appliquant de la méme maniére les formules

.

générales du premier paragraphe 4 I'équation de cette surface

N x? y? 22
'H) —

pe; F-E’:I’

ou plus simplement encore en changeant le signe de ¢® dans toutes les
formules relatives a Pellipsoide.
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On voit ainsi que, dans le plan des xy, c’est-a-dire dans le plan des
deux axes réels de la surface, LA FocaLE est une ellipse qui a pour
somunets les foyers des deux kyperboles principales et pour foyers ceux
de Uellipse de gorge ; LA SYNFOCALE est une autre ellipse qui a pour som-
mets les pieds des directrices des deux hyperboles principales, etc., etc.

Dans le plan des xz, ¢’est-a-dire du plus grand axe réel et de I'axe
imaginaire , on reconnait que LA FOCALE esi une hyperbole qui a pour
sommets les foyers de Uellipse de gorge, et pour Joyers ceux de Uhy-
perbole principale sutués dans le méme plan des xz; LA SYNFOCALE esl
une autre lhyperbole , qui a pour sommets les pieds des directrices de
Lellipse de gorge, et pour asymptoles dewx droites Jjormant, avec cha-
cune des asymptotes de la focale, un systéme de diamétres conjugués de
Lhyperbole principale situés dans le plan des xz.

Les plans directeurs sont toujours imaginaires pour cette surface.

Enfin il n’y a ni focale ni synfocale dans le plan des ¥z, c’est-a-dire
dans le plan du plus petit axe réel et de I'axe imaginaire.

On démontre aussi, exactement comme pour Iellipsoide, quiilexiste,
pour chaque section de la surface par un plan perpendiculaire & l'un
des axes, pourvuque ce plan rencontre une des deux synfocales, deux
points dune jfocale, ou FOYERS consucuss, tels que les deux rayons
vecteurs , mends d'un point quelconque de la section & ces deux foyers,
donnent une somme ou une différence constante , suivant que la section
est une ellipse ou une hyperbole, et que la normale & la surface auméme
point de la section est toujours située dans le plan de ces deux rayons
vecteurs, et divise en parties égales Uangle de ces droites.

27. Pour l’hyperbolo'ide 4 deux nappes

x? Jﬁ; z2

Pl cR

il n'y a qu'a changer de signe b? et ¢ dans la différence, résultats ob-
tenus pour Uellipsoide.

On trouve ainsi que la focale et la synjfocale sont des ellipses sur
le plan des xy, c'est-a-dire de laxe réel et du plus petit des axes ima-
ginaires, et des hyperboles dans le plan des xz, C'est-a-dire de laxe
réel et du plus grand axe imaginaire.
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Ces deux courbes sont imaginaires dans le plan des deux axes ima-
ginaires.

Quant aux plans directeurs, ils sont réels pour chaque point de la
Jocale situee dans le plan des xy, et imaginaires pour cclle qui est
situce dans le plan des xz.

Enfin, pour chaque section faite par un plan perpendiculaire & Pun
des axes, il existe généralement deux foyers conjugués dont les pro-
priétés peuvent s’énoncer comme dans le cas de Phyperboloide 4 une
nappe.

28. Si nous appliquons nos formules générales du premier para-
graphe au cone, qui a pour équation

x? 7?
cTE T 2T

ou trouve un point unique pour la focale et la synfocale situées dans le

plan des xy.

Mais dans le plan des xz, c’est-a-dire dans le plan qui renferme ’axe
du cone et le plus grand axe de la base elliptique, on trouve deux
droites pour la focale et deux autres droites ponr la synfocale, les-
quelles se coupent toutes au sommet du cone et jouissent, en outre,
de cette propriété, que chaque droite synfocale forme, avec une des
Aroites focales, un systeme de diamétres conjugués d’une hyperbole
réduite aux deux droites

x:

BN

S = 0.
a:

Tout plan mené perpendiculairement i V'axe du coéne, ou bien au
plus grand des axes de la base elliptique, coupe la surface suivant une
courbe qui a pour foyers conjugués deux points de la focale, et les
ravons vecteurs, menés de ces deux foyers &4 un point quelconque -
de la section, jouissent de toutes les propriétés précédemment énon-
cées pour les autres surfaces.

29. Au lien de se servir des formules générales du premier para-
graphe pour obtenir la focale, la synfocale, etc. , d’une surface donnée,
on pourrait chercher directement la focale par une marche qui offre
quelque analogie avec celle qu’on suit ordinairement pour obtenir les
foyers d’une courbe. ¥n effet, nous avons reconnu que chaque point
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d’une focale jouit de cette propriété, que Vexpression du carré de la
distance de ce point 4 un point quelconque de la surface est décompo-
sable en deux facteurs entiers, rationnels et du premier degré en fonc-
tion des coordonnées de ce dernier point. D’apreés cela, étant donnée
équation d’une certaine surface, celle d'un ellipsoide par exemple,

. .;CZ ‘y'l Z'.f
(I) ;l“__,—f—ﬁ—i-c—z——ly

cherchons le point ou plutot le lieu de tous les points qui satisfont a
cette condition.

Soient &', ¥’, z' les coordonnées de I'un des points cherchés; on
aura

g = (= 2P (= (58

pour la distance de ce point & un point quelconque x, ¥, z, et pour
exprimer que c’est un point de la surface, je substitue dans 'équa-
tion (2), 4 z par exemple, sa valeur tirée de I'équation (1), ce qui
donne

(,3\ r2 __(T_xl>2+/ - /\‘2+ C\/—I—'— éﬂ_z_z, 2
) "' \;7 .f s/ at b .

Or, pour que r soit rationnel , il faut que r* le soit, ce qui exige que
z’ = o, et par conséquent déja tous les points cherchés seront situés
dans le plan des xy.

On aura, d’ailleurs, pour la valeur de r?,

4 r*=ax* (1 — 2;) + y* (1 — fb_z) —2xx’ — 2¥y 4+ x4yt — ¢t
Or, pour exprimer qu'une quantité de la forme
i Ax* + By* + Cx + Dy + E

est décomposable en denx facteurs entiers et rationnels du premier
degré, on a la condition

K AD? + BC* — 4ABE = o,
Tome VIII. — Mar 1843.
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laquelle devient ici

2 2 2 2
y'? (I—j?) +x’2<1—%> — (1——%) (1-—%) (" + ¥y — ¢*) = o;

d’ot1, en réduisant et ordonnant,

].Iz xlg

. — - = —1
— b2 a*—¢? ’

équation de la focale de 1'ellipsoide située dans le plan des xy.
La relation (K) étant satisfaite, le polynome (1) devient

A(x—r—y\/—??—*—

et partant, on a

¢ __‘D*_) (x__ \/"—"ﬁ+ C +_V,L>
2A ,J—aB IVT TR T

2 at—¢? a, [c—b? ax’ y'ab
TE e Ve T ame o
V(c'— &%) (a* —¢)
< [x a [f— b 2a’x’ ylab ]
YeVauia™ z=¢ Ve— ) (@ —o) )

et chacun de ces facteurs égalé a zéro donne I'équation d’un systeme
de deux plans directeurs correspondants & chaque point x’ ¥’ que 'on
considere sur la focale.

En ajoutant et retranchant les équations des deux plans directeurs,
on a

4

a‘x’ by
e & r=—am

xX =

pour déterminer le pied de I'intersection de ces deux plans.
L’élimination de x’ et J' entre ces deux équations et celle de la fo-
cale donne la synfocale.
La valeur précédente de r? peut aussi s’écrire

2 al—e? alz’ \2 L""—b’( bzy/ 2
r- = a? €T — al— ¢? - b2 \.7+ er— 4] ?

et toutes les propriétés des foyers conjugués et des rayons vecteurs se
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démontreront exactement, comme on ’a déja fait aux n* 15 et sui-
vants.

Si, an lieu de substituer dans la valeur de r celle de z tirée de P'équa-
tion (1), on avait substitué la valeur de 7 ou bien celle de x, on aurail
obtenu, pour I'équation de la focale sur le plan des zx et sur celui

des zy, exactement les équalions (F,) et (F3), que nous avons trouvées
aux n> 19 et 25.

§ 1II.

Propriétés des focales, synfocales et plans directeurs dans les surfaces dénuées de centre
et particuliérement dans le paraboloide clliptique.

50. L’équation du parabolt}l’de elliptique étant supposée ( Jig. 3)

ar2 z2
%+;7:2.%',

on obtiendra, soit en substituant dans I'équation générale (¢) les valeurs
L= o, M:l, N:l,, P=—1, R=0,
2 P _

soit en la calculant directement d’apreés ce qui vient d’étre dit, Véqua-
tion de la focale située dans le plan des xy,

G yr=p—p)ox —p

Nous supposerons p > p’, et alors on voit que la focale du paraboloide
elliptique , située dans le plan -de la parabole principale qui a le plus
grand paramétre, est une parabole ayant son axe dirigé dans le méme
sens que celui de la surface et snivant la méme droite. Elle a son som-

’
met situé a une distance% de l'origine, et par conséquent au foyer de
la parabole principale z* = ap’a; quant & son foyer, il coincide avec
cetui de la parabole principale y* = 2 pa, car il est ¢loigné de T'ori-

—_— / !
gine des axes de idw SR S
2 2 2

%1. On obtient de la méme manieére, pour la synfocale,

H yr— &

= - (X + p)
p—p ( P
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nonivelle parabole ayant son axe dirigé dans le méme sens et snivant la
PI

meéme droite que la focale. Son sommet, distant de I'origine de — 2 _est
q 8 2

sttué au pied de la directrice de la parabole principale z* = 2p’ox. Si
Uon désigne son parametre par P, on Pobtiendra, et par conséquent
son foyer, par la proportionp —p’ ip i p P,

En considérant un point x’y" delafocale, ona, pour les équations
des plans directeurs correspondants,

2
==

XY Ep;p—-x’—kp'i]’

lesquelles sont imaginaires. Quant & I'axe directeur, il sera déterminé
par les deux équations

K ot _

X=ux p, et Y_P——P"
lesquelles expriment aussi les relations entre deux points conjugués de
la focale et de la synfocale.

32. La valeur générale de r?, fournie par Péquation (p) du n° 8,

devient ici
- ! A 2
r*=(x—x + ’2—9-{]———3”( — 2 ,).
( P') PR U

Or, soit pris un point F, arbitrairement sur la focale, et soit D, le
point conjugué de la synfocale; si par ce dernier point on meéne un
plan perpendiculaire 4 'axe QY, on aura, pour tous les points de la
section aa’ ainsi déterminés,

s

- Py
r—p'

J‘:Y:

)

et partant, la distance du point F, 4 un point quelconque de cette sec-
tion parabolique sera

S — I3 ’
r==={x—x'4p’.
D’ailleurs on a évidemment, pour tous les points de cette section,

x>X ou x>x'+p,
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et partant, en valeur absolue,
r=x+p—x'.
Soit d la distance d’un certain point M de la section « & I'axe direc-
teur correspondant , on aura

d=x—X=x+p—=x/, etpartant r=d.

Donc généralement tout point M de la parabole a est également distant
du foyer conjugud ¥, et de laxe directeur correspondant.

33. Cherchons ensuite I'angle du rayon vecteur MF, avec la nor-
male 4 la surface au point M.
Les équations de cette normale sont

_ 7 »
v .x-—x,_—z—(z—z,),
{MN) Py, :
Y — 7. = "pz’/' (8 — %)
avec la relation
Yo A )
'-1')- -+ p—, = 2X,;

les équations de MF, seront

s
X — X, = _lz-" (z — 2,),
!

_ P

Y=y, = ;z—(z' — %)

(MF,)

car les coordonnées du point F, satisfont aux conditions

2 =o0, yP=(p—p2x' —p'), et y, = 5

d’ou résulte
l 14

Py’ _ Py,
p—r P

f/—.y,:

On voit d’abord que la normale MN et le rayon vecteur MF, sont
dans un méme plan perpendiculaire au plan des yz.
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IYailleurs V désignant ’angle de ces deux droites, nous avons

(e—e) (TTF

tang V —= 2 JAE AN SR
6 acd’ 641
avec
P ’ x,—x' Py
X, = , et €=~
zl Z/ pzl

ce qui donne
(b 42— = WP
72 ?
P (w,—a') =Lyt pa
P

tang V =

puis, remplacant z, par sa valeur en &', y’, et observant que

2 '_£
.2 °r (x 2)

JoE TS

on a enfin
Yz +py
VP2 TP,

t V=
ang PP

en supprimant p’ + x, — a', facteur commun.
Or cherchons 'angle de la normale MN avec I'axe des x. et pour
cela substituons, dans la formule

Ve 41

tang (Nx) =

2

a 7 et § leurs valeurs, et nous avons

tang (Nxj = — = — tang V.

Donc généralement : Si par un point M quelconque de la section per-
pendiculaire o on meéne un rayon vecteur allant au foyer ¥, et une
paralléle a Caxe, la normale a la surface au point M sera dans le plan
de ces deux droites et fera des angles égaux avec chacune delles.

34. Soit mené par le méme point D, de la synfocale, conjugué au
toyer F,, un plan perpendiculaire 4 I'axe des x, et admettons que ce
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plan coupe la surface; la ligne d’intersection sera une ellipse B8’, et
’on aura pour tous les points de cette courbe,

r=X=ux — P

et par conséquent il viendra pour les valeurs correspondantes de r,

7 7
r— == \/P____P < N A )
7 \ T p—p

On a d’ailleurs, pour tous les points de cette section,
I3

r<Y, ou y<1_JP£—P_"

et par conséquent, en valeur absolue,
. p—r ( py’ )
r=\/—{-= — 7).
r \p—p 7
Or, soit d, la distance du méme point M’ de la section 68’ a I'axe direc-
teur correspondant; on a visiblement
’

d=Y—y=""—y,

et par conséquent,

P »
7 r—r

Sil'on désigne par r' la distance du méme point M’ au deuxiéme

foyer conjugué F',, on aura

_J/p=pr { P
r’_\/ P (P—P'+]>’

et par conséquent il vient

P

r+nr' =y’ ’

Yy —p

ou encore
d

re i =ay’ X 2

/

valeur constante pour tous les points d’'une méme section et variant
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d’une section i Pautre, proportionnellement 4 la distance 23" des fovers
conjugués,

33. Cherchons, comine précédemment, Pangle de la normale au
point M’ avec le rayon vecteur M'F,. Comme on a, pour le point F,,

=0, et x,:.x"——/)’,

les équations de M'F, sont

X — x :——ii,(z—-ﬁ“

‘ “1'y
‘ Y —y, = }’,—;‘V__I iz — z).
s / z /

i

MF,

Les équations de la normale étant toujours celles du n® 33, on voit
d’abord que la normale au point M’ et le rayon vecteur M'F, sont dans
un meéme plan perpendiculaire au plan des xz. Comme il en serait de
méme du rayon vecteur M'F,, la normale est toujours contenue dans
le plan de ces deux rayons vecteurs,

Sil'on calcule, comme précédemment, Pangle V de Ia normale M'N’
et du rayon vecteur M’'F,, on trouvera

] —p Vet 4 o
ta[]g V — u)’\/"'&,
P
et s on désigné par V' I'angle de la normale M'N’ avec le deuxieme
rayon vecteur M'F’,, on aura visiblement

tang V' — — tang V,

et par conséquent, la normale M'N' divise en deux parties egales
Fangle des deux rayons vecteurs M'F, et M'F',.

36. Cherchons maintenant (Jig. 4) les résultats analogues sur le
plan des xz, ’est-a-dire sur le plan de la parabole principale qui a le
plus petit parametre , et pour cela, changeons dans les formules précé-
dentes Jen zavec penp'et p’en p. Nous obtenons ainsi pour Péqua-
tion de la focale,

G @ = —(p—plax’—p,
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laguelle est une parabole ayant son axe dirigé suivant celui de la pa-
rabole principale z* = 2p’a, mais en sens contraire; elle a d’ailleurs
pour sommet le foyer de la parabole principale y*=apx et pour toyer
celui de la premiére, car ce point est distant de I'origine de

! I4

p_r—pP _ P,
2

2 2

La synfocale a pour équation

SRR 2 Plz -

() 2P — — Py (2X + p)

et par conséquent, cette courbe est aussi une parabole ayant son axe
dirigé suivant la méme ligne et dans le méme sens que celui de la fo-
cale; elle a d’ailleurs pour sommet le pied de la directrice de la para-

1°

2
bole principale y*=2pux, et pour demi-parametre P = Pi 7 quan-

tité qui se construit par la proportion
p—p p p P

37. Les plans directeurs ont pour équations

——— ! T,
X+ 12 ’i—j—)&—x’-kp+z’ \/P_Pp,zo,
— 14
X - Z B——-P«—x’—l—p—z’\/vp = o,
p p—r’

lesquelles sont toujours réelles, et par conséquent, pour chaque point
de la focale x’z’ il existe un systéme de deux plans directeurs.

On a, pour déterminer 'axe directeur ou bien pour exprimer les
relations entre les coordonnées de deux points conjugués,

/
X=x"—p, Z:—Pz_};,:
et par conséquent, pour obtenir les plans directeurs correspondants a
un point ¥, quelconque de la focale , on construira le point D, conjugué

a ¥,, puis par ce point on ménera des paralléles aux deux droites DL,
DL/, dont les équations

X = Z/P=P _ P,
2

p
Tome VIII, — Mar1843.
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s‘obtiennent en Jaisant

N

2 =o0, et x

dans les precedentes.

38. Nous avons ici, pour la valeur générale du rayon vecteur,
—p! 2p \?
r*=(x—x + 2_])_P(z+_,_,,),
( PP =" i

Si dans cette valeur on posait x = x’ — p, toutes les valeurs cor-
respondantes de r seraient imaginaires; et, en effet, aucun plan mené
par un point quelconque de la synfocale, perpendiculairement a I'axe
O.x, ne peut rencontrer la surface.

Mais par le point D, dela synfocale, conjugué au foyer F,, menons
un plan perpendiculaire 2 P'axe Oz, ce plan coupera le paraboloide
suivant une parabole o, pour chaque point de laquelle on aura

pe’
r—r"

Z = —

et partant il vient, pour la distance d’un point quelconque de cette
courbe au foyer F,,

r:x——x’—f—p.

Soit d la distance d’un point M quelconque de cette méme section
a Paxe directeur correspondant ; on a

d=x —X=a—x'+p, etpartant, r=— d.
P p ’

Donc : Tous les points d’une méme section quelconque . faite par un
P > P
- . b » . .

plan perpendiculaire a Faxe Oz, sont également distants du foyer con-
jugué et de l'axe directeur correspondant.

On démontrera d’ailleurs, en opérant exactement comme au n° 33,

2
que la normale & la surface , en un point M quelcongue de la section o,
divise en deux parties égales Pangle formé par le rayon vecteur MF,
5
et une paralléle a Uaxe menée par le point M.
P

2¢). Pour obtenir ies résultats correspondants dans le paraboloide
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hyperbolique

2 2
Fop
il suffira de changer le signe de p’ dans toutes les formules relatives au
paraboloide elliptique, et I'on verra ainsi que, sur le plan des xy, la
focale est une parabole qui a pour sommet le foyer de la parabole
principale z* = — ap’x et pour foyer celui de Vautre parabole prin-
cipale y* = apx; et la synfocale une autre parabole, ayant son axe
situé sur la méme droite et dirigé dans le méme sens que celui de la
focale. avant d’ailleurs pour sommet le pied de la directrice de la pa-

y Ay P P P
rabole z* = — 2p’x, et pour demi-parametre P — pf_p,»
Sur le plandesxz la focaleestencore une parabole qui a pour sommet
le foyer de la parabole principale y* = 2pa, et pour foyer celui de la

deuxiéme parabole principale 22 = — 2p'x; la synfocale est aussi une
parabole qui a pour sommet le pied de la directrice de la parabole
*— 9 pax, et pour demi-parametre P = e

Les plans directeurs sont toujours imaginaires. .

On reconnait enfin que, si par un point quelconque dune synfocale
on méne un plan perpendiculaire 2 'un des trois axes des coordonnées
qui coupe la surface, il y aura pour cette section un point ou bien
deux points de la focale, snivant qu’elle sera une parabole ou une
hyperbole, jouissant de toutes les propriétés ordinaires des Joyers con-
jugues.

40. Silon applique les formules générales du premier paragraphe au
cylindre 2 base elliptique ou hyperbolique
Z
e
ou bien au cylindre a base parabolique
z® = 24qx,

on trouve pour focale, dans le premier cas, deux droites, et dans le
second, une seule, paralleles a 'axe du cylindre et passant par les

~
2.
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foyers de la base; on trouve pareillement pour synfocales deux droites
dans le premier cas et une dans le second , paralléles a I'axe et passant
par les pieds des directrices de la base.

Dans I'un comme dans I'autre cas, les plans directeurs sont imagi-
naires.

Sil’on cherche les propriétés des rayons vecteurs, comme les points
conjugués de la focale et de la synfocale sont situés sur une meme pa-
rallele a I'axe de la base, on retombe sur les propriétés connues des
fovers et des directrices des lignes du deuxiéme ordre.

41. Concluons de cette discussion une remarque générale: c’est que
pour toutes les surfaces du deuxiéme ordre qui admettent une généra-
trice rectiligne , tous les systemes de plans directeurs sont constamment
imaginaires, tandis que pour chacune des trois surfaces non suscep-
tibles d’étre engendrées par une ligne droite, Zellipsoide, Uhyperbo-
loide a deux nappes, et le paraboloide elliptique , il existe pour chacun
des points d’une seule focale un systéme de deux plans directeurs tou-
jours réels.

§ V.

Application de la théorie des focales & la discussion d’une surface du deuxiéme ordre
donnée par son équation.

42. Soit I’équation générale du deuxiéme degré entre trois va-
riables,
Ax? -+ A/ y*+ A"2 + 2Byz + aB'xz + 2B y

(4) = o.
+ 20x + 20’y + 20"z + D

Cherchons si, sous cette forme, la surface représentée par cette équu-
tion admet une ou plusieurs focales. Or I'équation (3) du n° 4 repré-
sente toutes les surfaces qui admettent des foyers; cherchons done si
Pon peut déterminer un ou plusieurs systemes de valeurs des quantités
hy my m’s n,n'y p, p’, x', y'etz, qui rendent I’équation (3) identique
avec I'équation donnée (A). Pour cela, multiplions I’équation (3) par
un facteur indéterminé s, puis identifions avec (A), nous aurons les



PURES ET APPLIQUEES. 197

relatioils :

(@ s{t—h)=A, s(1 — hmm'"y = A", s(1— hnn') == A"
o % sh(mn + m'n) = — 2B, sh(n +n')=— 8,

R sh(m—~+ m')= — 2B"

i,

s[aa’ +h(p+p}=—2C, s[oy' +h(mp + mp)]= —2U.
{ slez’ +h(np’ + p'n)] = — 20"

(d) six’ + "+ z’* — hpp’) = D.

/

4%. Nous avons ainsi diax équations entre onze indéterminées. Les
six premieres donneront généralement les valeurs des six inconnues §,
h, m, m/, n etn'; celles-ci étant substituées dans les quatre dernieres,
on pourra déduire de deux des équations (c)la valeur de p et p’; les-
quelles étant substituées dans la troisiéme équation (¢), donneront une
équation du premier degré en x’, 7', 2, laquelle sera celle ’un plan
Jocal.

Or on tire de la premiére des équations (a),

sh=1s—A;

et en substituant cette valeur dans les deux autres équations (a), ainsi
que dans les équations (b), on a

: sy . s—A"
mm — :_:&‘ ’ nn — ‘S':A-‘ y
e
N ) ;L 2]3// . 2B’ , , . ')B
m—4 i — — Py n+n— — A mn +mn — — ‘—'-—_———A;

et il s’agit d’éliminer m, »/, n et 1’ entre ces cing équations. On y peu!
arriver de plusieurs manieres : d’abord j observe que si 'on a deux
équations du deuxiéme degré de la forme

) y*—Hy +K=o, et z22—TWz+ K=o,

on peut former une équation en (f) dont les racines soient les sommes

des produits 2 & 2 des racines de ces deux équations. Soit posé

t: ].!zll + Z’f”,
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on aura
T t* — HH't + KH? 4+- K'H? — 4KK’ = o.
Je pose donc
. P 2B” ;L r 2B’
H=m-+m = P H=n+n= o
o, s—A ;o , _ s—AY
K_mm_s_A, K_nn_s_A,
el jai
2B

t=mn + m'n—= — )

s—A
valeurs qui, étant substituées dans I’équation (T), nous donnent

4B BBB'BY | B7(s—A) | 4B (s—A")  f(s—A')(s—A")

?

‘y——A)a + (s——A)J "-“'—A)“ (S__A)g (S T A)“ T =o,
d’ou 'on déduit

) { 53 — (A—FA’_f_ A”)52~+~(AA/+ AA"+ A’A" — B2 — B2 — B”Z)J'
8 _,

— (AA’A” + 2BB'B” — AB? — A’B? — A”"B"*)

équation connue. M. Cauchy a prouvé directement qu’elle a toujours
ses trois racines réelles; or il peut y en avoir une, ou méme deux
¢gales & zéro, mais elles ne le sont jamais toutes les trois ensemble,
car si ’on avait en méme temps

A+A+A"=o0, et AA +AA"+ A'A”" — B2 — B2 _ B — o,
on en déduirait
A? + A% + A" 4 9B% - 2B? 4+ 9B — o,
d’ou

A=o0, A=o0, A"=o0, B=o, B =0, B"=o,

et partant I’équation proposée cesserait d’étre du deuxiéme degré.
Mais pour effectuer autrement I'élimination de m, m',... entre les
equations (e), j'observe que ces équations donnent les sommes des
quantités m et m’, n et #', mn’ et m'n en fonction de s, et qu’i] est aisé
d’en déduire les valeurs des différences des mémes quantités. Or, etant
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données les trois fractions

m n mr’
—s =y € —
m’ n m'n

si on _forme les trois suivantes

m—m'  n+n  mn 4 m'n
o2 R ey
m—m n—rn mn'—m'n

’

le produit de la premieére par la somme des deux autres, diminué du pro-

duit des deux derniéres, est toujours égal a Punité[*]. On a donc
n-n mn' - m'n

n—n mn'—m'n

_ P

m—4m' n+n mn -+~ m'n
m—m \n—n mn' —m'n
ou bien

V) (ﬂj— m') (nj—_l_z’—) (m—m') (mn'+ m'n) (in+n’ Mﬂj—{— m’n) —
(m —m')(n—n") (m—m")(mn'—m'n) (r' — n)(mn' —m'r)

Or on déduit des équations (¢):

(m + m')(n+ n)= (fli_%,

BBI/
(m + m') (mn' + m'n) = F—ap
) 4BW
(n+n')(mn + m'n) = A

(m—m)(n—n)=(m+ m)(n+ n') — 2(mn+m'n
4B'B” +B(s— Al
AP

‘mn' — m'n)(m —m') = (mn' +m'n)(m—+m')—amm'n+n'
4B B (s— &)
- (s —A) ’

(mn' — m'n)(W — n) = (mn'-+m'n)(n-+-n') — ann' (m—+m'

o 4[BB’ —+ B” (s—A” ).
D

[*] Ce théoréme, donne ici sans démonstration, a ¢té généralisé et demontrc par
M. Cauchy. (Poir le Rapport de M. Cauchy, Note VI<.)
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et si I'on substitue toutes ces valeurs dans I'équation (¢}, on a enfin

. B'B" “BB” . BB’ .
A B'B"+R(s—A) ' BB+ B (s—A) BB +B (s—A)

I,

¢équation qui n’est autre que I'équation {s;; mais on 1'obtient ainsi im-
médiatement sous la forme remarquable que iui a donnée M. Jacobi,
et qui met en évidence la réalité de ses trois racines.

44. Supposons donc que 'on ait déduit de I'équation (s) une racine
reelle et différente de zéro, s = s, ; on aura d’abord
55— A
h‘ p— ~"~-»->~—75
5
puis on déduira les valeurs correspondantes de m, m’, n et n’ des quatre
premiéres équations (¢}, et I'on aura visiblement pour chaque valeur
de s un systéme unique de valeurs de &, m, m’, n et n'.
Or, pour un quelconque de ces systémes. les deux dernieres équa-
tions {¢) donneront

2 (ny,— mz,) o __ 2(ma—nry)
P=13 {mn' —am')’ et p= h(mn’ = nm’ )’
en posant, pour abréger,
o4 c”

Y=y + -y et z,—z2 + —
Posant pareillement
; C
X, =2 -+ -
5
et substituant ces valeurs dans la premiére équation (¢, on a

x,(mn' —mn)+ y,in—n)+zm —m =o,

ou bien

{m—m')n—n") + (mr' —m'n)(m —m') + (mn' —m'n)(n'—n)
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ou enfin, d’aprés les relations du numéro précédent,
C C/ s

2 4 — .7/ + = 2 4 —

s s

fo - -
8 FWIBe—a) B IBG—A) BB A

Cette équation, pour chaque valeur de s réelle et différente de zéro,
représente un plan focal, et I'on voit immédiatement que tout plan
représenté par Péquation générale (g) est un plan diamétral principal
de la surface. Car, soit pris ce plan pour Pun des plans coordonnés,
par exemple pour plan des xy, il faudra que l'on ait 2’ = o, quels
que soient x’ et y’, ce qui exige que

¢ =0, B=o0, et B =o.

43. Supposons que 'on ait déterminé une des trois valeurs de s,
en fonction des coefficients A, A’,..., B"; I'équation (3) du n° 4, multi-
pliée par cette valeur, sera identique avec I'équation (A) du n°® 42, et
ces deux équations resterontidentiques, quel que soit le systeme d’axes
de coordonnées auquel on les rapporte simultanément. Or les axes de
coordonnées, pour lesquels Péquation (A) prend la forme

(LY La?® + My? + Nz* + oPx + 2P’y + 2Pz + D = o,
donnent nécessairement

—_— / !
n=o0, =0, m=—m,

et par conséquent, ’équation (3) étant supposée rapportée au méme
systeme d’axes, on aura, pour les équations de condition (a),

s—h=L, s(it+hn*)=M, s=N.

Donc le coefficient N est précisément 1'une des trois racines de I'équa-
tion (s). A cause de la symétrie de I'équation (L), on a visiblement

L=s, M=y, N=ys,.

Donc généralement : Etant donnée une dquation quelconque
deuxiéme degré entre trois variables, si Uon forme Uéguation (s), les
trois racines de cette équation s,, $,, S, expriment les valeurs des

Tome VIIL. — Mar 1843. 26
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coefficients des carrés des variables que Lon obtiendrait, en changeant
la direction des axes , par les formules de la transformation des coor-
données, e maniére que Uéquation de la surface proposée fiit débarras-
sée des rectangles des variables.

Il résulte de la que sil’équation (s) a une ou bien deux racines égales
a zéro, ’équation de la surface ramenée 2 la forme L ne contiendra
que deux ou bien un seul des carrés des variables.

46. D’apres cela, étant donnée une équation quelconque du
deuxieme degré entre trois variables, pour reconnaitre cuelle surface
elle représente et déterminer complétement cette surface, nous com-
mencerons par former I'équation (s) et nous distinguerons trois cas.
suivant que V’on aura

1°. Les trois valeurs de s différentes de zéro ;

2°. Une seule des valeurs de s égale a zéro;

3°. Deux des valeurs de s égales a zéro.

Dans le premier cas, si 'on suppose I’équation ramenée & la forme
(L), elle renfermera les trois carrés, et par conséquent la surface sera
un ellipsoide qui pourra se réduire a un point ou devenir imaginaire ,
un hyperboloide & une ou & deux nappes , enfin un céne.

Dans le deuxiéme, soit

§ = 0,
on aura
L = o,

et I’équation de la surface pourra étre ramenée i la forme
My? 4+ Nz* 4+ 2Px +~ R = o,

et par conséquentla surface sera l'un des deux paraboloides, un cylindre
a base lellipse ou d’hyperbole , ou enfin deuzx plans qui se coupent.
Dans le troisieme cas, soient

§, = 0, § = o,

on aura
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et Péquation pourra étre ramenée 4 la forme
Nz?2 + 2Px + R = o,

et par conséquent la surface ne pourra étre quun cylindre parabo-
ligue , un systéme de deux plans paralléles, ouun plan unique.

47. Pour distinguer maintenant ces différentes variétés, nous trans-
porterons les axes de coordonnées parallelement a eux-mémes en un
certain poini de 'espace (x,, 7., z,), et I'équation (A) deviendra

Ax? + A y? + A2 + 2By + abwz + 2By

A"
W 4+ 2Cx + 2C y 4+ 202+ D,

’

en posant, pour abréger,
C, = Ax, + By, + Bz, + G,
C = B'x,+ Ay,+ Bz, + (',

I

Bx, + By, + A"z, + C7,
D, = Ax?®+A'p?+A’z22+ 2By, z,+ 2B,z
+ 2B, y, + 2Cx, + 2Cy, + 20"z’ + D.

Si nous posons les trois équations

(G C,=o0, C =o0, C =o,

s

les valeurs qu’on en déduira pour x,, y,, 2, seront les coordonnées du
centre de la surface.

Dans le cas ot les trois valeurs de s sont différentes de zéro, les
équations (C) donneront pour x,, 7,, 2, un systeme unique de valeurs
finies, et réciproquement; car toutes les surfaces de cette premiere
classe sont douées d’un centre unique.

Les coordonnées du centre étant ainsi calculées, on les substituera
dans D,, et il peut arriver qu’elles donnent D, = o. Alors la surface
sera un point unique ou un cone; elle sera un point si les trois valeurs
de s sont de méme signe, et un cone s'il y en a une de signe contraire
aux deux antres.

Dans le cas ou les coordonnées du centre rendront D, différent de

26..
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zéro, Péquation de la surface deviendra
Ax? +~ Aly? - A"z® 2Byz + 2Baxz + 2B 'y + D, =o;
et si 'on donne aux axes de coordonnées une direction convenable,
$1 X% 5y ¥ + 5,22 + D, —o.

Par conséquent, en désignant par a, b, ¢ les longueurs des demi-axes,
on aura

k=

T = — -, b2:—’*—, c? = — !
5,

N
u

25

et 'on distinguera espéce de la surface d’aprés le nombre des racines
de I'équation (s) qui seront de méme signe que D,, savoir : aucune, el-
lipsoide; une seule, hyperboloide & une nappe; deux, hyperboloide
deux nappes; toutes trois, surface imaginaire.

Quant 4 la direction des axes, ’équation (s) étant supposée résolue,
on substituera successivement les trois valeurs s,, s,, s, dans I'équa-
tion générale (g, et 1'on aura les trois plans diamétraux principaux
qui se couperont deux & deux suivant trois droites dont la direction
sera celle des axes de la surface.

48. Passons au cas ou Iéquation (s) a une seule de ses racines égale
a zéro.

Si la surface consiste en deux plans qui se coupent, un point quel-
conque de la ligne d’intersection peut étre considéré comme un centre,
et par conséquent les coordonnées de I’'un quelconque de ces points
doivent vérifier 4 la fois les trois équations (C) et donner, en ottre,

D = o.

/

Douc, si I'on attribue 4 I'une des trois inconnues X, ¥, 2, une valeur
arbitraire quelconque , on déduira de deux des équations(C) des valeurs
finies et déterminées pour les deux autres inconnues, et ces trois va-
leurs devront vérifier la troisieme équation (C) et donner

D, = o.

La ligne d’intersection, ainsi que la direction des deux plans, s'ob-
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tiendront en substituant successivement les deux valeurs de s dans
Péquation (g), laquelle donnera ainsi les deux plans bissecteurs des
angles formés par les plans contenus dans I’équation donnée.

Si la surface est un cylindre a base elliptique on hyperbolique, un
point quelconque de T’axe peut étre considéré comme un centre; et
par conséquent encore, si I'on attribue a l'une des trois inconnues
Xx,, ¥, % une valeur arbitraire, on déduira de deux quelconques des
équations (C) des valeurs finies et déterminées pour les deux autres, et
le systéme des valeurs de ,, y,, z, ainsi déterminé vérifiera la troi-
sieme équation (C), mais donnera D, différent de zéro.

Ce point élant pris pour origine des coordonnées, I’équation du cy-
lindre pourra le ramener a la forme

$3 % + 5322 + D, = o,

et par conséquent, on aura pour les valeurs des demi-axes de la base

laquelle sera donc une ellipse, une hyperbole ou une courbe imagi-
naire, suivant que les deux valeurs de s seront toutes les deux de signe
contraire &4 D,, une seule ou toutes les deux de méme signe.

Quant & la direction de V'axe du cylindre, elle sera donnée par la
combinaison de deux quelconques des équations (C); puis, substituant
successivement les deux valeurs de s dans 'équation du plan focal (g),
on aura deux plans dont U'intersection sera I'axe principal de la base
du cylindre.

49. Enfin, si I'équation proposée représente I'un ou Vautre des
deux paraboloides, il n’existe aucun point que I'on puisse considérer
comme un centre , et par conséquent chacune des équations (C) est in-
compatible avec les deux autres. Réciproquement, on reconnaitra que
la surface est un paraboloide lorsque, avec une senle valeur.de s nulle,
on aura une ou plusieurs des valeurs de x,, y,, z, infinies.

Si I'on suppose la surface rapportée a4 son axe et i son sommet,
Péquation sera de la forme

53 7% + 532° + 2Qx = 0;
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et par conséquent, suivant que s, et s, seront de méme signe ou de
signe contraire, le paraboloide sera elliptique ou hyperbolique.
Pour déterminer la surface , nous avons d’abord 'axe par les deux
équations
V' + Viy' '+ V2' =T,
Vr' +V y' +VzZ=T

I

que nous obtenons en substituant successivement i s les deux valeurs
s, et s, dans I’équation générale (g).

Transportons maintenant les axes de coordonnées parallelement &
eux-meémes en un certain point de Paxe (pris arbitrairement, pourvu
que ce ne soit pas le sommet de la surface), et soit

Ax* + Av? + A'Z° + 2Byz + aBaz + 2By
+2C,x+ 2C y+ 2C'2 + D, = o
I'équation de la surface rapportée a ces nouvelles coordonnées.

Or, soient «, &, y les coordonnées du sommet, ce point étant sur
’axe et ses coordonnées réduisant nécessairement I’équation de la sur-
face au premier degré, on obtiendra celles-ci en résolvant les trois
éqrations

Va+ VE€+ V'y = o,
. \ Va+ VE+V'y = o,
( 2C,o+2C 6+ 20 y= — D,;

et par conséquent elles seront de la forme

DU, _ DU

. D/U"
R’ — R - )

R

o,

o = ’
On a donc, en désignant par d'la portion de 'axe comprise entre }ori-
gine des coordonnées et le sommet de la surface,

' 5 _ DNUF U 07
- R

Supposons ensuite que, sans déplacer I'origine, nous changions la
direction des axes de coordonnées de maniére que les a soient comp-
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tées sur I'axe de la surface, équation de celle-ci deviendra
52 ¥t 8,2° -+ 2Qx + D, = o,
et par conséquent, si Pon fait

‘:V = 07 Z = 0,
on aura
& R

—_ 7 0 —_— [P
2Q0 + D,=o0, dou Q= — 5= s e

On aura donc pour les valeurs des parametres de la surface

2Q R 2Q R
— = T Tt et _
s YU U

5 UL U U

U, U, U” et R étant des quantités qui se calenleront aisément par le
moyen des équations (z).

50. Passons au troisieme cas, celui ou I'équation générale (s) a denx
de ses racines égales & zéro.

Si I'équation proposée représente un plan unique, un point quel-
conque de ce plan peut étre considéré comme un centre, et par consé-
quent les équations (C) doivent se réduire & une seule; et de plus, si

VYon donne & deux des inconnues x,, ¥, z, des valeurs arbitraires, on
déduira de ’équation

par exemple, une valeur, finie pour'autre inconnue, et ce systeme de
valeurs rendra

D = o.

/

Si I'équation proposée représente un systeme de deux plans paralleles,
on peut considérer comme un centre tout point d*un plan parallele &
ceux-ci et également distant de chacun d’eux. Donc encore, dans ce cas,
les trois équations doivent se réduire 2 une seule, et si I'on attribue &
deux des inconnues x,, ¥, z, des valeurs arbitraires, on aura pour la
troisieme une valeur finie et déterminée, mais ce systeme de valeurs

rendra D, différent de zéro.
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Supposons le point ainsi déterminé pris pour origine des coordon-
nées; I'équation deviendra

Ax? + A’y 4 A"z% 2Byz + 2B'xz + 2B’y + D, =— o,

et pour une direction convenable des axes de coordonnées, elle pren-
dra la forme

. i \ D
;22 + D, = o, dou z:i\/~ —1,

valeur réelle ou imaginaire suivant que D, et s, seront de signe con-
traire ou de méme signe.

51. Enfin, si la surface est un cylindre a base parabolique, il
existe aucun point que P'on puisse considérer comme un centre, et
par conséquent les trois équations (C) sont incompatibles deux a deux,
et réciproquement.

Si I'on substitue la valeur de s dans Péquation générale (g), on aura
le plan diamétral principal. On pourra transporter l'origine des coor-
données en un point quelconque de ce plan sans changer la direction
des axes; puis, en raisonnant comme on I'a fait pour les paraboloides,
on obtiendra le parameétre de la base du cylindre.




