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PROBLÈME DE GÉOMÉTRIE; 

PAR M. PUISEUX, 

Ancien Élève de l'École normale. 

PROBLÈME. Trouver la courbe dont la courbure et la torsion sont 
constantes. 

Prenons pour variable indépendante l'arc s de la courbe qui abou-
tit au point dont les coordonnées, rapportées à trois axes rectangu-
laires, sontjr,jy, s : on sait que le rayon de courbure en ce point est 
donné par la formule 

ι) p — -T======œ. 

D'un autre côté les deux plans osculateurs qui répondent aux va-
leurs î et s + ds de la variable indépendante comprennent entre eux 
un angle infiniment petit d6, et si l'on fait 

d!) _ ι 
ds ω ' 

on a 
ds* {ιΡ-χ1 -f- d'y ' -f- d*z*j 
A dix Β d3y -f- C d3z ' 

en posant, pour abréger, 

A = djd'z — dzd2 γ, Β = dzd'2x — dxd'lz, C = dxd'ly — dydl.x. 

En ayant égard à l'équation (i), on peut mettre cette valeur de ω 
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sous la forme suivante : 

W ρ2 (Aii'i C <Uz) 

Le problème à résoudre consiste à intégrer les équations (i) et (2), dans 
lesquelles ρ et ω sont des constantes, et auxquelles il faut joindre la 
relation 

(3) dx2 + dy2 + dz2 — ds2. 

En différentiant cette dernière équation, nous trouvons, à cause de 
d's = o, 

(4) dxd2x -+- dyd2y + dzd'2z — o. 

De l'équation (1) nous tirons 

d2x2 + d2 y2 + d2z2 = ~ ds'', 

et en différentiant, 

(5) d2xd3x h- d2yd3y -4- d2zd%z — o. 

L'équation (2) nous donne ensuite 

A d3x -+- Β d3y + C d3z = ds* : 

différentions et remarquons que l'on a identiquement 

dA. d3x -+- r/B d3 y -+- dC d3z — o ; 
il vient 

Ad"x + Βd" y -+- Cd*z = o, 

ou, ce qui est la même chose, 

(6) A, dx + B, dy 4- C
H
 dz ~ ο, 

en faisant 

A, ~-d2ydMz~d2zdAy, Β
K
—dlzdkx—d2xd''z, C, — d2xd*y—d'^yd^x. 
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Si maintenant nous différentions deux fois de suite l'équation (4) , 
nous trouverons, en ayant égard à l'équation (5), 

dxdAx + dydk γ + dzdhz — o, 

et de cette dernière, jointe à l'équation (4), nous conclurons facilement 

dx dy dz 
Âj" = B7 = C7' 

Nous pouvons donc, dans l'équation (6), remplacer dx , djr, dz par 
les quantités proportionnelles A,, B

(
, C, : il nous vient de cette façon 

k.\ + B* -+-C*=rO, 
et par conséquent 

(7) A, =0, B, = o, G, = o. 

Les expressions désignées par A,, Β,, G, étant des différentielles 
exactes, on peut intégrer immédiatement les équations (7); on trouve 
ainsi 

d2 rd3 ζ — d2zd2r —fds^, 
(81 d2 ζ d2x — d2xd% ζ = gds*, 

d2xd2j — d2jd3x — hdsi, 

f\ g, h désignant trois constantes arbitraires. 
Si maintenant nous ajoutons les trois équations (8), après les avoir 

multipliées respectivement par d2x, d2j, d2z, il nous viendra, en di 
visant par ds'", 

jd2x + gd2j + hd2z — o, 

et en intégrant, et nommant k une constante, 

l e) j dx gdj -+- hdz = kds. 

Faisons 
- ^ — — cos α, -===^£=ζ=τζ = cos β, 
V/2+g·'+ Λ'· v/2+g2-t-^2 

ν'/2 + g2 + h' 

9 · 
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et l'équation (9) pourra s'écrire 

(TOI — cos Α + -7· cos 0-1-3- cos 7 = —·. 

Sous cette forme elle exprime que toutes les tangentes à la courbe 
cherchée font des angles égaux avec une même droite, et cette droite 
est celle qui fait avec les axes des coordonnées les angles α, β, 7. 

Pour simplifier, nous pouvons prendre maintenant Taxe des ζ 
parallèle à cette droite : nous aurons alors 

~τ = --7========= = COS S, 

en nommant ε l'angle constant que font avec cet axe les tangentes à la 
courbe cherchée. 

De cette équation nous tirons d2z — o, ce qui montre que l'on peut 

prendre ζ pour variable indépendante, et ds = . Substituons cette 

valeur dans l'équation (3) ; elle devient 

dx2 -4- dj2 = dz2 tang2ε, 
d'où l'on tire 

dj — \J dz2 tang2 ε — dx2, 
et en différentiant, 

^ dxd'x 

s] dz1 tang1 ε — clxa 

Portons dans l'équation (1) les valeurs de ds, d2z et d2j\ elle de-
vient, après les réductions, 

p2d2 χ2 sin2 ε cos2 ε = dz4 tang2 ε — dx2 dz2 : 
on en tire 

ρ sine coss—^ 

* ~~ / (dx \1 ' 
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et en intégrant et nommant c une constante , 

ζ — c — ±. ρ sin ε cos ε. arc sin . 

On tire de cette équation 

doc — ±l dz tang ε sin —~—-— , 

et par conséquent 

(11) χ — a — ± ρ sin2 ε cos —ί-—— 

a étant une constante. 
D'un autre côté l'équation 

djr = \{dz2 tang2 ε — dx2 

devient 

dr = ± dz tang ε cos —r—-— , 

et il en résulte, b désignant une nouvelle constante, 

(12) γ — b = ± ρ sin2 ε sin —*—-—. 

Les équations (11) et (12), d'où l'on déduit encore celle-ci 

(χ — df -4- (y — bf — ç? sin4 ε, 

appartiennent à une hélice tracée sur un cylindre droit dont les généra-
trices sont parallèles à l'axe des ζ-, et dont le rayon est ρ sin2 ε. 

Ainsi l'hélice est la seule courbe dont la courbure et la torsion soient 
constantes. 


