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- Y WAV ALV LAY

Surle centre de gravité d'une portion quelconque de surface
sphérique, et de quelques autres surfaces ;

Pan Cu.-Iev. GIULIO,

Professear a PUniversité de ‘Turin.

I. Une surface étant rapportée a trois plans rectangulaires de co-
ordonnées x, y, z, le centre de gravité d'une portion quelconque
de la surface se trouve a une hauteur Z au-dessus du plan des x et
des y, dont I'expression générale est

7 — [(z.dx.dy. V1 4+ p* + ¢*
& & rspar

)

.. , . dz dz
en écrivant, pour abréger, p et ¢ au lieu de (5) et de (I_,-)’ et en

étendant les intégralions & tous les points de la portion donnce
de surface. Si celle-ci appartient & une sphére de rayon égal a I'u-
nité et ayant son centre a lorigine des coordonnées, on aura
‘5, et par suite

pP=— 5 9=

z

[[dx dy
[fdz . dy . Vi+p + ¢

Z =

Or, il est €vident qu'entre les limites données le dénominateur de
cette valeur de Z exprime l'aire de la portion donnée de surface,
tandis que le numérateur exprime l'aire de la projection de cette
méme portion , faite sur le plan des x et des y. Ainsi :

« La hauteur du centre de gravité d’'une portion quelconque de
» la surface d’une sphére, au-dessus du plan d’un de ses grands cer-
» cles, est quatritme proportionnelle aprés l'aire de la portion
» méme, celle de sa projection sur ce plan, et le rayon. »

L'analogie est évidente entre cette proposition et celle qui déter-
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mine la position du centre de gravité d'un arc de cercle ou d’un
segment de la surface d'un cylindre droit; ce qui tient a ce que la
propriété exprimée par Péquation aux différences partielles. .
z\1 + p* +q =1 n’est point parllcuherc a la sphere, ct appar-
tient tout aussi bien au cylindre et & Ja classe entiere des surfaces
engendrées par le mouvement d’une sphére de rayon €gal 2 Iunité,
et dont le centre décrit une courbe plane tracée arbitrairement dans
le plan des x et des y. On étendra donc la proposition précédente &
toutes ces surfaces en I'énoncant ainsi :

« Sur une surface quelconque, engendrée par le mouvement d’une
» sphére dont le centre ne quitte point un plan donné, soit tracé
» un périmétre quelconque fermé, qui embrasse la portion S de
» surface, et soit A la pr()jectlon de S sur le plan donné; la hauteur
» du centre de gravxte de S au-dessus de ce plan sera quatnenn
» proportionnelle aprés 8, A, et le rayon de la sphére génératrice. »

En appliquant cette proposition aux sarfaces des vorites d’aréte et
des voiltes en arc de cloitre de pleln cintre sur base carrée, on voit
que le centre de gravité des premiéres est & la moitié de la hauteur,
et celui des secondes aux sept onziémes environ.

II. Dans tout triangle sphérique, en nommant a, b, ¢ les cotes
opposés aux angles A, B, C, les distances du centre de gravité du
triangle a chacun des plans des cotés a, &, ¢, sont

1 a—beosC—ccosB 1 b—ccosA—acosC 1 c—acosB—bcosA

Z‘=£'A+B+C—180 » L= - TIBTC—180’ ¥ 2" AFBFC—160 ’
les cOtés et les angles étant exprimés en degrés. En effet,.....

.—g—o (A 4-B - C — 180) est laire du triangle, et celle de sa projec-

: § A ” N . . 4 . T C
tion sur le plan du cdté ¢, par exemple, est égale au secteur o
construit sur l’angle au centre C, moins les projections des deux

secteurs dont les plans font les angles B et A avec celui

za
360’ 36 ’
du premier secteur, sur lequel on les projette.

On peut aussi déterminer la position du centre de gravité dun
triangle sphérique, moyennant ses distances aux plans des grands
cercles perpendiculaires aux arétes de la pyramide sphérique cor-

’
4Q.s



588 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

respondante. Sil'on nomme D,, D;, D¢, ces distances, on trouve

1 asinBsinc

b.sinCsina D 1 ¢.sinAsin b
2" A+B4+C—180’ ¢

1

DA——— DB=; . Tm—;-s—o, =;‘A-_-*-—B—_—-}~C—-_IFO,
en observant que la projection du triangle sur le plan du grand cercle
perpendiculaire au rayon conduit au sommet de l'angle A, estiden-
tiquement la méme que la projection faite sur le méme plan, du sec-
teur compris entre le cté @ du triangle et les deux rayons conduits
a ses deux extrémités; or, le plan de ce secteur fait avec celui de
projection un angle dont le cosinus est égal & sin B sin c.

Enfin, sil'on veut fixer la position du centre de gravité du triangle
au moyen de trois coordonnées rectangulaires x, y, z, on prendra
le plan du cété ¢ pour plan des x et desy, et le rayon conduit au
sommet de I'angle A pour axe des x, et 'on aura d’abord , d'aprés ce

qui précede,

I asinBsin ¢ e—bcosA—acosB

X AFB+C—18’ *~ XFB4C—180’

. . t bsinA —asinB.cosc
on trouvera ensuite sans peine, Jy=3- A+B+C— 150

Pour un triangle rectangle en A ces formules donnent

1 asinBsinc 1t b—acosC 1 c—acosB
X Bt C—go’ J T2 BFC—go’ *T a2 'B¥C—go
Si le triangle était isoscele, en supposant que les cotés égaux soient
a et b, on prendrait le plan du coté inégal ¢ pour plan des x, 3,
et le rayon qui divise ce méme coté en parties égales pour axedes x,
et Von aurait

1 c—2acos A
2 A4B+C— 180’

asin A.sincc

= A4+B4C— 180’ v

=0, 5=

x
enfin dans le triangle birectangle il viendra
©.sin 1 C

xr = c y Yy=20, z=;.

Ill. La formule générale (a) nous fournit la proposition suivante :
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« Sur la surface [A], engendrée par la révolution de la courbe
» d’équilibre d’'une chainette homogéne autour de la verticale qui
» passe par son point le plus bas, tracons arbitrairement un périmétre
» fermé qui embrasse la portion S de surface; projetons ce périmetre
» sur un plan horizontal qui coupe Yaxe de révolution en un point
» situé au-dessous de la surface, et 3 une distance ¢ de son point le
» plus has égale a la tension horizontale de la chainette, divisée pur
» le poids de I'unité de longueur de la chainette méme; soit V le
» volume compris entre la surface S, sa projection, et la surface
» cylindrique formée par 'ensemble des perpendiculaires ahaissées
» du périmétre de S sur le plan de projection. La hauteur du centre
» de gravité de S au-dessus de ce plan sera double de celle du centre
» de gravité de V. »

En effet, le plan tangent a la surface [A] en un point situé a la
hauteur z au-dessus du plan de projection, que nous prendrons pour
plan’ des x et des 7, fait avec celui-ci un angle dont le cosinus est

=

zf, ce qui donne Péquation V1 4 p* -} ¢* = ;? et partant la valenr
(a) de Z devient
: 7 — Irr -2'.dx.dy

T ffr.dx.dy

Mais en nommant Z, la hauteur du centre de gravité de V au-dessus

A ) 33.zdxdy . . .,
du méme plﬂﬂ, ona Z,= de—, et les limites des integra-

tions étant les mémes dans les valeurs de Z et de Z,, on en conclura
Z=121Z,. -
La propriété exprimée par I'équation aux différences particlies

T . . a z ’ A e
\/x +prg= o étant commune & toutes les surfaces engendrees

par la surface [A] lorsqu’elle se meut de maniére que son axe de-
meure toujours vertical , et qu'un de ses points décrit une courhe
plane tracée arbitrairement sur un plan horizontal, la proposition
que l'on vient de démontrer est susceplible de la méme extension
que celledu § L.



