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N.B. Ceci est 1la présentation par un des auteurs (A.V.) d'un travail mené
en collaboration [1].

1. Notations.

Soit X une surface compacte de genre g munie d'une métrique a
courbure constante K, la formule de Gauss-Bonnet impliquant :
-K x Aire(X) = U4m(g — 1) . Dans la suite, X sera soit la sphére S? (avec
K=+1, g=0), soit une surface hyperbolique X (avec K = -1, g > 2). Si

—AZ est le laplacien positif sur X, on lui associe un opérateur "presque
positif"

Ps= (=&5+ K/4)172 (1)

ou 1la racine carrée est prise positive sur chaque sous-espace propre ou Pé
est positif. Dans le cas hyperbolique, on note {X } le spectre de (-4,) et
{Pn: (A + K/H)l/z} le spectre de P, ; les premiéres valeurs X + K/U sont

négatives (ainsi, Ao = 0 ) et pour ces cas , nous conviendrons par exemple
que Arg p = -T/2.

On note P 1l'ensemble des géodésiques périodiques, orientées et
primitives de la surface hyperbolique X, et T(p) la longueur de p € P. Le
spectre des longueurs de toutes les géodésiques périodiques, primitives ou
répétées est {mT(p) | pE P, m € N\ {0O}} . Ce spectre est mis en dualité

avec le spectre de valeurs propres de P, par la formule des traces de
Selberg [2],

oo 400 [oo]
Tr h(Py) = 2 h(p,) = (g-1) | h(p)p tanh M dp + & 2 R, h(u(p)),
n=0 —00 pEP m=1

(2)
- o0 .
ou h(T) = (Zﬂ)'lf h{p)e 1"Pdp, et R, , est le "poids hyperbolique"
—00 '

R, »= 7(p) / 2 sinh(mT(p)/2) (3)

Dans (2), 1la fonction test h(p) doit étre définie et analytique
dans une bande |Im pl < 5-+ € pour que la série sur les géodésiques

converge, décroissante pour Ipl — oo comme o |p|‘2_8) pour que les deux

autres termes convergent, et de surcroit h(p) doit étre paire.

Ces restrictions classiques sur la fonction h(p) peuvent étre
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largement affaiblies, comme nous allons le voir, en approfondissant

1'analogie avec la formule sommatoire de Poisson,

+00 +co
EE h(n) = zn-ff h(2m) (4)
n=-o° m=—o°

2. La formule des déterminants [3]

La formule sommatoire de Poisson peut se comprendre a partir des
deux formules classiques pour sinh ™K,

[0 o]

sinh m = m | | (1 + x2/n?) (5')
n=1

sinh ™ = % e™ (1 - e72TK) (5")

Supposant un peu d'analyticité pour h(p),
on évalue de deux maniéres 1l'intégrale

prise sur le contour de la Fig.1,

(ZTTi)—lf h(-ik) d log sinh ™
L‘ .
Si 1l'on utilise (5') et la formule des

résidus, on obtient immédiatement le

T
|

x

|

|

¥

!

|
membre de gauche de (4) ; en revanche, *&
:

+

si 1'on utilise (5") dans le demi-plan
Re kK > 0 et 1la formule symétrique dans
Re k < 0, on trouve le membre de droite
de () . Cette preuve est
"microanalytique" au sens ou elle
revient a décomposer la distribution

2 v
réelle E: §(p — n) en la différence des - —_—

e C
valeurs au bord de 1la fonction ana- )
lytique -1/2 tanh (imp) pour Fﬁj'~i
Im p — * 0.

L'analogue des formules {(5) dans le cas de Selberg s'obtiendrait en
utilisant h(p) = -log(p?+ k2?) dans (2) (k joue le roéle d'un paramétre),
mais la formule ainsi écrite diverge car h(p) Z o(lpl—z—s). Toutefois, elle
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devient convergente si on lui applique a deux reprises 1'opérateur d/d(k?):
elle se transforme ainsi dans 1la formule des traces
h(p) = (p?+ k?)72, qui exprime la fonction Tr(P§+ KZ)_Z.

Si 1'on introduit la fonction zéta généralisée,

classique pour

ts(s,a) = Tr(-O5+a) °= Tr(P§~ K/4 + a)‘s (Res>1, a¢R), (6)

on voit alors qu'on peut retirer ces deux dérivations en K grace a
1'équation fonctionnelle :

ts(s,a) = s J:«Zz(s +1, a') da' (7)

o0

En particulier, appliquant deux fois (7) a E: (p§+ KZ)'ZZ 4y (2,k%~ 1/4), on
n=0

trouve 5—-Cx(s, k2- 1/4)__,. mais ceci est par définition —log det(P§+ KZ),
s

ol det désigne le déterminant fonctionnel d'un opérateur (ou déterminant
zéta-régularisé) [4].

Tous calculs faits, 1la formule des traces régularisée puis
exponentiée se réduit a :

det(P§+ nz) = [e det P ,t K ] (28-2)5 (2 »c] . (8")

pEP k=0

. °° <p>[+»<+k]
(e =T n[ ] e >1/2) (&)

est la fonction zéta de Selberg [2].

Les formules (8'-8") sont analogues a (5'-5"). L'apparition de
1'opérateur P sur la sphére S° dans (8') sera expliquée plus loin.

3. Une extension de la formule des traces [1]

Si 1l'on suppose que la fonction test h(p) est bien paire et
analytique dans I|Im pl < =+ €& , on peut retrouver a partir de (8) la
formule des traces classique (2), en évaluant de deux maniéres l'intégrale
prise sur le contour C de la fig.Z2,
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5

(Qiﬂ)_ljch(—irc) d log det(P§+ Kz) ,

] c!
LAK'AQQ? $

par analogie avec la preuve précedente

de la formule sommatoire de Poisson. ‘+ 'L

Mais 1le méme raisonnement peut ,_} T
s'étendre a des fonctions h(p) ayant des rr'“
propriétés d'analyticité différentes, "f
simplement en changeant le contour t/QLfQ
d'intégration! Le cas le plus E“j;___ T T! %ﬁf‘
intéressant est celui ou la fonction h(p), — | ~ 4 T ——
non paire, est analytique dans un
secteur |Arg pl < g-+ 8, , et oul'on
intégre sur le contour C' de la Fig.Z2.
Sous des hypothéses de décroissance trés ]
peu restrictives (permettant les ““-—"—“‘zi““—-”//
déformations de contour), on obtient
ainsi une formule des traces nouvelle: ;%3,2Z

[o2]
2 ne,) = (25 = 2) ["h(e) tanh m cp + [h (<) a 108 zx[3 + »c—io] (9)
n=0 0 0 2

ou 1l'on a posé
h_(x) = (2mi)7![h(-ik) - h(+ik)] (lArg k1l < 8,) (10)
(Le décalage k — k—-i0 dans (9) correspond & la convention : Arg p = -m/2

si p2< 0).

L4, Interprétation nouvelle de la formule des traces.

La formule des traces étendue (9) s'applique & la fonction
h(p) = e t°?, On obtient ainsi une formule pour

8, (t) = Tr e 'X (Re t > 0) :
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[e2]

|, (t) = (2g - 2) [t72+ 2 > (-1)™(t + 2mm) 72
m=1

- 1
+ lrsin tk dlog Z, [—2- + K - iO]
0

L'intégrale fournit une fonction impaire et méromorphe de t, ayant

(11)

ses pbdles tous simples aux points t = = im T(p), le résidu correspondant

étant (217)"1Rp'm (tout ceci découle de (8")). La formule de Poisson sur une
variété prédit effectivement ces singularités, qu'elle situe aux longueurs
des géodésiques périodiques sur la dite variété [5].

La formule (11) établit ainsi pour C&(t) un prolongement
ménomorphe, mais avec encore d'autres pdles, qui sont doubles et situés sur
l'axe 7réel négatif, aux points -2mm(m € N). Nous interprétons ces pdles
comme les contributions des géodésiques périodiques complexes, dont les
longueurs sont 2wim (m € Z), et qui apparaissent sous le changement t — it

, impliquant K — -K . En effet, dans la direction de temps imaginaire, la
géométrie de X devient la géométrie de la sphére S2, dont les géodésiques

périodiques sont bien connues. La sphére admet en outre une formule
sommatoire de Poisson exacte,

-t P
ng(t) =Tr e s?_ 2 E:\ (-1)™(t - 2wim)?

) (12)
nEZ

4 laquelle le terme sommatoire de (11) présente une forte ressemblance, qui

est rendue évidente par l'équation fonctionnelle

8 (t) + @ (-t) = (2 - 2g) O, (it) . (13)

Ces résultats confirment 1'hypothése de Balian et Bloch [6] que la
mécanique quantique peut étre formulée de maniére exacte par resommation de
termes associés aux trajectoires classiques réelles et complexes. Ici, le
probléme quantique est de trouver le spectre du laplacien sur X, et les

trajectoires classiques sont les géodésiques périodiques sur la méme
surface. Sur les fonctions test h(p) = e *? (indexées par t > 0), la

formule des traces de Selberg s'est révélée étre une formule sommatoire de

Poisson indexée par les périodes réelles et complexes du flot géodésique
sur XC. On peut également décrire ces contributions du flot complexifié

comme la manifestation d'un effet tunnel bidimensionnel dans le probléme.
On ne sait par ailleurs effectivement expliciter 1la décomposition de

Balian-Bloch que dans 1les cas &a wune dimension, en s'appuyant sur des
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techniques d'équations différentielles ordinaires [7].

Notre interprétation de la formule des traces de Selberg constitue

donc 1le premier indice en faveur de la généralisation de [7] aux équations
aux dérivées partielles.

5. La fonction zéta généralisée.

Nous mentionnons briévement une autre application de la formule (9)
aux fonctions zéta généralisées cz(s,a) définies par (6). Nous allons voir
que du point de vue de leur dépendance par rapport a la variable s, ces
fonctions deviennent particuliérement simples dans le cas de surfaces a
courbure constante si l'on se place en a = K/4, alors que le choix plus
traditionnel est a = 0 (Minakshisundaram -Pleijel).

En effet, commengant par K = +1, & 2(s,a) s'exprime en termes de la
S
fonction zéta de Riemann pour (et seulement pour) a = +1/4

&SZ(S. +1/4) = (225- 2) z(2s - 1) (14)
Mais il est également vrai dans le cas hyperbolique (K = -1) que
Cx(s,a) prend sa forme la plus simple pour a = -1/4 ; toutefois, pour a < 0

ce résultat découle de la formule des traces étendue (9), qui donne :

Cx(s,—l/u) = (1-g)(cos ﬂs)—lcsz(s,+1/4) + wlgin ms jak_zsdlog Zx(§+K—iO]
0

(15)

(comparer a [8] pour le cas a >0 ). I1 faut comprendre (15) comme une
identité reliant deux prolongements méromorphes, celui de &x(s,—l/u) a
partir de Re s >1 , et celui de 1l'intégrale de Mellin & partir de
Re s < 1/2 ! L'analogue de (15) pour la sphére S? consiste & écrire la

formule sommatoire de Poisson pour csz(s,+1/4), ce qui redonne 1l'équation
fonctionnelle de Riemann pour &(s).
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