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LIMITE SEMI-CLASSIQUE DE
L'AMPLITUDE DE DIFFUSION

D. ROBERT H. TAMURA
Université de Nantes Université de Nagoya
France Japon
1- 'ampli iffusion

La maniére la plus directe et naturelle d’'introduire I'amplitude de diffusion

est la suivante. Considérons I'équation de Schrodinger stationnaire :
2
(1) SN LS A>0

2m

A étant l'opérateur de Laplace sur R" et V un potentiel.
On pose : h=h/V'm
Soit we S"—1 une direction fixée sur la sphére unité de R". Cherchons une

solution de (1) vérifiant la condition de radiation sortante :

exp[i\/h3 Ix|]

(n-1)/2
Ix]

i/ 2Xx (1-n)/2
+o(Ix| )

(2) ‘I’(x)=exp[ <x,o)>}+ A.

pour [x]| =+ oo, 6=|—’:(| es" ! etant fixé.
Pour V assez régulier et vérifiant la condition de décroissance:
V(x)=0(x1""), p>"—;'— on montre ([Re-Si]) que le probléme {(1)+(2)) a une
solution unique qui définit I'amplitude de diffusion A, fonction de , 6, A, h,
que l'on notera :

A(w -6 ;2,h).
® étant une direction entrante, 6 une direction sortante. Rappelons que le

terme sphérique

Ix|

(1-n)/2 (1 / 27 . |X'J
. eXp ——h——
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2
provient du noyau de Green de l'opérateur : —%—A—l (n>3).

Malheureusement cette définition naturelle ne marche plus pour des
potentiels plus généraux, a courte portée.
A partir de maintenant on fait sur V 'hypothése :
VeC(R") et pour tout a e N ona:
V) « -p-lal
Pla V(x)=0(xl ) ou p est fixé > 1.
X
Sous cette hypothése A se définit par lintermédiaire du noyau de la

‘matrice de diffusion.

Fixons quelques notations :

2 2
P(h)=-2A+V, Py(h)=-+-a

Ut,h)=exp(- it P(h)), U (th)=exp(-+- P (h))

Les dynamiques U et U, , sous I'hypothese (Vp), engendrent un systéme de
diffusion décrit par un opérateur de diffusion S(h) (unitaire sur LAR"))
S(h): ‘I‘? —+‘I’? ou ‘P(_) et ‘I’? sont définis par la propriété suivante :

il existe ¥ € #_ (P(h)) de sorte que :

lim IIU (t.0) v ULh)YI=0
+
t—too

ou F_ (P(h)) désigne le sous-espace absolument continu de P(h).
Soit J, l'opérateur unitaire de L%(R") sur L%(10,+ oo, L%(S" ")), diagonalisant
P,(h).
On définit alors la matrice de diffusion a l'énergie A>0 comme étant
l'opérateur unitaire S(A,h) de L3s"™) tel que :
(3, . S(h) I, u) (A@)=(SAhuR,))(W)
pour tout we S" ™
S(A,h) a la structure suivante :
S(A,h)=1,-2in.T(A,h)

ou T(A,h) est un opérateur compact dans LAs" ™), de noyau distribution c”

XI-2



‘en dehors de la diagonale de " 'xs" ' ([Is-Kil).
Le lien avec I'amplitude de diffusion est le suivant :

(3) A(w -8 ;A,h)=C(A,h).T(8,0 ; A,h)

(n-1)/4 (n-1)/2 -i(n-3)n/4
( e

®w=06, C(A,h)=-2m.(21) 271h)
est une constante de normalisation

(3) sert de définition pour A sous I'hypothése (Vp)

Notre objectif ici est de décrire le comportement de A lorsque hl0. Une
version plus détaillée de ce travail est a paraitre ([Ro—Ta]z). On s'attend
naturellement a retrouver des quantités liées a la mécanique classique, en
vertu du principe de correspondance de Bohr. Nous allons maintenant
rappeler des éléments de la théorie de la diffusion en mécanique classique

(Hunziker [Hul, Simon [Si]).

- _Diffusion mécani ]

Les trajectoires classiques sont les solutions du systéme hamiltonien :

dq dp )
(s) wP TR
q(0)=x : p(0)=¢

Soit A>0 un niveau d’énergie non captif cest- a- dire vérifiant :

(6) YR>0 JT(R)>0 tel que:

2
4]
{lxk R, ItI>T(R), %+ V(x)=l} =|q(t)I>R

L'opérateur de diffusion Sce en mécanique classique est défini de maniére
analogue a la situation quantique :

See:(a_b )=(a, b))
ou

(a_b )e R"x(R™0)
+ +
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et
(7) lim (Iq(t)-a -b tl+lp(t)-b )=0
T + +

totoeo

avec (q,p) vérifiant (5) et (6) (en particulier (q,p) est une trajectoire
d'énergie A> 0, non captive).
Notons que par la conservation de I'énergie on a :
Ibl?= 2

S €st une transformation canonique dans T* R™0.
Pour préparer I'énoncé de notre résultat nous introduisons une hypothése
complémentaire.
Fixons une direction entrante we S" ' Soit A, l'hyperplan vectoriel
orthogonal a .
La particule classique "libre" issue de ze A, (a t=0), d’énergie A>0 et de
direction ®, voyage sur la trajectoire :

t >(V22 0t+z, V21 .0)
Posons : S ,(z, V24 w)=(q_(zA), V21 . P_(z1))
avec:P_(zA)eS""
P_(z) indique la direction asymptotique de sortie (t—+o0) de la trajectoire
q,(t) de direction asymptotique d’entrée @(t —-o0).

On définit alors la densité angulaire du flux de sortie :

op op
d (zM)=|detlp ,—, .. 6 ——=
ang oo aZl oz

n-1

(z,, ...z _)=z étant un systéme de coordonnées sur A .

£
Notons que

ap op

o0 oo

oz oz

1 n-1

sont des vecteurs tangents a S"_l et que si do(8) désigne I'élément daire

L n-t
euclidienne sur S on a:
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do(8)= dang(z,x).dz

Introduisons la définition suivant :

Définition :
Soit 6=W. 6 est dit régulier si :

Po(zA)=8,z€ A = d, (z1)=0

op op n-1
ie Z = Y est une base de Te S )

oz 0z
1 n-1

Lorsque 6 est régulier, par le théoréme des fonctions implicites il existe un

voisinage U de 8 sur S"' tel que I'équation en z: p_(zA)=8, B U, se
0 0 0

On définit alors la section différentielle efficace (classique) par :
2 (8.)
>y !
0 (W—81)=
A T ACEYY
g

an

Théoreme ¢
Sous les hypothéses suivantes :
(i) (Vp) (avecp>1)

(ii) A>0 niveau d’'énergie non captif

(iii) ©eS" ' étant fixé, 0eS" ' est régulier.
On a l'asymptotique :
2 (8.A) { -1 =
j 1 Sk
(*) A(0=0:Ah)= X, e ho(h)

=1 /dang(Wi(G,l),X)

pour hlOQ

ou:
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Ipl(t,W.,l)lz
s - - V(a (LW A1 fdt- [2%<q (W ,0)6>
j j = )

W;€ Z érant lindice de Maslov de la trajectoire (q,,p) sur la variété
lagrangienne décrite par :

x=q,(tzA), E=p,(tzA), ze A, ,te R

(q,,p,) étant la trajectoire introduite dans II.
Py ]

Commentaires :
1) Sous les mémes hypothéses on peut obtenir l'asymptotique compléte
en h, hl0 (modulo 0(h™)).

2) Sif®A)=1 (ie si p(zX)=6 a une unique solution z) (*) implique :

lim 1A(0s82 ; 1P =0 (0s8 ).
hlo ct
3) Auparavant Vainberg [Va] et Protas [Pr] ont obtenu (* ) lorsque

Ve C:(IRn) et A> sup V()
XE Rn

puis Yajima [Ya] a obtenu un résultat semblable sous l'hypothése (Vp) au
sens de la convergence L% en A et 0 sans faire I'hypothése (6) sur A. Ici le

fait de fixer l'énergie A nous a amené a faire cette hypothése. Sans cela (cas

par exemple du puits dans une ile - Cf [Ge-Ma-Ra]) l'amplitude de diffusion

Y /h

est probablement exponentiellement grande (en O(e "), Y>0) au voisinage

des énergies résonantes dues d la présence de podles de la matrice S trés

prét de l'axe réel.

[V- Schéma de démonstration du théoréme (on renvoie a [Ro-Tal,
pour les détails)
1) On part d'une formule de représentation de l'opérateur T(A,h) due a
Isozaki-Kitada ([Is-Kil) :

T(Ah)=T,(Ah)-T,(A.h)
ou :
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T (Ah)=F (A).J% (WK, , (h)-K_, (h)).FX(A)
T,(Ah)=F, (1) K, RO+ io,h).(K,, (h)+K_,(h))FX(h)

avec .

i

(F Mu)@)=c (). | e h u(x)dx

<X,W>

J+a , Kb étant des opérateurs intégraux de Fourier, localisés dans des zones
sortantes (+) entrantes (-) de l'espace de phase, associés a des fonctions de

phase ¢ vérifiant ['équation de Hamilton Jacobi :
2

1 2 gl
> IVX (pi(x,t)l + V(x)=7

plus une condition convenable a l'infini dans une zéne sortante I
(respectivement entrante I ).

Les zones entrantes (resp. sortantes) sont caractérisées par : X.E<olxlIEl
(resp x.£>o0lxl [E]) pour un féel oel-1,1[; (x,£) e R"x (R™O0).

Les amplitudes a et b sont définies en résolvant des équations de

transport.

2) Un argument de phase non stationnaire facile permet de se

débarrasser de T1 (ici seule la condition 8= intervient).

3) En utilisant des contrdles de la résolvante et en tronquant en temps

grace a la condition (6) de non capture on se rameéne a la construction
ith 'P(h)
d’'une paramétrix globale pour e ' pour tI<T,, T, >0 fixé, assez

grand avec des données initiales oscillantes.

Pour voir cela on part de 'égalité :
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To

-1

-1 -1 -ih T, P(h)
. o1 h UA-P(h)) h "TA ) !

(9) R(A+ioh)=ih . e ' ) dt+e' R(A+io,h).e 0

0

D'autre part, utilisant des arguments de commutateurs, des estimations

microlocales sur R(A+io,h) et (8) on montre que :
-1 -1

ih o_ ih ¢, -
(10) Tz(e,(z) : Ah)=<R(A+io,h)g X e .8 € >+0(h )
g va

ou :

o,=06,(xv21 .8)

O =¢_(xvV2A .0)

:tih_ld)i in" o
g =€ XP (h)Ib e
b 0 +

etXe C;o(an), Supp X assez grand.

Utilisant (9), (10) et les propriétés de support de g, on obtient :

T
0 -1 .h_ 1 .h' 1
1 i ih ¢ ih ¢

(11) T(B,wANK)=ih . eh Ut<U(t.h).g b.e .8 e " dt+0(h7)

+a

3) On applique la théorie de Maslov et on termine la démonstration 2
l'aide du théoréme de la phase stationnaire. Cest a ce stade de la

démonstration qu'intervient I'hypothése § régulier,
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