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XVIII-1

FmnOLEl rHOHOTOPIE LOCALE» POUR LE «YSTEHE

DE CAUCHY-RIEHA88M TAM9EMT8EL

François Trêves, Université Rutgers

On considère une hypersurface réelle S dans C"41 (où les coordon-
nées complexes seront notées z<,...,z ,w = s * A.). On supposera que l'ori-

gine appartient à S et qu'une équation de S prés de l'origine est t = ip(z,s),

où ip est une fonction C°° à valeurs réelles, dans un voisinage ouvert U de 0

dans R2"41. On supposera que ip(0,0) = 0 et que grad <p(0,0) = 0. Dans le
système de coordonéees locales Xp y. ( 1 < 1 < n), s, les champs vecto-

riels de Cauchy-Rlemann tangents à S sont des combinaisons linéaires des
champs

L,=ô/az,+y,(z,s)ô/ôs,

où y, = - Ap /( 1 * Apç ) et j = l,...,n. Soit une fonction u de classe C
J t-t b

dans U ; on a

00

du = r^j .L,udz'jmod(dz,,...,dz^,dw).

Soit maintenant une forme différentielle f de btdegré (n+1 ,q) avec 0 < q <
n, c'est-à-dire

f = 1^ f^(z,s) dz,Au,
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où J est une suite croissante d'entiers j, <.. < j , dZj = dz, A.. Adz. et u

dz^A.-.Adz^Adw . On supposera que les coefficients sont de classe C°°

dans la fermeture ̂  d'un ouvert 0 ce U ; on écrit f € C^^A"*1^). On a
alors

^-^q1^!,.^1^^^^

On peut dire qu'au niveau des formes de bidegré (n+1 ,q) le système de
Cauchy-Riemann tangenttel à S est "réalisé" par la dérivée extérieure
Les formules d'homotople auxquelles 1 1 est fait allusion dans le titre
seront du genre

( 1 ) f sdK^+K^df+R^,

ou

Kq:CO<>(5;An+l•q)-^COO(0;An+î'q-1)

et où

R^C^ÎA^^C00^"^)

représente une obstruction à 1 " exactitude^ complexe différentiel

d^O.A^^C^O.A^1).
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On va construire l'opérateur Xe1 sous la forme suivante: Xe1 = ( -1 )^K, où K a
une expression qui est Indépendante du degré q. On définit d'abord

/^f(z,s,o) == (2 y)-0 (ç, e /(J(S+ ̂ ^ - s> - ^(zl-s') - Wz-z')]

f(z',s')AE^(z,s,z',s',o)Adw.

Posons f - ( o € C ; llm o| < y|Re o| ) (0 < y < 1 ). Ici a = <x(z,s,z',s',o)

est une application C00 de UxUxl" dans C0 qui est holomorphe par rapport

à o. Nous supposerons que toutes les dérivées de a sont bornées dans
UxUxxr . Quant à E^(z,s,z',s',o) c'est une forme différentielle dans UxU

dont les coefficients dépendent de o, de façon holomorphe dans r . Nous la

décrivons de façon plus détaillée ci-dessous. Mais disons tout de suite
que K\ est l'intégrale d'une forme différentielle dans l'espace de (z',s'),
dont les coefficients sont des formes différentielles en (z,s) (qui
dépendent en plus de o), sur la (2n+1 )-chaine 0. Il n'y a que la partie
homogène de degré 2n+1, par rapport à (z',z'',s1), de l'intégrand qui puisse
fournir une contribution non nulle; tous les autres termes donnent lieu à
des Intégrales nulles.

Venons-en maintenant à l'expression de E . On introduit tout

d'abord les distributions suivantes dans C" où la variable complexe sera
notée \ =(X.,...,\):

E^\\} = (-1 ^(n-v-1 )!'X /IXI2^"^ (v = 0,1 ,...,n-1 ).
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Notons que

(2) TI""!.. -(ô/ôU^^ôOO (mesure de Dirac en 0).j~ ' >•••<" j j

On forme les courants suivants:

(3) E^ = Z^^ \ Z.çj £(JU\j)) ^MX) (DoO^ADX^ADX .

Nous devons expliquer les notations dans (3): e(j(J\j)) est le signe de la
permutation qui ordonne l'ensemble (j)U(J\j). Si u,,...,u sont des

1-formes différentielles et si K = (k,<..,<k ), K* = (l,...,n)\K, nous

écrivons

(4) u./ = u^ A...AU|̂  ;

(5) u^=(-1)k1+•>•+l<p~pu,/,

D'autre part, ^^(X) D^^ADX est le pull-back à IR^xlR20 de la forme

^ v (X) dX'/jvAdX sur IR2", sous l'application (z,z') -» X = z - z'. Ainsi D

= ̂  s + ̂  s' 'on cont1nuera à donner le même sens à cette notation dans

ce qui suit. On pose enfin:

(5) F -7 (-\^(^})/2^^F (v)
w "a - S=0,...,n-1 ( u 0 ^ •

La formule suivante vaut dans UxUxr :
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(6) e<x XD(e(x \) = (n^DX - (-1 ̂ 1 ^"DocjADX .

On rappelle que X = z - z'. Posons

PHz.s^ - \_^ e /a^ ̂  - ̂  - ^s-)] ̂ ^ ^

où l'intégration s'effectue par rapport à s' seulement :

f(z,s') = l̂  fyz,s') dZjAdzA[l ^ />pg(z,s')]ds-

On définit aussi

/?^(z,s,o) =

(_, )n(n+1 )/2^nj ç /a[s+ Ap(z,s) - s- - /lp(z',s')]

f(z',s')ADo(ADXAdw/(2 /)",

On déduit de (6) :

(7) d[(-1 ̂  ̂ f] . (-1 ̂ } ̂ df = />f - /?^f - ( -1 )<? ̂ ^,

où K^ a la même significatton que /^f sauf que l'intégration par

rapport à (z1^1) s'effectue sur le bord ôd de l'ouvert 0
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L'étape suivante consiste à intégrer par rapport à a sur IR , plus

précisément à former

y
\^z,s) = (2TO~1 (^Q e"60 /^(z^Odo ,

^

^^s) = (2n)~1 f^ e"^ /?f(z,s,a)do ,

3

^/(z^) = (2TO"1 (^ç e"60 /^(z^Oda.

On tire de (7) la formule évidente qui lie ces opérateurs. La question est de
savoir si l'on peut choisir l'application <x de manière à ce qu'on puisse
faire tendre c > 0 vers 0. En réalité cela est toujours possible si on ignore
les autres contraintes . Ce que nous recherchons c'est aussi d'avoir

(8) / ? f = 0

quelle que soit f e C°°(Q;^} fq). La condition (8) est vérifiée sous l'une
ou l'autre des deux hypothèses suivantes:

(9) dét(L .(X^) ̂ j ̂  = 0 dans U , pour tous J, K , Ul = IK| = q ;

( 10) dét(L ̂ ) ̂ j ̂  = 0 dans U, pour tous J, K, Ul = IK| = n - q,

où L, est le champ de vecteur L, agissant en les variables (z',s'). Lorsque

(9) est vérifiée on a



XVIII-7

( 1 1 ) d- _o(|A...Ad, -a, AdzAdw =0 dès que ̂ ^^.^-,o '1 ^,0 'r

Lorsque (10) est véririée on a

(12) d^. g.a, A...Ad . .a, Adz'Adw' =0 ̂  <%/(? r > n - q.

Dans les deux cas l'intégrale de f(z',s')A DaADXAdw suro est nulle.

Example ï.- Prenons »p(z,s) = »p(z) = Iz.l2 - |z,.|2, où z, = (z^,..,z^), z.»

(z^ 1 —z^^ z^ = (z^V+1 -^ ' avec ̂  V > 0, v + \)- < n. SI ron

prend a = (- 2z,>,2z'»„z- - z.') on aura
w w

(p(z) - tp(z') + Ré[a'(z - z')] = |z - z12

et donc on pourra faire tendre c vers zéro. On voit que la condition (9) est
satisfaite si q > n - v tandis que la condition (10) l'est si q < v' .•

En fait on aussi le droit de déformer le domaine d'Intégration par
rapport à a , de ff^ à l'image de IR^ sous une application G -*> v(z,s,z',s',o)o

avec y lipschitzienne dans UxUxlR^ . En profitant de cette possibilité le

résultat de l'example 1 se généralize aisément : on peut choisir l'appli-
cation oc chaque fois qu'il y a suffisamment de valeurs propres > 0 de la
forme de Levi de la structure CR à l'étude (c'est-à-dire de la fonction <p),
ou bien lorsqu'il y a assez de valeurs propres < 0. Pour un bon choix de a
on pourra faire tendre £ vers zéro, et l'on aboutira à une formule
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(13) p,f = dK-n^f]. (-n^K^df - (-n^f.

L'opérateur P^ est une sorte de projecteur associé à la partie a > 0 de

l'ensemble charactéristique. On a, bien entendu, une formule analogue à
( 1 3 ) avec l'indice - au lieu de + : il suff it d'intégrer par rapport à a sur IR

au lieu de IR^. On vérifie immédiatement que

(14) p ^ + p = | < j ,

de sorte que lorsque les deux formules (13), avec les Indices + et -, sont
valables on obtient des formules d'homotopie (avec erreur!)

(15 ) f = d((-1 )\r]. (-1 )^} Kçdf - (-1 )^î.

Il reste à éliminer les termes -(-D^a/a fet-M)01!^ fd0+ 90- '

On y parvient en se basant sur une formule du genre de (6) et sur une tran-
sformation CR de l'ouvert 0. Ceci, ainsi que ce qui précède, sera exposé,
avec démonstrations à l'appui, dans un article à paraître.
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