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I. Introduction.
On se propose de montrer comment des notions sophistiquées concernant la
propagation des singularités (plus précisément les méthodes introduites par Meirose
et Sjôstrand [13]) s'avèrent être les bons outils pour résoudre des problèmes de
contrôle et de stabilisation.
Pour fixer les idées on considérera deux problèmes modèles pour l'équation des
ondes a coefficients constants. Le fait que les coefficients soient constants intro-
duit des simplifications dans les notations, mais aucune simplification dans la
démonstration et le résultat est bien sûr valable pour des opérateurs à coefficients
C00.
Selon l'usage ïï désigne un ouvert borné de R , de frontière 3 îî régulière (analyti-
que pour simplifier les démonstrations). D désigne l'opérateur des ondes :

( 1 ) Du ^-^u- Au.
3t2

rest une partie ouverte non vide de 3iï et T un nombre positif fini.
La controlabilité exacte consiste à construire, pour toute donnée de Cauchy (u^.u,)
du problème (1) une fonction g (x,t) définie sur r x]0,T[ et telle que la solution

^0^1du problème mixte :

3u.
(2) Qu ^ 0 dans Sî x ]0,T[, u(x,0) =- UQ , —— = u^

(3) ^OnXDxjo/iT ' 0

(4) <x]0,T[ ' ëuo.u/^

vérifie a l'instant T la condition :

(5) u(x,T) =i^(x,T) = 0 Vxe n .

g est le " contrôle " ; il ramène au repos la vibration initiale.
Dans cette construction le premier problème consiste à donner des conditions
suffisantes (elles sont pratiquement nécessaires) sur r et T pour assurer l'existence
(bien entendu il n'y a pas unicité) d'au moins une fonction g telle que la solution
de (2) (3) W vérifie la relation (5).
La stabilisation s'introduit par exemple en considérant le problème d'évolution :

(6) Q u = 0, u(x,0) = UQ , -ĵ  (x,0) =- u^ .
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(7) |̂  = - À ( x ) - | ^ , À ( x ) > 0 sur F x R ^

(8) u| = 0 .
Oî2\D x R^

Dans (8) À(x) désigne une fonction positive, mesurable et bornée.
En multipliant l'équation (6) par — et en intégrant sur iï on obtient la relation :

(9) ^ ^ (^\2+\\u\2^x+^^^\^\2da=o

On introduit l'espace E/. des couples

f - (u,v) - { u & H 1 ^ ) , u |g^F --- 0, v^L 2 ^)}

muni de la norme d'énergie :

Ml -- l^v)|| -- / ^ ( | V ^ u | 2 . | l^dx.

c\

L'application ( U Q , U , ) -^ (u,-.r- ) définie par (6), (7), (8) est décrite par un semi groupe
fortement continu à contraction dans E^ , noté Z(t), car il présente un certain
degré de parenté avec le semi groupe de Lax et Phillips [8]. On montre (cf. Iwasaki
[7]) que, si À(x) est strictement positif sur une partie non vide de 9Î2, toute solution
de (6), (7), (8) converge vers zéro lorsque t tend vers l 'infini. Le problème de
la stabilisation consiste à donner des conditions suffisantes sur F pour que | Z(t) j
décroisse exponentiellement lorsque t tend vers l'infini.
L'objet de cet exposé est de montrer que les problèmes de controlabilité exacte
et de stabilisation sont équivalents a une condition géométrique sur le flot hamil-
Ionien brisé. En gros la controlabilité exacte est équivalente au fait que toute
bicaracténstique rencontre T x ]0,T[ et la stabilisation est équivalente a l'existence
d'un temps fini T pour lequel la propriété précédente soit vraie.
Les problèmes de contrôle et de stabilisation proviennent des oscillations de
grandes structures (robots, antennes de satellites, stations spatiales etc...). Leur
étude nous a été suggérée par 3.L. Lions. Dans certains cas particuliers des condi-
tions satisfaisantes ont été établies par un certain nombre d'auteurs. Les démons-
trations reposent toujours sur des estimations globales obtenues à l'aide de
multiplicateurs inspirés par les travaux de Morawetz (cf. Chen [l], Lagnese [10],
Lasiccka et Tnggiani [11]). L'avantage de ces méthodes est de nécessiter peu
de régularité sur les coefficients et de donner des valeurs explicites aux constantes
intervenant dans les calculs. On peut ainsi les généraliser a des problèmes dans
des ouverts peu réguliers (cf. Grisvard [3]). L'utilisation des bicaracténstiques

^ 00

nécessite au contraire des coefficients C et une frontière très régulière (l'hypo-
thèse 9^2 analytique simplifie un peu la discussion) ; par contre une analyse a
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l'aide de la propagation des singularités conduit a des résultats beaucoup plus
précis et à une meilleure compréhension du problème. Ces résultats peuvent
se transposer aux systèmes hyperboliques. L'idée d'utiliser, dans la stabilisation,
les propriétés de propagation apparaît pour la première fois dans le travail de
3. Rauch et M. Taylor [15] consacré à un modèle très simplifié, (qui évacue les
difficultés liées aux conditions aux limites).

II. Le flot Hamiltonien brisé.
Il apparaîtra dans la démonstration que les points diffractifs ne peuvent pas
être utilisés ni pour le contrôl ni pour la stabilisation. Pour préciser cette situa-
tion nous explicitons quelques notions. On désigne par M la variété iï x R et

-X- -X- ^
par Z^ c T OM) u T (M) l'ensemble des points (p,q) = {(x,t),(Ç,ï)} satisfaisant
a l'une des conditions suivantes :

(i) x <=• Q. et (ï,0 vérifie la relation |ï|2 --- |Ç|2

(11) x e 9 ̂  et (T,O vérifie la relation |ï|2 ^ |^|2

Z, est feuilleté par l'ensemble des rayons C00 (rayons qui portent les singularités
C ). Cet ensemble est formé des rayons se réfléchissant sur 3Î2 selon les lois
de l'optique géométrique, des rayons rasants, tangents à 3iï en un point, des
rayons glissants sur 3ÏÏ et enfin de tout rayon obtenu par des raccords C des
objets précédents pourvu qu'en un point de raccord la tangente au rayon sorte
de Sî (cf. figure 1).

Définition I. On dit qu'un ensemble r x ]0,T[ c 3^ x ]0,T[ contrôle géométriquement
l'ouvert iï(en abrégé possède la propriété C G(î2)) si tout rayon C00 , Y c^ rencontre
F x ]0,T[ en au moins un point non diffractif. On dit qu'un point m e y n 9 M est dif-
fractif si dans un voisinage de m on a y \ {m} c Q, (cf. figure 1), et y est un segment
de droite au voisinage de m.

Remarque 1. La notation rayon C00 est traditionnelle, elle signifie que y porte
les singularités C , mais pas que la courbe s -^ y(s) est une application C
Un rayon se réfléchissant selon les lois de l'optique géométrique est bien sur
un rayon brisé.
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III. Le contrôle exacte du problème de Dirichlet.

Pour s > 0 on désigne par E (iï) l'espace (H^^iï) n H1 (î2)) x H^iï) et par E (iï)
son dual. On note | . | les normes correspondantes.

0

Ces espaces sont invariants par la résolut! on de l'équation des ondes avec conditions
aux limites de Dirichlet.
On a alors les Théorèmes suivants.

Théorème 1. Si tout rayon C rencontre F x ]0,T[ en au moins un point non dif-
fractif, alors les assertions suivantes sont vraies :

(i) Toute distribution prolon^eable solution de

a u = o ) "lawrr0

dont la dérivée normale —J appartient a L2( F x ]0,T[) appartient en fait a
E^ et on a la relation :

(1) Nl̂  ^.M liïl2^
(11) Toute solution engendrée par une donnée initiale (u^ ,u . )^ E . est exacte-
ment contrôlable par au moins une distribution g a support dans r x ]0,T[ appar-
tenant a L2 ( r x ]0,T[) ; plus précisément il existe g telle que la solution du
problème Du = 0, dans Î2 xR , u(o,0) = u<.(x), 9 u(o,0) = u,(a)

"IO^DX^TE = 0? u l^ x]0,T[ ' 8-

vérifie u(x,T) = 3 u(x,T) E 0.

(lii) Toute distribution prolon^eable u, solution de Du = 0, u L ^ = 0 est exacte-
ment contrôlable, par une distribution g à support dans r x ]0,T[. Plus précisément
il existe g telle que la solution v(x,t) du problème
D v = 0, v(x,0) = 9 v(a,0) = 0

^^ I rx io / r r^ ^^ lo^Dx^TC' 0

vérifie la relation
(u+v)(x,T) = a^u+v) (x,T) E 0.

Théorème 2. Si toute distribution prolon^eable est exactement contrôlable alors
on a la propriété
(iv) II n'existe pas de rayon y ne rencontrant pas r x [0,T],
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Prouvons d'abord le Théorème 2. En effet si y ^st un rayon ne rencontrant pas
r x [0,T], on peut construire une solution du problème Ou -= 0, u L ^ = 0 qui

oo , ° ""
soit singulière le long de y et C ailleurs. La singularité ne sera pas affectéepar
la superposition d'une fonction v solution de

^^ ^ O ^ D x i o . T E - 0 9 ^ r x ^ T E - g -
v(x,0) = 3 v(a,0) = 0

En conséquence on ne peut pas ramener u à zéro par l'action d'un contrôle agissant
sur F x]0,T[.

Remarque 1. Les points (i), (ii), (lii) du Théorème 1 et (iv) du théorème 2 sont
presque équivalents, il le deviennent complètement si on exclut des situations
pathologiques crées par des points diffractifs ou si on impose que ces assertions
restent valables lorsqu'on fait subir au problèmes des petites perturbations conve-
nables.
Le point (i) du théorème 1 est l'essentiel de notre travail et fera l'objet de la
Proposition 1. On déduit le point (ii) du point (i) par un argument de dualité (du
à Lions [9]) et appelé méthode HUM. Comme iï x [0,T] est compact on peut,
en utilisant le fait que toute distribution est d'ordre fini, ramener par régularisation
(par exemple en prenant un nombre suffisant de primitives de u par rapport à
t) la preuve de (in) a l'assertion (ii).

Remarque 2. En introduisant un champ de vecteurs cp qui coïncide sur 9SÎ avec
la normale extérieure et en multipliant Du = 0 par c p . V u on obtient (II est essen-
tiel de tenir compte de la condition uL,. = 0) la relation :

(2)
^xBJtl-^l '*""

f\

^ ^iïxIO.TE I^PdadK C Ijul^.

Le point (i) du Théorème 1 apparaît donc comme une réciproque de (2) ; dans
le cas ou r =3iï tout entier on peut obtenir facilement cette réciproque en multi-
pliant successivement l'équation Du = 0 par u et par x.Vu puis en intégrant par
partie en combinant les résultats (cf. 3.L. Lions [19] pour les détails et les réfé-
rences).
Remarque 2. sous les hypothèses du Théorème 1 l'expression

(3) •''rxio/rEli^^-NI2?
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fournit pour Ep une norme équivalente. On peut cependant construire des exemples

(utiliser Holmgren) pour lesquels la relation -|̂  1 p x 10 TT = ° ^P11^6 la nullité

de la solution du problème Du == 0, u | g ^ = 0. On définit ainsi sur E. une norme
à l'aide de (3). On note F le complété de cet espace et F^ non dual. En se limitant,
pour simplifier au cas ou Sî est convexe (on évite la propagation analytique le
long des rayons rasants) on voit que les singularités analytiques microlocales
se propagent le long de tout rayon et ne peuvent pas être détruites par un contrôle
agissant sur une région que le rayon ne rencontre pas. F^ est d'après Lions l'espace
des solutions exactement contrôlables. Il en résulte qu'il est contenu dans l'espace
des solutions qui sont microlocalement analytique le long de tout rayon ne rencon-
trant pas F x ]0,T[ et que F son dual n'est même pas un espace de distributions.
Il serait d'ailleurs intéressant de caractériser plus précisément ces espaces. Un
cas particulier a déjà été étudié par Haraux [4].

Proposition 1. On suppose que tout rayon y, C00 rencontre r x ]0,T[ en au moins
un point non diffractif ; alors si u est une solution de

o u- : o ' "l^xIO,!^0

qui vérifie la relation :

-J^ ^(r x]0,T[),

u appartient a E.. et on a ;

^ .^[ ( l - j f l^ l^"!^^^(i)
^rxîo/iTl^l2^

où C désigne une constante convenable.

Remarque 3 . Compte tenu de la conservation de l'énergie le second membre
de (1) définit bien une norme équivalente sur l'espace E,s.
La démonstration de la proposition 1 se fait en plusieurs étapes. Le lemme 1
est un résultat de relèvement microlocal, le lemme 2 est un résultat de propagation
microlocale. On désignera ensuite oar G l'espace des distributions prolongeableju
solution du problème :

(2) Q u = 0 dans S î x R , uL,, ^ = 0
L d ùû x K
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dont la trace vérifie -|11 e L^F x ]0,T[).
Sous les hypothèses de la proposition 1 l'expression

(3) ^ r x M l - ^ l 2 ^ ^ - ! " ! ^

définit sur G une norme (lemme 3). G coïncide algébriquement avec E et E
s'injecte continûment dans G. On montre finalement que G est complet ce qui
avec le théorème de graphe fermé termine la démonstration.
Pour toute distribution prolongeable u définie dans M, vérifiant Ou = 0, on note_ i '
u le prolongement de u a R x R qui vérifie DÏÏ = cp, © 6 , ,, + cp-(3) 6 ' ,,, et ïï = 0

_ L 1 " d M U —' d M
dans le complémentaire de M.

Lemme 1. Soit m = (p,q) e Z^ , p e 3M un point non diffractif et u une distribution
prolongeable. On suppose que dans un voisinage de p u possède les propriétés
suivantes :

(i) u est solution du problème

(4) D u = 0 dans M n U, u| .. u " °-

(n) -|̂  e l^O M n U.).

alors microlocalement au voisinage de m ïï appartient a H ̂ R" x R ).
•«v L

La démonstration de ce lemme, basé sur les méthodes de Sjôstrand et Meirose
[13] est omise et fera l'objet d'un article détaillé.
Sur T 0 M) u T (M) on introduit l'espace de Sobolev microlocal H1 défini comme
suit :

,̂
(i) Si p e T (M) on utilise la définition microlocale usuelle.

(11) Si p e T (9 M) on dira que u e H si les conditions suivantes sont réalisées :
II existe un changement de coordonnées transformant, localement M en l'ouvert
{(y,z) | y > 0, z eR } et un opérateur B(y,z,Ç') tangentiel elliptique d'ordre 1
microlocalement au voisinage de p tel que l'on ait :

a
(5) / |B(y,.,.)u|2 dz dy < + œ

0

On remarque (cf. Meirose Sjôstrand [13]) que sur l'ensemble des solutions de
l'équation Qu = 0, ces définitions sont indépendantes des changements de coordon-
nées et du choix de l'opérateur B.
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En utilisant les résultats de [13] on démontre ensuite le :

Lemme 2. Soit u une solution du problème :
D u = 0 dans M, uL .. = 0.

——— ' d M
00 • 1

Soit y un rayon C alors si en un point Pn G Y on a u e H , on a également
en tout point p e y la propriété u e H .

Des lemmes 1 et 2 on déduit le

Corollaire 1. On suppose que r x ]0,T[ contrôle géométriquement M, alors toute
distribution prolongeable u solution du problème
Du = 0 dans M,

qui vérifie les conditions

(1) ^ ^x'^^loA^^

(11) -j^L^r x]o/r[)

appartient, pout tout T fini a l'espace I-^G-T^TC x S2).

Dans (i) V , désigne les dérivées selon les directions tangentielles a 3Î2 . Pour
•X

démontrer ce corollaire on se ramène au cas o sur 3 M u est nul en utilisant
la régularité du problème mixte
D u = 0, u(x,0) = -|̂  (x,0), u |g^ = g.
(cf. Lions Magenes [19] ou Chazarain et Piriou [18]).
On utilise ensuite le lemme 1, le lemme 2 et l'hypothèse géométrique pour con-
clure.

Lemme 3. Sous les hypothèses de la proposition 1, l'expression

(6) ' " iG^rx^ l^ l2^^

définit bien une norme sur l'espace des distributions prolongeables solution du
problème ;

(7) Qu = 0 dans M, uL .. = 0.
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Démonstration. On désigne par N l'espace des u vérifiant (7) et telles que ||u|,, = 0.
.k

On remarque que si u e N il en est de même de ——j- quelque soit k. On en déduit
at" .k

que N est un sous espace de dimension finie (appliquer le corollaire 1 a -°— ). Ce
91"

^sous espace est invariant par l'opérateur -^— .
dt

En introduisant le polynôme minimal de cet endomorphisme on conclut que les
u & N sont solutions d'une équation différentielle ordinaire en t. Ainsi u G N est
nul non seulement sur T x ]0,T[, mais aussi sur F x R . On conclut en utilisant
le théorème d'Holmgren ou le résultat de Rauch et Taylor [14].
Ainsi G est un espace norme qui coïncide (algébriquement) avec E,. . De plus
EQ s'injecte continûment dans G. Il suffit donc de montrer que G est complet.
Le seul point délicat consiste à prouver que le complété de G est un espace
de distribution, ce qui ne se produit pas (cf. Remarque 3) si l'hypothèse de contrôle
géométrique n'est pas satisfaite. Ainsi en utilisant cette hypothèse on prouve
que G complété de G s'injecte continûment dans E , et qu'il coïncide avec E/.
ce qui achève la démonstration.

IV. La stabilisation.
Pour éviter des difficultés techniques on considérera la situation suivante : on
suppose que la frontière (toujours régulière) de iï est formée d'une réunion finie
de parties connexes 3^ et 3ÎÎ. . On pose F = u 9iï. (cf. figure 3) ; et on considère
le problème d'évolution suivant :

(1) Du = 0 dans Î2 x R ^ , (u(x,0),^u(x,0)) == (uQ(x),u^(x))

(2) ^ O î î X D x R ^ 0 -

(3) -|̂  ^(x)^ sur r x Rdt dn +

Dans (3) on suppose que À (x) est une fonction mesurable, aucune autre régularité
n'est ici nécessaire ; Vérifiant, avec deux constantes a et g finies et positives
la relation

W a < À(x) < g V x e r .

Comme cela a été dit dans l'introduction les solutions de (1), (2), (3) sont décrites
par un semi groupe Z(t) fortement continu, à contraction (|Z(t)| ^1) dans l'espace
d'énergie
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E^ -= {(u,v) e H1^) x LW u|^p = 0}

muni de la norme usuelle note || . |L .
On a alors les deux théorèmes suivants :

-» \ 00Théorème 1. On suppose que VT > 0 il existe un rayon C y ne rencontrant
pas r x]0,T[ alors

(i) Vc > 0 et V T > 0 il existe une donnée initiale f ^ (u^ , u, ) de norme 1,
telle que l'on ait

(5) (1 - c) <|Z(t) f||, Vi 0 <t <T

(11) Le rayon spectral de Z(t) est 1 et la portion de spectre contenue dans
le cercle [z| -= 1 est du spectre continu.

Théorème 2. On suppose qu'il existe T tel que r x ]0,T[ contrôle géométriquement
le problème. Alors il existe a >0 tel que l'on ait :

(6) ||Z(t)|| ^C 0-°^ Vf >0

Pour prouver le point (i) du théorème 1 on introduit une solution du problème
D u = 0 dans M ^i^ = 0 C en dehors de y mais singulière sur y et n'appar-

rtenant pas à l'espace E,. . On désigne par Q (t) une fonction régulière convergeant
vers 6(t), et on pose u = ( Q^. ^ u)/ ||p ^ u|| y
Enfin on retranche à u la solution du problème mixte.

Q v = 0 dans î2 x R4' , v (x,0) = 3 v (x,0) ^ 0

9 v + Â(x) 3^ v = 8 u + À 3^ u^ sur Fx R^

On obtient ainsi un exemple pour le point (i) du théorème 1. Bien entendu cette
construction s'inspire de la preuve donnée par Taylor [16] du résultat de Ralston
[12]. Les autres points du théorème 1 se démontrent comme dans la théorie du
scattering (cf. Lax et Phillips [8]).
Pour prouver le théorème 2 on commence par introduire l'espace G des solutions
du problème :

(7) D u - 0 dans ^ x R^ , u|̂ ).R ^ ̂  + Â -^ 1 FxR ^ - °
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qui vérifient la condition :

(8) -|̂  ei^r x]o,T[)

muni de la norme correspondante :
Comme on a 0 < a < Â(x) < @ on déduit de la relation, 3 u + À(x) 8 u -= 0 que 9 u
appartient aussi à L^r x ]0,T[) ; en utilisant l'ellipticité de l'opérateur D dans la
direction T -- 0, on en conclut que u | p ^ ^.r appartient en fait a H^r x ]0,T[).
On utilise le corollaire III. 1 pour conclure que u appartient a l'espace
H^iï x]0,TD.
La relation :

W iS, • l̂3."!'̂ "!'""'—^»^ 1 - ^ 1 ' *
?

implique que (u(x,0), 3 u(x,0)) & E^ .
Ainsi l'espace G s'identifie algébriquement avec l'espace des solutions initialement
d'énergie finie. En adaptant la méthode du §111 on obtient enfin la relation :

T
(10) h^O)!2^ <C / J-p 1-1^ |2 dadt

qui combinée avec (9) redonne :

( i i ) K/npQ <(i-o luM)!^

et achève la démonstration du Théorème 2.

Remarque 1. Comme au §111 ce ne sont que les éventuels rayons rasants qui empê-
chent les théorèmes 1 et 2 d'être complémentaires. Ils deviennent absolument
complémentaires si on exige que les hypothèses restent vraies sous de petites
perturbations du domaine.

Remarque 2. La décomposition de 9Î2 en deux parties disjointes a été faite
pour éviter d'avoir a analyser la propagation en un point ou À(x) s'annule. Il
est vraisemblable que les résultats restent trois soit si À passe en x^ d'une valeur
strictement positive à la valeur zéro, soit si À s'annule comme |x - x,J. Un cas
particulier, avec des hypothèses globales et une méthode de multiplicateurs,
a été résolu par Zuazua [17].
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Remarque 3. L'analogie avec le scattenng peut être poursuivie et il serait intéres-
sant de considérer un ouvert Î2 percé de deux obstacles convexes et de choisir
la stabilisation sur le contour extérieur de iï (cf. figure 2 ). On peut conjecturer
que dans cette situation le spectre du générateur de Z(t) se comporte comme
dans les exemples traités par Ikawa [5,6] et Gérard [2].

Rayon rasant (point diffractif).

4 configurations possibles de rayons C°°

Ceci n'est pas un rayon C°°

figure 1. Exemples de rayons
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Exemples de régions r telles r x ]0,T[ ne possède, pour aucun T, la propriété C G(ft)

r-^ur,

Exemples de régions T telles que, pour au moins un T assez grand, r x ]0,T[ possède
la propriété C G(S2).

r = r ^ u r ,
le rayon y, est contrôlé
par r ^

Les rayons y^ correspondants aux deux flèches sont
tous deux contrôlés par y^ .

figure 2.
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figure 3.
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