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§ 1.- INTRODUCTION.

J'expose ici quelques résultats, résumés dans [Hl], qui m'ont &té inspirés
d'une part par la lecture des travaux de L. Frank et W. Wendt [F1], [FWl1], [Fw2]
et d'autre part par les estimations a priori obtenues par B. Najman [NI] pour
des perturbations singuliéres de problémes aux limites dans des espaces de
type Lp .

On désigne par € un petit paramétre > O . Soient, pour € > O , H€ et
F€ des espaces normés et AE une application linéaire de Hs dans F€ . On
dit que la famille A€ est inversement stable s'il existe une constante C > 0

telle que 1l'on ait

. <

(1.1) lully, < c llaull;
€ €

pour tout u € HE et tout e > O assez petit. Lorsque AE est bijectif

on peut considérer la solution de 1'équation

(1.2) u €H Au =f
€ € € € €

ol f€ est donnée dans FE . Sous certaines conditions (théoréme 2.1), faci-
lement vérifiables dans les applications, la stabilité inverse de AE implique
la convergence, lorsque € = 0 , de u. vers la solution u d'une équation

du type
(1.3) Au = f

oi A est un opérateur linéaire d'un espace normé H dans un espace normé F .
Dans le § 2 de cet exposé je montrerai comment les estimations du type (l.1)
obtenues par L. Frank et W. Wendt dans des espaces de Sobolev 2 deux indices
permettent d'obtenir la convergence de u. solution de (1.2) vers u solution
de (1.3), convergence qui n'est pas &tudiée dans [F1], [FwWl], [Fw2].
Souvent, on obtient, pour AE , une estimation a priori moins forte que

(1.1), du type

(1.4) lally < {llagly + lull }
€ € €
ol EE est un espace normé convenable. Il est donc utile d'établir des conditions
suffisantes pour qu'une estimation du type (l.4) implique la stabilité inverse
de A€ . C'est ce que je ferai dans le § 3 de cet exposé (lemme 3.l1). Je donnerai

ensuite des applications & des problémes différentiels dans des espaces de type Lp .
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§ 2.- CONVERGENCE PROPRE ET ESPACES DE SOBOLEV A DEUX INDICES.

Approximation et convergence propres [Aul], [Stl], [St2].

Soient E et (E)) des espaces normés. On désigne par HEE le produit

g’ e>o
cartesien usuel et par (ue) un élément de TIEg . On dit que (ue) et (vg)
sont &quivalents si 1lim Hue-—vE“E =0 .
€0

Soit R une application lin&aire u#+» R(u) de E dans l'ensemble des classes
d'équivalence., On dit que (E€)€>o et R constituent une approximation propre
de E notée d@(E,ﬂES,R) si, quels que soient u € E , (ue) € R(u) on a

tim [Ju|
€-20
quand € -» 0 , et on écrit u, c u (EE,E,R) si (ue) € R(u) .

E = lh‘”E . On dit alors que u. € EE converge proprement vers u € E ,
€

Exemple 2,1 : Soit E un espace normé. On prend, pour € > O , EE =E ,
||°”E = ||°”E y» et, pour u € E

€
(2.1) T(u) = {(ue) €TE_ ; |[u€—uHE - 0 avec €} .

Alors 5%(E,HE€,T) est une approximation propre de E , appelée approximation
triviale et u. S u (Ee,E,T) si et seulement si u_ converge vers u dans

E au sens usuel.

Exemple 2.2.[H3] : Soient D et E des espaces de Banach tels que D< E , D

étant dense dans E et l'injection de D dans E étant continue. On pose
E.=D et |lully =€” lull, + [lul
E D E
€
avec & >0 et, pour u € E
(2.2) S(u) = {(us) € HEE ; V&8> 0,30 ED et €, > 0 tels que

||u—w”E <8 et ||u€—<.p||EE <8 pour € <e} .
d@tE,ﬂEE,S) est une approximation propre de E et u. S u (EE,E,S) si et
seulement si u.>u dans E et €au€ - 0 dans D .

On a le théoréme de convergence propre suivant,

Théoréme 2.1 : Soient F ’FE , H ,HE des espaces normés, cﬂRF,ﬂFE,P) et

JRH,HHE,Q) des approximations propres de F et H respectivement,
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Soit AE [resp, A] wune application linéaire continue de H€ dans Fe [resp. de

H dans F] . On fait les hypoth&ses suivantes
Hl : A est surjectif, Ae est bijectif pour € > 0 .

H2 (condition de compatibilité) : I1 existe un sous—espace ¢ de H , dense dans

H , et pour tout @ € & , il existe (p_ ) € Q(p) tels que A @ < Ap (F_,F,P) .
£ €€ g?

H3 : La famille Ae est inversement stable, i. e. 3C > 0 telle que

(2.3) Ilu”H <cC HAeu”F VYu € H .
€ €

Alors A est bijectif et la condition Aeue s Au (FE,F,P) implique u. < u
(H_,H,Q) .

De nombreuses applications de ce théoréme 3 des problémes de perturbations
singuligres ont &té données dans [H2] [H3]. Dans toutes ces applications la

vérification de 1'hypothése H2 est pratiquement triviale.

Espaces ﬂez , § = (sl,sz) € R? . [F1].

On pose

s, +s
(2.4) %Z(IRn) = {H ' 2(IRn) muni de la norme

s 8, S, A
lall™ = ll<&> <et> "Wl
e, R L°(R")

1
(oli, pour & € Rr" , <E> = (1+]g]?) /2) , et, lorsque ( est un ouvert

régulier de R"

s 5178, .
(2.5) ?@6(9) = qH () muni de la norme
s $1 2 A
[|ul| Q= Inf ||<&>  <e£> | 0
€ 2 L2(RY)
si*s,
1'infimum &étant pris sur tous les prolongements possibles fu € H (R

A
de u (pour toute distribution tempérée T , T désigne sa transformée de
Fourier [Scl]).Lorsque le bord 92 de § est une variété compacte on définit
?ﬁg(SQ) de maniére usuelle, & 1'aide de cartes locales.

On a le
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PR P . n . ~ .
Théoréme 2.2 : X désigne soit IR, soit un ouvert régulier de R" s

soit la fronti&re d'un ouvert régulier borné. Soit s = (sl,sz) € R? . Pour
s
1
u€H (X), on pose

1°) lorsque s, 20:

(2.6) Q;(u) {(u) € nzez(X) ;1 V8 >0,

s,ts, s,
I € H (X) et e >0 tels que |lu-ol, <

et Hue—w”z’x < § pour € < EO}

s s
1
(||°HX désigne la norme dans 1'espace de Sobolev usuel H 1(X))
2°) lorsque s, <O :
s _ s . ITE- R
(2.7) Qew) = {(u) € MR X)) , lim |lu_ u||€’X 0}

€-0
1 S s 5
Alors CQKH (X),ﬂﬁﬁg(X),QX) est une approximation propre de H (X)

s
1
De plus, lorsque s, > 0 , la condition u. S u (3€:(X),H (X),Qi) implique

lim HUE_UHXI =0 .
€-0

Application.

Exemple 2.3 : On considére le probléme de perturbations singuliéres elliptique
et coercif [F1], relatif & 1'opérateur Q(x,e,D) d'ordre 2(r,+r,) avec

r, = 0 et r, > 0 :

Q(X,E,D)u€ = f dans Q
(2.8)
m Bj(x,E,D)uE = gj sur 9 , 1 < j<r, +r, ,
~ \}
ol Bj est d'ordre mj-l-pj avec m; < ... sm_ < m.o, S -

m, est 1'opérateur de restriction 3 932 , et le probléme limite

Q(x,0,D)w = f dans Q
(2.9)
m Bj(x,O,D)w = gj sur 9 , 1 € j <r
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ot Q(x,0,D) est d'ordre 2r, et Bj(x,O,D) d'ordre mj .

On pose Vv = (2r,,2r,) . Soit s = (s,,s,) € R? avec s, 2T, ,
1 1 1
m +=<s. <m += et s_+s_, > Max {m.+p.} += .
, 2
r, 2 1 r +l 2 1 Isjsr +r, j 2

Lorsque les problémes (2.8) et (2.9) admettent une solution unique, la solution

u. de (2.8) satisfait & 1'inégalité

s . r, Tj r,+r, aj Oj
@10 lugl® g < e {ielsy - E el v 2 e gl Jyet
avec Tj = (sl—mj —%WSz"Pj) . Oj = (O’Sl+32_mj_pj —%Q .

aj = —sl-ij-F% >0 pour j>r,+1,

On peut alors appliquer le théoréme 2.l en associant 3 ces problémes les espaces

_ 3@8—\) rl 'agTJ r1+r2 Oj
Fo=d6. @ x £ &0 x T %70
j=1 j=r +1
Sl_\)l rl S, —m. "%
F=H o x £ B 3 ‘6

j=1

les opérateur A€ et A définis par

T, T +r, O,
Au = (Q(X,€,D)u , M m_ B.(x,e,D)u, T ein B.(x,E,D)u)
€ . (o] ] ls) ]
j=1 r +l
!
Au = (Q(X,O,D)u , 1 TIO Bj (X,O,D)u)
j=1

r
1

et 1'approximation propre d@tF,HFE,R) définie pour u = (uo,TTuj) € F par
1

T

T .
- (nS™V 1]
R(u) = (QQ uo,lilQBQ uj,0> .

L'hypothése H2 est 8quivalente 3 la condition suivante, facilement vérifiable
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our tout ¢ € 49(5) , On a

lin |lQ(x,e,D)0- Q(x,0,D)¢[ >0 = 0

£-0
'3
(2.11) &1;:[: HBJ.(x,e,D)(p-BJ.(x,O,D)(p”e,aQ =0 l1<j<r,

+
A

(S0

IA
'—‘

a. 0.
lim || J Bj(x,e,D)cpHEJ,BQ =0 r LT

S
1

Par suite u_ converge vers w dans H () .

Remarque : Dans le cas particulier ol

2r2
Q(x,e,D) = € R(x,D) +Q(x,0,D)

et Bj(x,e,D) = Bj(x,D) l<j<r, +r,

les conditions (2.11) sont trivialement vérifiées puisque 1'on a

2r, s=v 2r, s~V
lim ||e R(x,D)(p”E g = lime IR(x, D)ol
€0 ? €-%0

|
o

et, pour r +1 < j<r +r,

. . .
lim ||e J Bj(x,D)q)He'jaQ = lim e J HBj(X,D)(D”gQ =0 .
€=0 €0

La démonstration du théoréme 2.2 et d'autres applications seront données dans
[H4].

§ 3.- STABILITE INVERSE D'UNE FAMILLE D'OPERATEURS SATISFAISANT A UNE INEGALITE
DU TYPE (1.4) ET APPLICATIONS.

Soient G et E des espaces normés, H un espace de Banach réflexif tels

que Gc Hc E avec injections continues. Pour € > O , on désigne par H€
l'espace G muni d'une norme l|°”€ dépendant de € . Soient, pour € > O ,

Fe un espace normé et Ae une application linéaire de He dans FE . En uti-

lisant un argument de compacité on montre facilement, (cf.[H4]), le
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Lemme 3.1 : On fait les hypothé&ses suivantes :
hl : L'injection de H dans E est compacte.

h2 : Il existe une constante C > O telle que l'on ait
(3.1) lJully < ¢ [lull,

pour tout u € G et tout € > 0 .

h3 : Il existe une constante C > O telle que 1l'on ait

(3.2) lull, <c tlaally + llull)
€

+
€
pour tout u € G et tout € assez petit.
h4 : Les conditions e, 0, u € G converge faiblement vers u dans H

et 1imHAE un”F = 0 impliquent wu =0 .
n->° n €,

Alors la famille A6 est inversement stable.

Applications 3 des problémes différentiels dans des espaces de type L ,

l <p<®,

Exemple 3.1. Probléme de Dirichlet : Soit § un ouvert borné régulier de R"

Pour s € R , WS(Q) . %:(Q) sont les espaces de Sobolev usuels. Pour p fixé,

lorsqu'aucune coﬁfusion n'est possible, on note ||°Hs la norme dans W;(Q) .

Soient A et B des opérateurs différentiels linéaires, fortement elliptiques
coefficients réguliers, d'ordre 2m et 2m' avec m > m' > O . On pose

a
—_ !
Ae = €A +B et on suppose que, pour f € wpm () , les problémes de Dirichlet

(3.3) u_ € Wﬁ(ﬂ) Au_ = f
et
(3.4) w € %2'(9) Bw = £

admettent une solution unique. Dans [N1], B. Najman a montré qu'il existe une

constante C > 0 telle que 1l'on ait

(3.5) lall v < ¢ Cllagall_,+1lull )
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1
oo

o J—
pour tout u € W?(Q) n Wsm Q) =G et tout € > 0 assez petit, De plus,

1'hypothé&se h4 est trivialement vérifiée lorsqu'on prend HE = G muni de la
-m'

O !
norme |lon, , H= w? «) , F€ = Wp () et E = LP(Q) . En utilisant le

lemme 3.1, on obtient donc, pour la solution de (3.3), 1l'estimation
(3.6) lacll o< ¢ llasll_,

Grace a (3.6), on peut alors, comme dans le cas p = 2 , montrer que u
converge vers w dans Wg'(ﬂ) et préciser la rapidité de convergence par
interpolation (cf. [H5]), faire apparaitre une couche limite & la fronti&re en
améliorant la convergence a 1'intérieur de  (cf. [H6]), construire des

correcteurs comme dans [L1], etc...

Notons que des estimations a priori, pour la solution de (3.3), dans des

normes dépendant de € , ont &té obtenues dans [Gul].

Exemple 3.2. Conditions aux limites générales : On remplace maintenant, dans les

problémes (3.3) et (3.4) les conditions de Dirichlet par des conditions aux
limites générales.

Le cas oi m' =0, B=1 a été élucidé dans [H7] en utilisant les esti-
mations établies par S. Agmon [Agl] pour la résolvante associée au probléme
(3.3). C'est ce lien entre les problémes de perturbation singuliére et 1'étude
des résolvantes associées qui a &té exploité par G. Grubb [Grl], lorsque p = 2.

Lorsque m' # 0 , 1'hypoth&se h4 du lemme 3.1 est encore satisfaite en
posant F€ =E = LP(Q) et en choisissant convenablement G ’HE ,H (cf. [H1]
et [H4]). Mais dans ce cas, des estimations a priori du type (3.2) ne sont pas
connues.

D'autres applications du lemme 3.1 seront données dans [H4].
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