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Conférence n° 7

REGULARITE HOLDERIENNE DE CERTAINS PROBLEMES

AUX LIMITES ELLIPTIQUES SINGULIERS

par 0. DEBBAJ

Soient Q. un ouvert borné assez régulier dans (R0 et 4 une fonc-
tion positive dans ft assez régulière et équivalente a la distance au bord. Soit
L un opérateur du second ordre, elliptique dans ̂  et dégénéré au bord F = 3^,
du type

L = A*A + ̂  P + ̂  A Q + R

00avec A un champ de vecteurs réels, C et transversal à F , P un opérateur diffé-
rentiel du second ordre à coefficients C dans Q, et Q et R deux opérateurs dif-
férentiels du premier ordre à coeffcients C dans Q , .

Soit Y l'application trace sur F. On va donner ici un résultat
de régularité Holdérienne du problême du Dirichlet

L u = f dans Q,

0*0
Y u = i(J sur F

L'étude de la régularité H des problêmes de type (*) est clas-
sique voir par exemple M . S . Baouendi [ 2 ] , M . I . Vi^ik-V.V. Gru^in [ 16] ,
P. Bolley-J. Camus-B. Heiffer [ 4 ] » . . . La régularité Holdérienne pour les pro-
blêmes aux limites elliptiques est étudié par S. Agmon-A. Douglis-L. Nirenberg
[ 1] . La régularité Holdérienne des problêmes aux limites pour dîautres opéra-
teurs elliptiques dégénérés est étudiée récemment par C. Goulaouic-N. Shimakura
[ 12] et aussi par Damiakhi [ 8 ] avec, pour ce dernier, des donnés dans des espaces
de Hôlder avec poids.

Dans le cas qui nous intéresse ici, on suivra une méthode tota-
lement différente de [ 12] et [ 8] , on construit les "noyaux de Poisson et de Green"
du problême (<0 , puis on étudie leurs actions sur les espaces de Hôlder. Pour
étudier l'action du noyau de Green sur les espaces de Hôlder on aura besoin d'étu-



,m,kdier l'action des opérateurs OPS ' de L. Boutet de Monvel [ 6 ] sur ces espaces.

Avant de préciser les hypothèses et l'énoncé du résultat prin-
cipal je tiens à remercier J. Camus pour sa contribution à la réalisation de ce
travail ainsi que G. Métivier et J . F . Nourrigat.

Précisons maintenant les hypothèses et l'énoncé du résultat.
Soit f2 un ouvert borné de IR11 de bord F. On suppose que n est une variété à
bord de classe C°°. On se donne une fonction 4̂  C00̂ 11̂ ) et vérifiant :

-ntî » {x e tR ; ^f(x) > 0}

F = {x € K11 ; ^(x) « 0}

grand ^f ^ 0 sur F

Pour p € ]0,1[ nous notons

C^œ) = {u e C°(ïï) ; | |u| | = sup |u| + sup l^)^)! < -KO}
^ 0 r^n I- -lPî?xî2 Ix-yl^îî * i •' ixfy

Plus généralement, pour t G |N, p G ]o,1[ et comme ci-dessus
nous notons

/^(ÏÏ) = {u G C0^) ; 3^ € C^VÏ) pour |a| ,$ 1}

cSf^W = {u e ^^W ;4'2u e ^+2+^?î)}

^^^(ÏÏ) = {u e C^^^??) ; A^ e ^(Q)}

munis des normes naturelles.

On notera P^» Qi et R. les parties principales respectivement
de P, Q et R. On fait les hypothèses suivantes :

^

(H?

L'opérateur L est elliptique dans Q.

Pour tout x € r et pour tout Ç € T T\{0} le polynôme
2 x

P(T) = T + i Q j ( x , Ç ) T + P^(x,0 admet deux racines T^(x,0
et T_ ( x , Ç ) telles que Im T ( x , Ç ) > 0 et Im T _ ( x , Ç ) < 0.



(H^) Pour tout x C F , pour tout Ç e T F\{o} tel que le problêmex

L^(x , t ,Ç ,D^) u( t ) = 0

u(o) = 0

n'admet que la solution u s 0 dans T(tR ) .

L ^ ( x , t , Ç , D ) étant l'opérateur différentiel défini par

L ^ ( x , t , Ç , D ^ ) = D^ + t2 P ^ ( x , Ç ) + i Q ^ ( x , Ç ) t D^ + R ^ ( x , 0

On peut, maintenant, énoncer le résultat principal :

Théorème :

Sous les hypothèses (H ) 3 (HJ et (H ) on a : pour t e fN et

M e ] o , l [ , pour f e (^-^(M et ^ e ^^(W si u e ^r^; ayeû s > ^ ̂ tû
solution du problème

(*)
L u = f dans Q,

Y u = ^ sur F

alors u e ̂ ^^(W.

Pour établir ce théorème on construit un noyau de Poisson

J^e -'o(C°°(r), C°°(n)) et un noyau de Green ^ € ^(C00^), C00^)) qui se prolon-

gent respectivement de ^^(T) dans C^1'1"1 )̂ et de ^^(ÏÏ) dans ^^(Ti)
et tels que :

L ^Pye c°°(?2)

Y py - 1̂  e c°°(r)

et

f
L Ù f - f € C (R)

y C-rf e c (D

De la régularité H du problème (*) on déduit que
v = u - ( C y f + -PV) e C°°(ÏÏ). Il en résulte que u € C^]+p (ÏÏ) .



On va donner les grandes lignes de la démonstration de ce théo-
rème. D'abord on commence par localiser le problême. On notera x = (x ' ,x ) £
1R11 x IR et Ç = ( Ç ' , Ç ) € R11" x IR. Dans une carte locale convenable ^opéra-

teur L s'écrit sous la forme :

^ n-1 n-1 ^
L = D + ^ a^(x) x D D + ^ b - ( x ) x D D +
\ j= l J n ^ ^ j ,k=l Jk n ^ ^

n-1
c(x) D^ + ^ d^ (x ) D + e(x).

n J"! J J

où les coefficients sont des fonctions C°° sur R11.

Soient (H^) î , (H?' et (H^) ' les hypothèses (H^), (H? et (H^)
traduites dans le demi-espace ;

(H,)'

(H j ) '

L'opérateur L est elliptique pour x ^ 0

Pour tous x' e IR""1 et Ç' e ^"^{O} le polynôme en Ç

n-1 n-1

n

^n + î_ ^^''"^j^n + î ^k^'^^j^k admet deux racines
J = 1 J > k31

^(x^Ç') et ^(x^Ç') avec Im ^(x'^') > 0 et Im ^(x^Ç') < 0

.n-1 .n-L(H^) Pour tous x' € R et Ç' G ÏR" \{0} le problème

L C x ^ ^ D , ) u(x) = 0n'xn u(o) = 0

u € f^)

n'admet que la solution identiquement nulle.

On commence par étudier le noyau de Poisson associé à L.

Noyau de Poisson :
'""'s

Un noyau de Poisson J € ^m est un opérateur de C00 (K11"1)00

Ccomp~ /•» ̂ rrtTt - '

dans C00 (R^) tel que

^(x) = (2^)-(n-l) f e131'^' p(x ,Ç ' ) ^•)dÇ'
'«R11-1



où p(x ,Ç ' ) est une fonction C sur (R x (R qui vérifie pour tous M Œ (N,

a e IN et f5' € IN et pour tout compact K de (R il existe une constante

C > 0 telle que
a

M n f f t 1 m - ^ [ + —1 - y
1^ ^ 4 P< x^ î ) l -< ̂  + I^D

pour tous x G K et Ç * € (R

Alors en s'inspirant de certains travaux de L. Boulet de Monvel

[5] et de F. Trêves [ 15] et en utilisant quelques résultats de P. Bolley-

J. Camus-B. Heiffer [4] on montre ([7] ou [ 8] ) :

Théorème 1 : (Noyau de Poisson)
^

Sous les hypothèses (H ) ' ^ ( H j ' et (HJ f il existe J^ € ]{
o -i- "

tel que

f L yeî•(^{^"l>-c~(t^>
___1 v y - ̂  ̂ v1^ ^n~l"

On a de plus,

Théorème 2 :

Un noyau de Poisson '{' e }<, ^) se prolonge^ pour tous

t € IN et p e } 0 ^ 1 [ ^ en un opérateur linéaire continu de C^1^^'1 ) dans

^X ^> - { M e ̂ u^. 4 " - ̂ v'^ - ̂ mp^> •
Pour démontrer le théorème 2, on étudie le noyau distribution

K(x',x^,y') de S- et on montre (cf [ 1 1 ] ) , en procédant un peu comme dans [ 7 ]

ou [ 3] , que K(x',x^,y') € C^dR11"1 x 1R^ x (R"~1) et se prolonge en une fonction

C°° sur R""' xŒ^ x iR""1 - A où A = {(x',o,y'), x' = y ' } et vérifie

(i) s v K compact C (R""1, V a € IN" avec |a| <; 1 , 3 C > 0 tel que



-n+l-la ' |
3^ KCx ' .x^y ' ) ! ^ C^lx ' -y ' l + x^)

an
2-

pour tous x' € K, x € ]0,1[ , y' ^ tR11"

(ii) v X e C00^11"1)» la fonction K C x ' . x ,y ') ^(x^y^dy' se prolon-
oo _ii-

ge en une fonction C sur tR . De plus, V R ï 1, V K compact de
R11"1, ^ C > 0 tel que V 6 e ]0,R[ , V x' e K et x € ]o , l [

Kîx^x^y^dy' ,< C

ô^x ' -y ' I^R

Nous obtenons par un découpage d'intégrales comme dans [ 14] ,

Théorème 2 :

Soit K ( x ' ^ x , y 9 ) G C00^"1 x ff? x IR^1 - AJ et vérifiant ( i )
et (ii) ci-dessus. Alors f opérateur A défini par

A u(x) - ^(x^x^y') u ( y ' ) dy'

se prolonge^ pour tout y G ] 0 ^ 1 [ ^ en un opérateur linéaire continu de C^ ftR^" )
âans C^(S^).

t Par suite, du théorème 3, on déduit qu'un noyau de Poisson
cJ G JC (R ) se prolonge en un opérateur linéaire continu de C (IR ) dans+ r ° - comp
c1j1 (R11" ) . Et par "dérivation et intégrations par parties" on déduit le théo-
rème 2.

On étudie maintenant le noyau de Green ;

Noyau de Green :

On commence par prolonger les coefficients de l1opérateur L en
oo •n

des fonctions G sur CR 4e sorte que la condition d^llipticité (H ) soit satis-
faite pour tout x f 0. $oit alors ^ la variété caractéristique associée à L ;

vu l'hypothèse (H^) y , ^ 1= { (x ,Ç) e (R11 x Œ^Vo}, x^ = ^ = oL



On notera iï = (R^ et on dira qu'on opérateur P sur ÎR11 admet la

propriété de transmission si pour tout u € C°° (S?)jP(u 0 ) € r°° (^ - n°comp " v / ^ " U6/ ? u

désignant le prolongement de u à ÏR" par 0 dans IR\^. Et on notera par P^ l'opé-
rateur u -> P(u°) I...

En utilisant encore certains travaux de Boulet de Monvel f 5]
et [ 6] on montre [ 1 1 ] .

Théorème 4 : (Noyau de Green)

Sous les hypothèses (H ) ' , (H ) ! et (H ) f il existe
0 -i- 0

Q GE OPS J (iR ' y ̂ ) ̂  possédant la propriété de transmission et un opérateur

d'Hermite H e OP^l(IRn^) tels que l'opérateur ^ = Q^ - '' 'y (/l + H iï vérifie

L <b - I e :.uc^ (W c ° ( W )..-/ comp 3

^ çï((Ïornpw - C W ( Y ) )

• ' " \
( ^ étant un noyau de Poisson appartenant à JC proprement supporté associé à

l'opérateur L ) .

De (H ) * et ( H . ) 1 on déduit que L est transversalement ellipti-

que. Ceci permet de construire explicitement le symbole q de Q sous forme d'un

développement asymptotique. Et alors on vérifie que q satisfait la "condition

de transmission". Pour construire H on utilise une méthode un peu analogue à

celle utilisée pour construire le noyau de Poisson.

Théorème 5 :

Le noyau de Green ^ ^ défini ci-dessus^ se prolonge pour t ^ fN

et p ^ ] 0,1\ en un opérateur linéaire continu de C^^ (W1) dans ^!L+1+^ (W1).
_________^ comp + x 3 toc +

Remarque : On retrouve et on améliore, dans un cas particulier, un résul-
tat de régularité Hôldérienne à l1intérieur obtenu récemment par L . Rothschild"
E . Stein l 13] .



Pour démontrer le théorème 5, on est amené à étudier essentiel-
e\ O Tt

lement l'action des opérateurs OPS 9 OR »^ ) sur les espaces de Holder. En fait,

on étudie les opérateurs OPS"1 ̂ ((R11,^) C OPS0»0^11^) C OPS° et par dériva-

it

tion on déduit le résultat pour les opérateurs OPS 9 (IR11,^). Pour ceci on a

besoin de faire une étude fine des noyaux distribution associés aux opérateurs
OPS ï" (|R11,^). Soit3C(x,x-y) le noyau distribution associé à un opérateur
A € OPS"1'""2^11,^) module un régularisant. Alors,]C(x,z) G C^QR11 x Œ^VO}) et

vérifie (cf [ 11] ).

V compact K C IR11, 3 C > 0 tel que V a , g G IN11 avec(i)
1\

j a ' | + l e ' | ^ 1 et o^ + 6^ = 1 on ait

rv' R' 9 "- n + ^ - l 0 6 1 ! - I B ' I
3^. ^.3<(x,z)| .< C^dz ' l + z^) 2

C11 CJ<(x^)| ^ C^dz ' l + z^)'11! L o g C l z 1 ! + z^|
n n

V x G K et z E Œ^VOL

II existe des fonctions î. G C^CîR11 x ^MO}) ; j = l , . . . ,n- l ,(ii)
n-1 J

telles que J<= ^ 3^ JC". et vérifiant pour tout compact K C (R11,
J = l J J

il existe une constante C,, > 0 telle que, pour tout j = l , . . . ,n - l ,

„ -n + y
|Kj (x ,z ) | <: ^ ( j z ' l + z^)

pour tous x G K et z G ^Xto}.

Soit 9 € C (B11) avec 9 = 1 dans un voisinage de z = 0 et soit
Kû(x , . ) la distribution sur R11 associé àJC(x,.) défini pour u ^ C00^11) par

<Kg(x , . ) , u> = [ j^(x,z)(u(z) - u (o )9 (z ) )dz

Soit maintenant J<Q l'opérateur défini sur C00^11) par

^Q u(x) = (Kg(x, . ) ÎK u)(x)

= OC(x,z)(u(x-z) - u(x)9(z) )dz



Alors par un découpage d'intégrale nous obtenons (cf [ 1 1 ] )

Théorème 6 :

L'opérateur - -g_, défini ci-dessus^ se prolonge pour tout

P e } 0 ^ 1 [ ^ en un opérateur linéaire continu de C^ (ÏR71) dans C^ ((R1^).—————————— comp Loc

Du théorème 6, on déduit que A se prolonge en un opérateur li-

néaire continu de C^ OR") dans CÎJ^OR11). En fait on a :

Théorème 7 :

Un opérateur A e OPS'13'2(f^,]) ̂  se prolonge en un opérateur

linéaire continu de C^ (fî^) dans C^ . (^n) = [u e ̂  (^n) _
9 1+\\ —n p x^ LOQ L00^ "e ̂ y^ -

Pour avoir le théorème 7, il reste à montrer que l'opérateur

B = x^ A se prolonge de C^ (iR11"1) dans C^(iR11). Pour ceci, on étudie le

noyau distribution K(x,x-y) de l'opérateur C = D^ avec |a| = 1 . On montrex
(cf [ 1 1 ] ) que K(x,x-y) s'écrit essentiellement sous la forme :

,^(x,z) = 3^(x,z) + ^(x,z)

avec ,?^(x,z) e C00^11 x iR^ \ {o}) et vérifiant les propriétés (i) et (ii) précé-
dentes et J^(x,z) € c^OR11 x Œ^MO}) et vérifiant :

( i) ' V compact K C (R11, ] C^ > 0 tel que V a , g G IN11 avec

|a| + |3| $ 1 on ait

j |:K,(x,z)| ^x^(iz'| . |xJ |zJ)-11-1

\

[ 1 ^ ^ ̂ ^^l -< ^IxJ ( | z - | . |xJ |zJ)-"-l^l-i6l

pour tous x € K avec x + 0 et z ^ ^vto}.

( i i ) 1 3 K^ j (x ,z ) e C00^11 x IE^VO}), j = l , . . . ,n - l , telles que pour

tout j = l , . . . , n - l on ait : V compact K C ÎR11, -} C > 0 tel que
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|JC2j(x,z)| ^ C^|xJ(|z ' | + |xJ IzJ)^1

v x e K, x^ o et z e ïRn\{o}.

Soit, comme précédemment, JC. l'opérateur associé à JC.(x,z).
Alors on déduit le théorème 7 du théorème 6 et du théorème 8 suivant (cf [ 1 1 ] ) :

Théorème 8 : L'opérateur -^00 se prolonge^ pour tout y ^ ] 0 ^ 1 [ ^ en un opéra-
teur linéaire continu de C^ (Cf1) dans C^, (F^).__________ oomp LOQ

Par suite, par "dérivation et intégration par parties" on mon-
— 9 — 9 r»tre qu'un opérateur Q G OPS 9 " (JR . Y ) , à fortiori un opérateur d'Hermite

H e OP^"1 OR11,^) , se p ro longe , pour tous f € îN et p e ] o, 1[ , en
un opérateur linéaire continu de C^^ (IR11) dans C^ 4 " 1 4 ' ^ (R11) . Sir comp' "x ,loc

Q11

de p lus Q possède la p rop r i é t é de t r a n s m i s s i o n , Q se p r o l o n g e ,

pour tous !L € (N et p ] 0 , 1 [ en un opé ra t eu r l inéa i re con t inu de
ç^+p ^n^ ^^^g ^ ^ + l + p (K^) , Mais si H est un opé ra t eu r d ' H e r m i t e

comp + x , ioc +
i r\

appar tenan t à OP ^ê ( tR1 1 ,^) , H se p ro longe t o u j o u r s en un opéra-

teur l inéai re cont inu de C^^ (i^) dans C^1^ (È^) .

Exemple :
2 2 9 2Cons idé rons dans IR , l ' o p é r a t e u r L = D + t D + XDÀ t x x

avec À ^ - 2 k + l , k e i N - { 0 } ([ .14] et [ 9 ] ) . A l o r s on a pour

t C N et M E ] 0 , 1 [ , pour f G C^(Œ^) et ip e C^^((R) si

u G H- ( I R . ) » s > y est so lu t ion du p r o b l è m e du D i r i c h l e t :

9
L u = f dans IRÀ '

y u = ip sur IR

t10" u e ^îïcC^ - {u e ̂ »î>'^ e ^:ï<^) «

t2"6^:^)}.
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