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Conférence n° 10

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES : Çomportement^ynp^yue_de_là fonction

spectrale de l'opérateur de Laplace-Beltrani sur une vanete_^g^_^7T^^-
lari tes coniques. ~—-— -

PIIAM THE LAI et de Ve s sel in PETKOV

On considère une variété riemannienne compacte Y sans bord ayant des

singularités coniques. On obtient une asymptotique de la fonction spectrale

associée à l'opérateur de Laplace-Beltrami L sur Y. On en déduit l'asymptotique

de la fonction N(>0 comptant des valeurs propres de L plus petites que >2.

We consider a compact riemannian manifold Y without boundary assuming

thaï Y has conic singularities. We obtain an asymptotics of Beltrami operator

L on Y. This enables us to obtain thé asymptotics of thé function N(^ computing

thé eigenvalues of L less that À .

§ 1 . Introduction

On considère une variété riemannienne compacte sans bord (Y,s) de di-

mension n+1 ^ 2 et on suppose que Y est à singularité conique c 'est à dire que Y

est C , sauf en un nombre fini de points au voisinage desquels Y est un cône. .

Sans restreindre la généralité, on suppose que Y a une seule singularité et s'é-

crit au voisinage de ce point Y = tP .̂ X , où (X,g) est une variété rienannienne conr-

pacte sans bord C de dimension n,et que la métrique de Y s'écrit :

2 2(dr) + r g(dx)

Soit L l'opérateur de Laplace Beltrami sur Y et A l'opérateur de Laplace Beltrami

sur X. Dans-un système de coordonnées locales (x , . . . , x ) on a

'^'^.rMr^v) "
^ • - { ^ ̂  + .̂)

2
On considère l'espace L (Y;dy) des fonctions de carré sommable sur Y (où dy=: q^r dr-dx
au voisinage du point conique) et l'espace d'énergie

H\r) - ( u ) ^ ^ ̂  é ^(Y,^)J
II est facile de voir que L se réalise comme un opérateur autoadjoint > o sur I/'(Y) ,

de domaine CÛ (L) =J u é rH^Y) , L u é L^Y) 'r .

Soit L = ^^ E C^) la résolution spectrale de L.

L'objet de cette note est l'étude du comportement asymptotique de la trace du

noyau E(ï ; r, x; p ,y) de la projection E( -]^, T^ ). Le résultat principal est le :

Théorème 1

1 ) Le spectre de L est discret et est composé de valeurs propres,,de multiplicités

finies> Rangées en ordre croissant, les valeurs propres forment une_su^te_ (À. )

S11-1 -̂ÊE^ ^^ + 00 lorsque j ̂  + w .
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o0
2) .Soit ^(x)ê C (X) à support dans une carte locale de X et ^<(r) (, ̂  (R^) égalée,
a 1 sur un voisinage de 0. Posons V = ^ .̂

II existe C ^ 0 tel que : pour r z: ̂  C , nous avons

( 1 ) ^°fE[T,W^x). <f ̂  f ^ ^Of^^0]
' ^ (2< 1 • ' ' L î J

4('w<^)^
où L (r,x ; ï , ï ) est le symbole principal de L et 0 est uniforme en 7^ /î- / x,— o f ^ ^ ——————————————————————————————————————

Ce résultat implique le
9

Corollaire 2 Soit N(T) le nombre des valeurs propres de L plus petites que l

Alors ... „

—— Nh) . ̂ ., f *- - 0^
(sn) \W)

où d<r est le volume symplectique sur T (Y) .

Remarque Le corollaire est un résultat connu de M. Kalka - A. M^nîfoff ^ 4 ) .

Ces auteurs ont fait l^nypothêse supplémentaire n ^> 1.

La preuve du théorème 1 utilise d^ne manière essentielle la méthode

hyperbolique : on considère la solution fondamentale u ( t ; r , x ; j ^ , y ) de l ' équat ion
2

des ondes D - L.

On applique une idée de V. Ivrii (2jqui consiste à construire expl ici tement

une asymptotique de. la trace u ( t $ r , x ; r , x ) en terme de singularités en t au voi-

sinage de t=o. Notre construction utilise un "figeage" à notre avis inéd i t et la

transformation de Mellin pour la variable r. L'asymptotique construite ici, comme

dans le cas de V. Ivrii, est compo.sée de termes de singularités croissantes ;

cependant sa trace est composée de termes de singularités décroissantes.
On prend un voisinage de t=o sous la forme J t | ^<^^ avec ,c su f f i samment

petit, ce qui explique l'expression du reste dans 1 . Nous espérons montrer pro-

chainement que 1'asymptotique reste valable p o u r j t , ^ ^ (indépendant de r) et

améliorer le reste dans (1) sous la forme 0 j ( r ' c ) j .

§2. Localisation

2.1 , On note 12 une carte de X contenant le support de ^\ (r,x , . . . ,x )

les coordonnées locales de ]R ^-^î- et Q == ]R ^ 0- .
Soit u la solution du problème de Cauchy :

Pa - û 4 < = l K ,^^) ê Q
Uj ^ 0(2) î^ -. i^..f)î(^ (^'^ ^'^*-/ ^ / V. "̂ N \) f c

^ ^ ^ -j / - y - - ^

't=0t ^~*>
on est ammené à considérer sur Q l'espace

» ^ ,^ i ( - . F A^ \u\^ 4L ^^
L:<<3) - [ a •' Ja^1"1^ ̂ i

i . i*_
où w est le poids <»'(r) = IL ^

^- / ^ / JQ.

"r?
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En appliquant la théorie variationnelle, on montre que le problême (2) a une
solution unique dans C ( [o,T3, H^.^ ( Q) ) avç.c S" ' / ^ ou

H^^Q) désigne l'espace ( a ^ ( l -vG)^ué L^fQ)j

t t C ^ - S " _
Si : K & M pour un certain s.on dira que u vérifie une condition d'an-
nulation de type de Fuchs au voisinage de r^o.

2.2.. Pour (p,y) fixé dans <$ , on considère l'opérateur figé P défini par :

p n2 [^^^É^--^^ 'T î== ĵ , — «—————————^ ^t ^

on considère la solution u du problème (2) avec P remplacé par P et avec la
condition d îannulation de type de Fuchs au voisinage de r=o.
Notons K = P-P, et E la paramétrix du problème

( Pivz: f W | = ^l -0
) ' le=o r- 'e^o
L condition de type de Fuchs pour w

En notant u ^c ^(^-f)ô(^-^).il est facile de voir que pour tout me. N , on a la représentat ion:
^ ^ .^ /r...^(3) u =. ^' [ E K ) S ^ / r l<} .̂
k ^o fi 1 . _ /Ir.1 _

Par le changement de fonction ^" = t ^ ^ , (/ -. .̂ A t». , on voit que v s'écrit
<rrl> / i(A) ^--^.(E^)^ -t-(ijj\)"\^^ »:

ou l'on note P , P les opérateurs P et P avec n^l et K = P - P , E la
paramétrix de P..

Pour K = P - P, on développei l i

K. -. -2- â^.. (x-^/L^)V + Z C^L^lf^\\)\ ̂
^^l^m '^ " l •"t/ ^ . '̂̂  <ï ' ' L

O^lpl^ • w-i •:>. i)-.-^ 11
/, , . ,^+' ^IL^£( \ ,. . 0 / l L ^ f j & '' /^ = 0 (^x-y| + ! Lc^ 1) ^ -^- ) j ^^, - ^V •̂ J

'% « ^» ̂  « « '̂ t*
(On a utilisé la formulé J*. - "1^2 Loq jC ^ - • • + j^\Loi>^\ , r es te )»

^ '" <7 T. îyi î < <7 .̂ / /

Suivant après la procédure d'Ivrii, pour calculer v, on annule ^ pour t < o , on note
v la fonction ainsi obtenue et on effectue la transformation de Fourier x->> Ç ,
Mellin r^ ^ et Fourier-Laplace t-^ i pour Im ^ < o .

La transformation Mellin pour une classe de distributions est introduite
par l 'un de nous et ses propriétés importantes sont rappelées au §4.

On obtient facilement .y^1

v ^ ^ - r ^ ^('"r-f) n )̂
aL c"
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La transformation de Mellin-Fourier-Laplace notée ^î transforme à [ i - f ) o(x~u )
en f ' s à , > l'opérateur E est transformé en la multiplication par JL-

" ' ' T^

où ^= <'\ A^-j-Y ^- x^ ^ i<i-^ , ^^- e .̂ (^ - ̂

On attribue à un terme de type E ( x - ^ J ( ^ o û Â - j D^ le poids

^ ^ î ̂ \ ̂ ' - JPJ et à un terme de ^P6 E ] fLo^ ̂  î  /^ ̂ | ) 'le poids
• V ^ } \m. 5+j-^ .

Il est facile alors de montrer par récurrence que v a une asymptotique

dont chaque terme a une transformation i,'lff de la forme

»>-• ^^ -'^ -.C(5) - ̂  e ^ ^ q

où C est un polynSme homogène en Ç ? Ç » de degré <^ vérif iant

- H - c -^ k ' t -2 » poids du terme correspondant.

Soit ?|^.(j i^2,ÇJles racines par rapport â j de l ' équa t ion p==o telles qut1

j:lm À., >Û .

Le théorème 4, du §4 permet de montrer^ par 1l inverse de Mel l in , que la trace r = ^ d ' u n
ô

terme (5) est donnée par le résidu :

/ . ̂  r - e ? \^^ ^-'^ -'u
On voit donc que v (^f ) a une asymptotique dont chaque- terme a une

transformation de Fourier-Laplace
ll-A l t t $ «v -^ ^- T r û ^ 1

avec D positivement homogène en ? de degré à vérifiant

l~A, -~ <-«-'
"C-

En revenant à u, on voit que u a une asymptotique dont chaque terme a une trans-

formation de Fourier ^ ~> c. ^ x —> § t

. ,y Ô ^ ̂  j [r'(.-^- û^î)]'^ [f\^.^] ̂

où V est la fonction égale à 1 sur !\(^i) < ft , nulle ailleurs.
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En revenant à x et en prenant la trace x=y , on obtient des termes de types
^ A - -fc

(6) -<if û^ (?.^r.^ (rî  o^nui

avec a, des fonctions bornées.
. . . / \^Un calcul précis du terme principal donne — I P ( f^J û avec

(7) û - —, r ri- AI^))'^c^ JA(^^)<1
On a le :

Théorème 3

Avec C jît ^ çoimne_^ans_le_th^prenie 2, ^soit 6^C(,(ffî.} , B^'l pour |tl ̂  —

et p^o pourJf-M.e_t_soit. 9 W = ? (" ̂ - )

II existe ^o^0, ^^^ telles que pour IÎT-\^ ^-o , on a——————— / < .———_-—————— / _——_ ^_^ ^_,^_;
^ -——~ f>^-^ ^ \ • ^-"l-•^

^^,W)(^) ^0[W J
k L

-»»-

(8) ft LL (ï; ^ X , ^ / ^ ) - - - ^ ̂ . A (l,X;^X;^^;
/ ^ k=^ k

avec ^- ^ ^.^ , 0 It^^ynifoj'îlie en 7 , , r ,x

Le terme principal a ' est donné par (7) .

2.3. Preuve du théorème 3.

Dans le développement (3) de u, on note par U le groupe des termes de poids k pourK ^
k ^ m et tous les autres termes étant inclus dans le reste U , . On a

^ ni+1

(9) ^ u^ ^ + • • • ( u^ .̂i

Pour ^ ̂ o assez pet i t» on montre que la trace de u a la singularité normale au

sens d'Ivrii dans un voisinage |t 1 -^ ̂  , c'est à dire qu' i l existe s, tel que
•> S

(10 ) [̂ .) ^-t^'^'J ̂ '̂J^ ^{-^i^} ^ ^e^^ uniformément par rapport à r,x

La formule (6) montre que la trace de chaque terme U, » o ^ k ^ m, ale
aussi la singularité.'normale. En tenant compte de la propagation de singularités

fcf (4)j on montre que WF vérifie

WF(u) n l ̂ , f ^ - t - ^ ̂ ^3 c
f^^^^^^^J; H^j+^^^^J^^^

En utilisant cela et une inégalité dénergie pour le problème de Cauchy dans

des espaces du type du paragraphe 2 .1 , on obtient ceci : (9) est une asymptotique en

termesî de singularités décroissantes en t, dans un voisinage til ^ Co ï-
Chaque terme de (5) est calculable par (6) et on obtient facilement (9). Finalement,

on observe que la restriction (•1^^ sert seulement à l^tude du terme U , -



(Nous espérons, dans un prochain travail, montrer que, dans (8), on a une
asymptotique pour \k\ ̂  ̂  ).

3. Preuve du thëorëme 1 et du corollaire 2

On montre la partie 2. Pour cela, on observe d'abord que E(-c;r,x, û ,y) est le

noyau de E (Jpo^-C^J ) relatif à la normalisation L^Y.dy)
^

Si 1 on note par E(r,r,x, ,y) le noyau distributeur de E( J ̂  T2-;] ), on a dans
une carte Q la relation :

Z û ^ Ë{T^X^X)^. E(X;^,^)

le théorème 3 donne :

^ ^ ^ ^^
Ç^ i-c-/.) clE(^,x^)^ ^ B^ (r;^,^)

^o ^ / 7T ^
r * 'vî  , <n^J -i

^ ± [^(^X^X)^-^ + ^ (^; 4 J

et d'après (7) on a :

^ QO^^^^C^ /= ^

avec :

YïrJ = — f d$^
P^ J,
' \^^^}

Coinme ^-i,r , un théorème taubërien (cf V. Ivrii (2)) donne le résultat.

Pour le corollaire 2, on utilise une majoration uniforme :

E , /-> h-+l
[r; ̂ ^^^) ^ L1C -c^1;

ou C est indépendante de r,x, -ç .

Cette majoration est une conséquence facile d'une estimation du noyau de l'opérateur

de la chaleur associé à L, donnée par J. Cheeger - M. Taylor ( 1 ) .

4. Transformation de Mellin

Nous énonçons le résultat suivant de la transformation de Mellin décrite

dans Pham (6). C'est une adaptation des résultats de J. Leray (5) sur la transfor-
mation de Laplace.

Pour une fonction « définie sur iR , on note

r^
(ii) ^ (̂  = J ^c(fi) 4l

o
Soit 1 un intervelle ouvert de R. On note ^(1) l'espace des distributions d (:. cTi'QRj

vérifiant : quelque soit l'intervalle J <-I, il existe un polynôme P et une fonction
R, dépendant de J, telle que

ri = PC^) ? «^ ^ey>$ <^ î œ-J

-^ r i^p^r"^ ^
^J ̂  L
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On note 9^(1) l'espace des fonctions holomorphes F dans B(I) =r j <6<C ) ^t^ ^^3

à croissance lente c'est à dire î quel que soit ~^C. I» il existe un polynôme

P tel. que

^J 1^1^ -y s -̂ .y "•"
Alors la transformation de Mellin (9) est un isomorphisme de /6(I)

sur ̂  (I) et f/\) est donnée par

/rr- J- ( ^ F^
Àïï J,

Le chemin d'intégration L étant une droite J^t-^ -' ï-éri-, l'intégrale ^y.̂ z '̂̂ '

le sens suivant : , ; ^.
?W „ { ^ ^L ̂

^ \ ^5)
On note, pour <Tér 1 9 ^ b ( T » ( r ) l'espace des fonctions méromorphes F dans B(I ) ,
à croissante lente et ayant un nombre fini de pôles sur I m ^ = <T et on note

» '
^ ( I > cr) l'espace des couples de distributions u = (u ,u) déf inies sur .R , image

de Mellin inverse c'est à dire, pour F c . ^ o ( I , € T ) :

^Jf ^F<^ • ' - -^J ^n^
+ avj^^ "^ï-y.

où V) 6 1 ^^C ^<<r< ^4

On a le :

Théorème 4 *

Pour F fc ^(1.^)^ on a :

u.-x^ ^ 2 ̂ L^n^
ou. .Z est l3 somme des résidus se trouvant dans B(I),
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