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Conférence n° 11

CONSTRUCTION D'UNE PARAMETRIX MICROLOCALE

ET PROPAGATION DES SINGULARITES SUR LE BORD

POUR LES SYSTEMES HYPERBOLIQUES

par

V.M. PETKOV

L'existence d'une paramétrix microlocale dans le cas de diffraction
a été examinée par plusieurs autheurs [7],[1] [11],[12],[6]. Dans ce cas la

paramétrix est donnée par un intégral oscillant qui contient la fonction

+ 2T

Ai(z) = Ai(e 3 Z) . Cette fonction n'a pas de zéros sur l'axe réel et
la propagation des singularités sur le bord est liée & 1'étude d'une
équation pseudodifférentielle. La construction d'une paramétrixrquand la
frontiére contient des points glissants qui ne sont pas diffractifs est
plus compliquée. I1 faut utiliser une fonction 4'Airy Ao(z) ayant une série
de zéros sur l'axe réel (cf.[2] et [8]). De plus 1l'analyse des singularités
sur le bord est liée avec l'examen d'une équation contenant des opérateurs

intégraux de Fourier.

Dans cette conférence, nous allons discuter l'existence d'une

paramétrix dans le cas "gliding" pour des systémes hyperboliques. Soit

1

Q = {xer" ,x >0}, @=0n{x =o}.

Soit X= (X ,X,,..-,X ) = (x',x ) et soit §
o 1 n n

de x. Nous allons étudier les systémes

]

(E',En) la variable conjuguée

n
Pu= ¥ A (x)Du + C(x)u ,
o Ay (¥)D



ou Dk = -1 5%—- et Ak(x) ., k=0,1,...,n, C(x)
k

sont des (m xXm) matrices a coefficients dans Cm(ﬁ) qui sont constantes pour

|x| assez grand. On suppose que A:(x) = Ak(x) et que Ao(x) est définie

positive (a* désigne la matrice adjointe de a). Si pl(x,E) est le symbole

principal de P, nous supposons gue

2

det pl(x,E) = qo(x,E) M (qk(x,E))mk ,
k=1

ou qk(x,E) , k=0,...,% sont des polynémes homogénes par rapport & § ayant
des coefficients C. ’ qo(x,E) ne dépend pas de En prés de 92 et

qk(x,E) = qj(x,E) =0, & #0 implique k =j. On suppose de plus que
qk(x,g), k=1,...,2 sont strictement hyperboliques par rapport a xo et

que 92 n'est pas caractéristique pour qk(x,E) , k=1,...,2. Sous ces
conditions on obtient facilement que rang An(x',O) = const , donc le

nombre de valeurs propres positives de An(x',O) sera une constante d.

[] ] *
Soit (x° ,&O ) € T (d2) N0 un point tel que 1l'équation

] ]
ql(xo ,O,EO ,En) = 0 par rapport & &pa une racine double Eg . Alors
1 H
dans un voisinage conique de (xo ,O,Eo ,gz) le symbole ql(x,E) a la

forme
ql(x,gi = ((En--Mx,«E'))2 - uix,&")) e(x, 8,

o e(x,£) #0 et A(x,8') et U(x,£') sont des symboles homogénes par
rapport & &' respectivement d'ordre 1 et 2. On fait 1'hypothése :

(H,) {En- A, u}(x',0,€') <0 si p(x',0,&") =0,

ou {a,b} désigne le crochet de Poisson de a et b .
L'hypothése suivante concerne les racines réelles de det pl(x,g) =0.
(H2) Toutes les racines réelles des équations

1 \] o)
q (> ,0,8 ,£) =0, k=1,....8,

différentes de A *vV |1 sont simples.



0
Soit B(x') une d Xm matrice & coefficients C qui satisfait

aux conditions

(H3) rang B(x') = d , Ker An(x'An C Ker B(x')

Nous nous intéressons au probléme suivant :

Pu=0, x€ Q,
(1) B(x') u(x',0) = £e¥(3Q) ,
ulx<< 0 0 !
(o]

L] ]
olu WF(f) est contenu dans un voisinage conique de (xo ,g° ).

Pour la condition au bord on fait 1'hypothése :

L] L .
(H3) Il existe un voisinage conique Fl de (x0 ,Eo ) tel que le déterminant

de Lopatinski correspondant au probléme (1) ne s'annule pas.
Alors nous avons le théoréme suivant :
Théoréme 1 : Supposons que les hypothéses (Hl) -(H3) soient satisfaites.
Alors si I' est suffisamment petit, il existe une paramétrix du probléme (1).
La construction de la paramétrix est trés longue.

Nous allons commenter la question de prolongement des phases et amplitudes.
La partie de la paramétrix G qui correspond & racines A *v u a la forme
vV vV V
( A _(P)g, + iAl(P) b _.¥ A
(2) G,F = e x(m")FM') dn' .
v ke A, (@)

Les termes dans (2) sont déterminées de la maniére suivante.
Les fonctions p et O , dites phases, sont déterminées pour p > 0 par les

équations d'eiconal :

' ' Voo
¢X - A(x,¢k,) = % u(x,¢k) ’
n
. + 2 3/2 . - -
ol ¢ =6 % S—p . Les fonctions 6 et p sont homogénes par rapport a n',

. 2 .
respectivement d'ordre 1 et 3 et ils satisfont aux conditions :



(l) det Gx,n,(x',orn') + 0 ’
A .
- _ 2/3 P
(ii) 0 = a|n'| o < 0 ,
. n
x =0 X =
n n

-1 .
ou a =no|n'| . Les amplitudes g et h sont déterminées par les équations de

transport. La fonction d'Airy a les asymptotiques

3
-1/4 2. 2w
A (1) ct sin (3t 4)’ t'> + o,
3
2| 2
- £ tl
A_(t) ~ clt] 174 o 3 I
Finalement, < = aln'|2/3 +iTln'|_1/3; T >0, X(n') est une fonction c”
1] " Vv
a4 support prés de (O,EO ) EO = (El,...,ﬁn_l) et G,Q,S,X désignent
des prolongements presque analytiques pour (x,no-+iT|n'|_1/3 ") .
La propriété (ii) donne
-2/3 .
! = < -§ <0.
pln'| O+ x P v Py 60 0

En conséquence, le domaine o = 0 n'est pas inclus dans l'ensemble p = 0 ,

oi 6,p,9,h sont déterminées. Pour cela on fait un prolongement Co° de
0,p,g,h pour p< O0,0=> 0. Aprés on prolonge 6,p,g,h pour p < 0,0 <0

de telle maniére que les équations d'eiconal et de transport sont satisfaites
modulo 0(x£”)ln'l2 . Ce prolongement est pareil & celui proposé par Taylor [11]
dans le cas diffractif. Finalement il reste a effectuer un prolongement

presque analytique dans le plan complexe en direction de Eo.

Afin de satisfaire les conditions au bord il faut choisir F comme

solution d'une équation sur le bord. Il est facile de mettre cette égquation

sous la forme

-1/3
) (v, + vl D K (D)X =g ,



AN A' -~
N o n o y A
ou Yo'Yl € S1 O(R ) et KO(D')X = % () X , X étant la transformation de
’
o

Fourier. Il découle de 1l'hypothése (H3) que Yo est microlocalement elliptique ;

compte tenu de cela, on se raméne & l'équation

-1/3

(4) QX = (I + iy |[D'| kK (D'))X =g, .

2
Soit (, ) 1le produit scalaire dans L (R") et soit || l|o la norme dans cet

espace. En multipliant (4) par X on obtient

l -1/3

2 2 1 -
kI < e kI + Lyl + e llol 2 x @0 x] Il

o)

avec 0<eg<1/4, ou C2 ne dépend que de l'opérateur Y2 eopsl o

.

-1 . . Lo ‘s
Pour In'] et o suffisamment petits on arrange 1l'inégalité

-1/3 )
2c,|n"| lxk @] <1 ;
B 2.-1/6
dgr@ce & 1'estimation Im —, (g) = C1T (1+M")°) ) , démontrée par Eskin [3]
o
dans le cas ol no> 0 et TS Co(l + ln' |1/6)(1 + IQI)—l/z. De telle maniére on

obtient 1l'estimation

Il < hexll,

et la solvabilité de (4) découle d'un argument standard.

L'étude des singularités de X est plus difficile. On se propose
de donner seulement quelques indications sur 1l'examen de ce probléme en

renvoyant le lecteur & [10] pour plus de détails.

Soit X‘l<t) € ¢© une fonction telle que )(1 (t) =1 si t=2 51 >0
§
et x1(t)=0 si t<—21—. On écrit
Al CoxL@nt e @ - ava)
127370 ! e
X, @ [*h = @ = - VAR '
o A, () (1- X (2a[n"| )qm)

oi A(z) et A1 (z) sont des fonctions d'Airy telles que

Ao(z) = A(z) - Al(Z) ’ Al(Z) = A(z)

(cf. [2],[8]).



On introduit 1'opérateur

2/3, A

By

Pal A
RX = ‘X1(2a|n'| () x

et l'opérateur pseudodifférentiel & symbole

Al
-1/3 v 2
4y, Int VG- x @l 1P k@ ax @in 12 <2 @]
1

o

Si § est suffisamment petit on a L €O0PS 1/3,0 et de plus, L est elliptique
’

1

-1
pour 0O ‘et ln‘l assez petits. Soit

I

-1/3 y 1 [ A
dx =iln|™Y (%—1-%—)(@ X
1

un opérateur pseudodifférentiel & symbole dans ST/3 o
’

Aprés un calcul facile, on se raméne a l'équation
- -1 -1/3
(5) (1-R) vy - L Y,X, (O_D") / ) RBY = g, -

Eskin [2] a étudié une équation semblable, avec Y2 =0 .

En général, nous ne pouvons pas éviter le terme contenantﬂj%qb. L'apparition
de ce terme est liée au fait que nous ne pouvons pas arranger la condition

hlx 0 = O(am)ln'|_1/3 . Cette difficulté est typique pour des systémes (cf.[12]).
n

Soit K : (y',n') > (x',&") la transformation canonique, déterminée

par uln'|2/3 > ¢, > 0 par la fonction génératrice

é-oc3/2|n'|.

Qx',n') = <x',n'> - 3

I1 est facile d'observer que K est associée & l'opérateur @%. Le point
p

essentiel dans 1l'étude des singularités est de démontrer le

*

Théoréme 2. Soit I cT (IRn)\-O un domaine ouvert, conique par rapport & n'
-1

et invariant par rapport & K ~. Alors la relation WF(gl) NZ=¢g implique

WF(X)NZ =@, ol X est la solution de (4).



La démonstration de ce théoréme repose sur des estimations d'énergie.

Soit B € OPSC; o un opérateur a symbole B(x',n') qui satisfait aux conditions
I

(a) B lxt,n)) < B
(b) cbéne supp B(x',n') < L ,
(c) B(x/n") #£ 0,

5 A : o _ 1 ¢ o1
ol (x,n') est un point fixé. En posant 0 = s + 3" 7 7 0 <esx 3 et
supposant que X € 55 (R™ on considére 1'égalité

(6) W Br-R -1y, X BB)x , 1%px)
= (Acsgzl AOBX) ’
g/2

2 9/
ol AO est l'opérateur a symbole (1 + |n'| ) . Le point essentiel consiste

a montrer que WF(gz) NX=¢@ implique WF(XE) N = ¢, ou x€=x1(<u»|n'|€)x .

-1 g s .
Pour cela on considére L Y2X1\-n'3 comme une perturbation de terme principal (I -D).
La raison d'un tel raisonnement est liée & la représentation de ()%’ comme une

2
somme 006: Ro+ R, , o ord R =--§ et

1 1
Pa)

- _ilnr|"1/3 AL X
ROX—ZRe(:I.InI A(a.;))x.

' 1/2 _1/2
De plus le symbole de Ro est positif et on peut écrire Ro = R / R / , ol

1/4

|R(1)/2(2;)| < Ca

, aln |®= c >0 .

Aprés une étude des commutateurs dans (6) on obtient

L{’(l - e—2/on (1+ c(')\/on):_X2(oc|n'|€) (1 +|n'|0)|8’;tfe
8 S

ou Xz(t)= 1 pour t>—2i et X2(t)=0 pour tgz_l_ .

Mm% an < e

En choisissant T suffisamment grand on arrange

-2vort
e

' e V12 . <6/4
1 - (1 +co/a)x2(a|n'| ) = 60(1+[('n %) /

avec 6_0 > 0 et cela rend possible de démontrer que R xe € HS+1/2_E/2(IRH) .



[ o]
De cette maniére on prouve que BXEGEC et en appliquant (5) on obtient finalement

[o¢)
Bxec .
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