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Conférence n° 14bis

La première valeur propre du laplacien
pour le problème de Dirichlet

par
Norio SHIMAKUSA

i. Soit B11 ^espace euclidien réel de dimension n ( Ï2 ) à coordonnées x

^O^»..»^) et à produit scalaire <x,y> = x^+ •^^n • soit ̂  uû domaine

( ouvert connexe ) borné de tf1 à frontière S. Supposons que û soit située à

chaque point de S, à un seul côté de S. La première valeur propre X,(û) à^

laplaoien pour le problème de Dirichlet dans Si est le nombre positif pour le-

quel il existe une et une seule fonction U définie sur 3T telle que U>0 et

AU+X^(S2 )U==0 dans SI, que UssO sur S et que sa norme dans L^û) soit

égale à 1. Nous appelons U la première fonction propre positive et normalisée•

^(.SZ) est toujours simple, c'est-à-dire, de multiplicité !•

G.EaberCll et EJCrahn [2] ont établi înégalité isopériœétrique pour \ .

G,p6lya-G.Szeg5 [5! ont démontré que À, est diminuée par aymétrisation du do-

maine par rapport aux hyperplans» Plus récemment, H^Brascamp-E.Lieb tel ont

démontré une propriété de convexité de À, restreinte à des domaines convexes

comme nous l'écrirons plus tard. Voir aussi Col, [9] et [ll3 sur les autres

problèmes isopérimétriques liés à X,•

Dans cet exposé, nous regardons ce qui arrive à ^, par des déformations

locales du domaine» La méthode utilisée pour ce but est la formule de varia-

tion due à J,Hadamard ( C53< Voir aussi [l2l ).



.2. Supposons que S ( pas nécessairement connexe ) soit de classe C°1 ( m^ 5 )

par morceau. Désignons par S^ la partie C" de S. c'est-à-dire, x (e S ) ap-

partient à S^7 s'il existe un voisinage de x dans S, C^-difféomorphe à une

boule de dimension n-1. A chaque x 6 S^\ écrivons par n(x)=(n (x),..,n (x))

le vecteur unité normal intérieur à S en x. L'élément de volume sur S ( ou

plutôt sur S^ ) est noté par dS.

Désignons par Difféo(B?1) l'ensemble de tous les difféoœorphismes de classe

G" de K" dans lui-même. Soit (-€ , ç ) 3t-ï. <^€ Difféodi") une courbe de clas-
2

se C en t. Nous supposons que <^ soit é^al à l'identité 1 et que <f> - I

soit nul dans un voisinage fixe de S\S^ pour t €(-£,£). Nous posons

^T^tit^ et ——(^tIt^O • 0)

Alors, v et v sont des champs de vecteurs dans Ve1. Nous écrivons

v n ^L = 2 v, —— et y==v - L\ . (2)
j=l 3 ̂ j > f

Soit encore © une fonction sur S définie par

e=s(divv)|g<v|g,n>+tMV[<vlg,n>^+<î?|g,n> , (5)

où M est la partie tangentielle de 1^ sur S et ̂  est son adjoint comme

opérateur sur S.

Soit» d'autre part, <jp une fonction sur S ayant le support compact dans
(m)S' /. Déterminons le nombre \1 par

X- = ̂  ï(^S

et notons par W<p la solution unique du problème de Dirichlet

( ÛWy+X^(52)Wy =s VU dans SZ ,

lWy==<?|j surS et Vy J, U dansL2^). 4'



Noua pouvons définir une forme quadratique Q par

Q(<P ) = C Vy (H - ̂ )Vy dS. (5)
0

où H(x)/(n-l) est la courbure moyenne de S^' au point x, autrement dit, si

?(x) est la distance de XCÎF jusque S^\ H(x)=-(A? )(x) si x€S^\

Alors, nous avons la

Proposition 1 Sous les hypothèses ci«"dessus> nous avons

^^(^t^tsO ̂ J^s^®2^ ( formule d'Hadamard ), (6)
S

(^^l^t^^O^^S^+Ç ^H^* (7)S

( Dans C4lt un® formule analogue à (7) est obtenue pour le cas nas 2 ).

L'idée de la démonstration : Etant donnée une fonction f sur TT, nous posons

Y^^t^0^1^ ^ où (^t^^^^t^-
Soit U^s(^^) U^ y où 13^ est la première fonction propre positive et normal-

isée pour le domaine <p.^î. Alors nous avons

A^=^(<^2)U^ dans SI et U^ssO sur S.

La simplicité de ^. nous permet de considérer les dérivées en t de X, ( <^> ^)

et de U, , et nous obtenons les deux équations

AlP+^Î^U» =- ^U+A'U dans SI et U'sO sur S, (8)

AU l t+^,(a)UN= - XWU-»-A(tU+2AtUt - 2 ^U» dans ^2 et U^O sur S, (?)<*• ^

où les ^ et ^ sont les membres à gauche de (6) et de (7) respect!vementi

^ft^l^O'^1- A.^'Aj^^C^.A'l+rA.L^.



TPss ^- U 1 et U"—^^2!! 1u dt "t'tsO et u -W "t'tsO '

Pour que les équations (8) et (9) admettent des solutions U1 et U^, il faut
r\

et il suffit que leurs membres à droite soient orthogonaux à U dans L (^2l)»

Ces conditions d'orthogonalité nous donnent, par un calcul, les formules (6)

et (7) ( Notons que WssL U - U1 n'est autre que Wy dans (4) pour ^s<vl ç,,n> )•

J[, Soit S un ouvert non vide quelconque de S • Désignons par $(S) 1 es-

pace vectoriel des fonctions réelles <f sur S, à supports compacts dans 21 ,

intégrables sur S et telles que \ ydS==o. Nous disons que v appartient à
^S

V(21) si ®t seulement si les trois conditions suivantes sont satisfaites s

(V.l) v est une fonction de classe u sur K11 à valeurs dans lui-même et à

support compact dans le complémentaire de S\S ;

(V.2) <vlg,n>6$(S) î (V.5) <vlg,n>(div v)lg6^(2).

Soient v€V(S) , t € B e t x € B ? 1 » Ecrivons par Exp(tv)x la solution unique

y(t,x) de y(0,x)=sx et de 'ayCt.xV'îtsîvCyCtyx))» Pour t fixe, Exp(tv) appart-

ient à Difféo(B^) et il ne bou^e pas S\2 • Remarquons que la première et la

seconde dérivées en t du volume de Exp(tv)S2 sont nulles pour tssO. Remarquons

aussi que ^ssO pour <^>.ssExp(tv) ( voir (l) et (2) ci-dessus ),
v

Maintenant, nous restreignons les formules (6) et (?) à des Exp(tv)»

4» Nous disons que Ci est un domaine '2-cri figue pour Xi si ®t seulement ai

^^(Exp(tv)rZ)l^Q=0 pour toutveV(S).

La formule (6) nous donne tout de suite la

Proposition 2 Si est un domaine 2-critique pour ^, si et seulement s'il
existe une constante positive k telle pue 3U/3ns:k sur £ •



Comme un corollaire d'un théorème de J.Serrin [7], il est connu que SI est

forcément une boule si 3U/3n est égale à une constante partout sur S. Donc,

aucun domaine SI autre que des boules n'est S-critique pour X, •

Nous disons que la fonction \ est S «stable en SI si et seulement si SI

est S-cri tique pour ^ et si

(^^O^pCtv^l^^O pour tout vev^(2),

où V^(S) eat le sous-ensemble de V(S) formé par tous les v avec <v(.,,n>
M

non identiquement nulles. Mais s'il s'agit du cas où 2==S, c'est-à-dire, si

Si est une boule, on doit exclure de V^(S) tous les éléments de la forme v(x)

ssAx+b, où A sont des matrices constantes réelles antisyœétriques et b sont

des vecteurs constants de lf1. ]&i ce sens, nous pouvons vérifier que ?t, est

en effet S-stable en Si si SI est une boule.

Lemme Soit Si un domaine S-critique pour \^ . Alors nous avons

^)2\^WSl)\^Q=2(îWyn>) pour tout v6V(2:). (10)

Preuve î Bans (7), nous avons d'abord îwO, et de plus essQ-+e , où ®,

=<vlg,n>(div v)|g et 6gss V^v g,n>]. Puisque ^U/ïnssk sur S , l'intégrale

de 6 sur S est nulle, car <vlg,n> est à support compact dans S . Et l'inté-

grale de 6- sur S s'annule aussi grâce à (V.5)y d'où nous avons (10).

^. Théorème Soit S un ouvert non vide de S " 7 . Supposons que St soit un

domaine S-cri tique pour 7l, • Alors, pour chaque point x° de IL , il existe

un ouvert S' de ÏL. contenant x°^ tel gué 9ti soit S'-stable en Si .

Démonstration t Fixons un petit nombre r°>0 tel que 2(r)arîx€^{ |x-x°l < rî.

soit connexe pourvu que 0<r$r° et que X\S(r ) soit non vide.



Soit 9 un élément de ^(SO^nir^S^) et désignons par Z la fonction

harmonique dans Ci ayant la valeur au bord ky sur S, où H^D) est en général

l'espace de Sobolev d'ordre a sur D, Nous posons

^ y ) = - Jg ̂ y ds = J ̂ rad ̂ I2^-

II est facile à voir que |Q( Cp)-Q°(y )|̂  ^HîB2» où U 1) est la norme dans

L {S' ') est G ,(>0) est une constante qui ne dépend que de (x°,r°). thsuite,

puisque 2\2(r°) est non vide et que <? y est nulle, Q°(<(? )^sCjt<f^2 , où

H 11;.^ est la norme dans ir^^S^'17) et G (>0) est une constante qui ne dé-

pend que de (x ,r ). Nous nous bornons maintenant à des 9 a supports dans

S(r) (0<r$r ). Alors, par transformation de Pourier, on montre que
rt f\

l l^tt^/g^îC /r)l|q>(|» où C (>0) est une constante dépendamte de (x°,r0) mais

indépendante de r si 0<r^r°, Choisissons un r tel que C-==(G^C-/r)-C,> 0.
f\

Alors nous avons Q^^CjlCfIl si 9 a son support dans 2(r). Donc» À, est

S(r)-stable en St .

^. Exemple • Considérons un domaine annulaire ^^{xei^ï a<|x«b}» où

0<a<b<4-oo. S-si^Si est la somme disjointe de S^ss^lxissb^ et de S^s={lx|

=sa^ Si est S -critique et S"~cri tique pour X,, car U(x) ne dépend que de

|xl. Mais À^ n'est ni S^-stable ni S^-stable en SI , car ^,(^2)>X..(SÎ )

si y€B11, y^O et si (yl est petite, où ^2 «{xCE1 1» |x-y|>a et |x»<b}.

Cette dernière assertion est démontrée comme suit i Soit v un champ de

vecteurs qui est égal à y près de S** et à nul près de S^. Par un calcul au
^

moyen des fonctions de Bessel, nous voyons que Q(<v| .n>)== - c|yl avec une
o

constante c>0. Ceci signifie que À, (̂ 2.) > ,(52 ) si |y| est petite.
«L A y

( Le contenu essentiel du J; au ^6 a été annoncé dans Cl?] )•



J, Pour tirer le meilleur parti de la formule d'Hàdamard^ il est souhaitable

de conzxaîte dans quel endroit 'âU/an est grande ou petite comme fonction sur S»

Pour des domaines convexes, nous en avons une information suivante ( mais pas

ponctuelle );

Théorème de H»Brascamp-E»Lieb F 6 3 Soient A et B deux domaines convexes et

bornés Quelconques de îP. Alors» Co,l33e--"»^,(eA"h(l"-e)B) est une fonction

convexe> où aA^bBss -[ax+by; xgA et y€B>pour aSO et bSO ( Grâce à
—9l'homogénéité ?t, (aA)ss a"" \ - (A) pour a>0, nous avons de plus la concavité

de ^^(eA+Çl-eÎB) ).

Soit ^L un domaine strictement convexe et borné de E11 à frontière régulière

S. Nous appliquons ce théorème à des ecA4-(l-®)î2 » où A est un autre domaine

strictement convexe et borné de t? et c=( ̂  (A)/^^))172. Soit ^8 la sphère

unitaire dans R11. Alors, Sâx«->n(x)€^ est l9 application de Causa • Désign-

ons par \> celle de "ÎA sur J8 • Alors, l'application x ->(l-e)x+ecz?"" n(x)

est un difféomorphisme de S sur 3(6cA+(l-6)S2 )• D'après (6)1 nous avons

^(ecA+(i-e)r2)|^o =Ç (^^-x+c^^nÇ^inCx^ds,
s

où U est comme toujours la première fonction propre positive et normalisée

pour Si • Nous exprimons le membre à droite par une intégrale sur J& . Posons

u^y^^x))2/^), y^(y)=-<x,y> avec ysn(x) et <^(y)= - ̂ ^(y),^,

où K(x) est la courbure de Gauss de S en x ( Remarquons que dj8/K==dS )• Par

notre choix particulier de c, le membre à gauche de l'égalité ci-dessus est

non-positif grâce à la convexité, d'où nous avons

^T^î ̂ u^ ̂  ̂ T^J ̂ u^ (u)^ ^
î/2( Notons que le membre à droite est égal à 2'X^dl)" , parce que



8

2^(a)=;-Ç ^^(xîX^x))^ .
S

Voir p.571 de [5] ).

L'inégalité (il) est vraie pour tous les Si et A strictement convexes et

bornés. Prenons en particulier AssR^l, où B est un élément quelconque du

groupe orthogonal 0(n). Alors,

^ <?^(i<y)u^(y)d^ ^ Ç y^(y)u^(y)d,o pour tout Béo(n).

Pour être plus compréhensible, soit ns 2. Alors, yfij^ est exprimé par un

angle t 6[0,21t) et les Cpg et u^ •'identifient avec des fonctions périod-

iques de période 2W. Donc, l'inégalité ci-dessus s'écrit encore

r2TC r2Tt
^ ^(B±t)u^(t)dt ̂  ^(t)u^(t)dt pour tout 0$s<21C.
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