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Conférence n° 17

VARIETE CARACTERISTIQUE DE LA RESTRICTION
D'UN MODULE DIFFERENTIEL

par M. KASHIWARA et P. SCHAPIRA

Soit X une variété analytique complexe, T*X son fibre cotangent, ÎT
la projection de T*X sur X, T* X la section nulle de T*X, T*X l'espace T*X \T*X .X -̂

Soit Y une sous-variété de X , et soit p l'application naturelle de
T*X x y sur T*Y associée à l'immersion Y ̂  X . Notons A l'intersection T*X f1 T*X,

X
où T*X désigne le fibre conormal à Y dans X. L'application lisse A -> Y définit
l'immersion :

T*Y x A ̂  T*A
Y

Soit H l'isomorphisme symplectique de T*T*X sur TT*X. L'application H induit un iso-
morphisme de T*A sur T. T*X, ce dernier espace désignant le fibre normal à A
dans T*X, et un isomorphisme de T*Y x A sur T. (T*X x y) . O n note {? et ^

Y X
les applications naturelles de T*Y x A et T.(T*X x y) sur T*Y :

Y X

^ T*Y x A<———————> T*A
P^" Y^^ \\ k

T.(T*X x y)c————> T.T*X
X

Si l'on choisit un système de coordonnées (y,t) sur X, (y , t ;n ,T) sur T*X, Y étant

définit par {t = o},on obtient :

A = { (y ;T) }

T*A = { ( y , T ; < ? f ,dy> - <?,dï>}

yx= {(y ,T ;<f r , |^>+ <^»}

T*Y x A = { (y,T; ff ,îf) ; î = 0}

^(y,T;îT,0) == (y,n)



Soit S une partie de-T^X. Le cône C ( S , A ) de TT*X est défini dans une carte locale
par :

9 € C ( S , A ) c: T T*X =̂> il existe une suite (x , x ' , c ) dans S x A x d; avecx x p p p
x -> x , x ' -» x , c (x - x ' ) -> 6 .P P P P p

On note C. ( S ) l'image de C ( S , A ) dans le fibre normal T.T*X et on dit que C. ( S )
est le cône normal à S le long de A .

Notons T T*X le fibre T T*X privé de sa section nulle A . L'application

(T*X X Y \A) U ( T . ( T * X x Y ) ) -̂  T*Y
X A X

définit en passant aux fibres projectifs une application :

(P*X x Y \A) U ( P . (P*X x Y ) ) -> P*Y
X A X

en notant encore A le fibre P*X^et cette dernière application est holomorphe et
propre quand on munit le premier espace de sa structure d'éclatée de A dans
P*X x Y . La première partie du lemme ci-dessous en résulte.

X

Lemme 1 : Soit S un ensemble analytique fermé conique de T*x . Alors

j±
p (s) = p(s n T*X x y\ A) u iS (c (s) n T. (T*X x Y ) )

def X A A X

est un ensemble analytique fermé conique de T*Y. De plus dans les coordonnées

( Y y t ? T l y ï ) définies plus haut on a :

^
(y y il) € p (S) <=^ il existe une suite (y ,t ;n ,T ) dans S avec

P P P P
(y ,T} ) -> ( y r n ) r t -» o, |t | I T | -> o .P P P P P

Soit ï le faisceau sur T*X des opérateurs
2\.

microdifférentiels holomorphes d'ordre fini (c f . [8 ] ) , SE (k) le sous-faisceau des

opérateurs d'ordre < k. Soit ^f un ÏL-môdule cohérent sur un ouvert de T*X. On note

SS (X) le support de ^L et on dit que SS (^) est la variété caractéristique de ^•

Si A est une variété lagrangienne de T*X, le cône C. (SS (^0 ) est noté €.( '%) et

s'appelle la variété microcaractéristique de % le long de A [5].

Cet ensemble n'est pas assez précis pour le calcul que nous avons en vue

et nous introduisons suivant [7] la variété 1-microcaractéristique de 'fi le long de

A (cf.[6] pour une autre construction).



soit ^A = {p e ^ (1) ; ^^^ A = °^ ^i^) désignant le symbole
d'ordre 1 de l'opérateur P d'ordre < 1. On identifie l'anneau

^-^'^/^-"ïr^r'
à une sous-algèbre de ^ ̂ pT*X T désignant la projection de T.T*X sur A .

Si H^ est un sous-^(0)-module de K de type fini qui engendre H , on définit

C^(^) la variété 1-microcaractéristique de H le long de A comme étant le support

dans T T*X du faisceau :

\T.X ̂  ̂ lo ^m W ^-><0 +^1 '̂

C'est un ensemble analytique fermé de T.T*X, ne dépendant que de K, conique pour les

deux actions de (t̂  sur T T*X, et cet ensemble contient C. (W (cf. [7 ] ) .

Si Ht est un 9 -module cohérent on l'identifiera au Ï -module

'̂ = \ S . -iï"1^ sur T*X .T 
Ŝoit ^t un 0-module cohérent à gauche. Le ^-module

^%. = ©' C& -M. est naturellement muni d'une structure de 3 -module à aauche
Y def Y \ Y -» •

Si Y est non caractéristique pour -^, i.e. si la projection p est propre (donc

finie) sur T*X x Y f1 SS (4() , il est bien connu ( [2 ] , [8 ] ) que ^ est cohérent et que
X Y

SS(^L) c p(T*X x Y n SSWû)
X

(en fait on a même égalité).

Dans le cas général -^ est réunion (localement) d'une suite croissante

de ^-modules cohérents £ , et l'on posera :
X K.

SS(^) = U SSCÊ)
def k

Théorème 2 : Soit comme précédemment Y une sous-variété de X, A = T*X n T*X

-̂ f un 8-module cohérent. Alors SS(^) est contenu dans :

p(ss(^) n (T*X x Y \ A ) ) u ^(c1^) n T (T*X x Y ) )
X A A X

et ce dernier ensemble est analytique fermé conique dans T*Y.



Ce théorème est particulièrement utile quand C. (^ = C. WQ d'après le lemme 1.

Corollaire 3 : Supposons que C.(^?) = C. (H6 . Alors dans les coordonnées (y,t;n,T)

on a

S S ( W ) c {(y,n) € T*Y ; 3 une suite (y ,t ;n ,T ) de SS W) avecJL P P p P
(y ^n ) -^ (y^n) , t^ -> o , |t i I T | -» o}.

Soit 1ti et ^ deux ^-modules à gauche . On définit le S) -module M^ ̂  produit

de ^et ^L par restriction à la diagonale A de X x X du 2) -module ^ à ̂ .
X x x

On obtient

Corollaire 4 : Supposons que C1^^) = C (^^) , avec A = T* (X x X) . Alors

SS( X® 4L) est contenu dans {(x,Ç) 6 T*X ; 3 une suite (x ,Ç ) dans SS (̂  , une
X P P

suite ( x , Ç 1 ) dans SSt^f) avec x - ^ x ^ x ' - ^ x , ? + £ ' - » Ç , | x - x ' I I F ) -^0}
P P ' P P P P P P 'P

Ce résultat est à comparer à celui obtenu par D. lagolnitzer qui étudiait

le support singulier du produit de deux distributions [1].

Remarque et exemple : M. Kashiwara a démontré (non publié) que si ̂  est un

système holonome S.R. [4],C WÛ = C (̂ 0 pour toute variété lagrangienne A .

Soit alors f.,...,f^ des fonctions holomorphes sur X, X . € (t, et

^ = § ) - ( n f . 3 )x j 3
a

sur X x (t on considère le module

À .Ç^
^ = 'X x ̂  ^ ^ + fj) 3)

dont la restriction à X x {0} vaut W.

On obtient ainsi en appliquant le corollaire 3 que SS (ÎÇ est contenu dans

la réunion pour 1 partie de {l,...,Jl} des fermés S :

(x,Ç) € S <^> il existe une suite (x ,a. ) . ^ dans X x (t11 P 3rP D €1

telle que x -^ x, Z a. df. (x )-> F a . f. (x ) -. 0
P j ç j J . P D P " / D,p k p

V J € 1 . Vk £ 1 ,

Ce dernier résultat est à comparer à celui de [3].
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