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Conférence n° 14

REGULARITE HÔLDERIENNE DE CERTAINS PROBLEMES
AUX LIMITES ELLIPTIQUES DEGENERES

par C. GOULAOUIC et N. SHIMAKURA

Soient Sî un ouvert borné assez régulier dans 3R et (p une fonction

positive dans 0 assez régulière et équivalente à la distance au bord.

Nous étudions l'action dans les espaces de Hôlder d'une classe

d'opérateurs elliptiques du second ordre dans fi dont la partie principale

s'annule comme (p sur 3Î2 , l'exemple le plus simple étant -div cp grad + 1; nous

obtenons en particulier des théorèmes d'isomorphisme ne faisant pas intervenir de

conditions aux limites.

La méthode utilise l'écriture explicite des noyaux de Green d'opéra-

teurs elliptiques dégénérés particuliers et une technique de perturbation pour obtenir

des estimations a priori, puis un principe du maximum "avec poids" pour obtenir

des résultats d'unicité et enfin un argument de continuité pour déduire l'existence

dans un cas général à partir d'un cas particulier.

1. HYPOTHESES ET INEGALITES A PRIORI

Pour y € ]0,1[ et Î2 un ouvert de 3R , nous notons

C^W) = {u E C(?2);llu|| = sup |u| + sup '^^-^y) ' < 00}
p Î2 SM2 Ix-yr

Nous écrivons aussi ||u|| = ||u|| + [u] où ||u|| = sup |u| . Plus généralement, pour

k € :N et y e]0,l[, nous notons encore :

C^œ) == {u € C(Q) ;D°u € C^œ) pour |a| < k }

muni de la norme naturelle.
k+n •»•Ces espaces C (Sî) sont des espaces de Banach.

Soient Q, un ouvert borné de 3R et 4) une fonction positive sur fi,

équivalente à la distance au bord, c'est-à-dire :

r n = {x e ]R11 ; (P(X) > 0}
(1) \ 3Î2 = {x e 1R11 ; (p(x) = 0}

et dcp ^ 0 sur 9iï



Nous supposons S? et (p de classe C°° ; en fait, pour les problèmes de régularité C^

considérés ci-dessous, il suffit de supposer ^ de classe C +^ et cp de classe
1+p

C , mais un changement de variables conservant la régularité des coefficients

des opérateurs différentiels considérés permet tout de suite de supposer plus de régu-

larité sur Q et (p sans restreindre la généralité. Nous notons encore

c^(iï) = {u e c14"^); (pu e c2^)}

muni de la norme naturelle notée II II 2+p,(p

Nous considérons une classe d'opérateurs différentiels sur îî de la
^

forme (avec D. = -r— )
D 8x_

. n n
(2) Jk = -tp E a - D . D , + Z a . D + a ,

j ,k=l :k 3 k j=l ^ °

où les coefficients a , a. , a sont dans C^ (SÏ) ; nous supposons de plus :
3K J 0

(3) Les coefficients a., sont réels et a = ajk jk kj

(4) II existe C > 0 tel que l'on ait, pour tout x G Q, et Ç G 3R11 ,

Z a (x )Ç Ç > c I C I 2 .
j ,k=l 3k 3 k

L'étude des problèmes aux limites pour de tels opérateurs ^ fait intervenir la
fonction Z de 9îî dans (t définie par

n
S a.D.(p

j=l 3 3

(5) Z = ——————————— sur 8Qn
Z a D œD (p

j ,k=l :k D k

Nous supposons aussi

n
(6) a. = Z Z ^i0,-^ sur 9ÎÎ pour j = l , . . . ,n.

3 ^1 D^ k

II est facile de vérifier que Z est un invariant et que les conditions

(2) (3) (4) (6) ci-dessus sont aussi invariantes par changement de variables et

de fonction (p . Un exemple typique d'opérateurs A, est - (pA + X où X est un

opérateur du premier ordre qui, sur 8ÏÏ , est de la forme Z gradcp. grad + a ;



en particulier, pour Z = -1, nous retrouvons les opérateurs -divcpgrad + a qui
furent étudiés dans [ 2 ] .

La théorie hilbertienne de tels opérateurs ^ ( c f . [ 6 ] [ 5 ] [ 3 ] ) a montré
que, selon les valeurs de Z, les réalisations de ^ font ou ne font pas intervenir
de conditions aux limites sur 3Q . Nous nous intéressons ici surtout aux cas où les
problèmes sont bien posés dans les espaces Ĉ  sans conditions aux limites, ce qui
s'avère correspondre à Re Z < 0; ici, pour plus de clarté, nous supposerons Z réel
et là condition Z < 0 peut encore s'écrire :

n
( 7 ) E a . D . ( p < 0 sur 8iï .

j=l D J

Nous pouvons maintenant énoncer le premier résultat, à savoir une
estimation a priori analogue à celle de Schauder pour des opérateurs uniformément
elliptiques.

Théorème 1 : Soit un opérateur A. vérifiant les hypothèses ( 2 ) ( 3 ) ( 4 ) ( 6 ) ( 7 ) .
Il existe C > 0 telle que l'on ait pour tout u € C2"^ (Q)45

(8) "^^p < C ( | | ^ u | | ^ | | u | l ^ ) .

De plus la constante C dans (8 ) ne dépend que de la norme C^îT) des coefficients
de 7c et de la constante d'ellipticité dans ( 4 ) , iï et (p étant fixés ; elle peut
être choisie indépendante de Z pourvu que Z prenne ses valeurs dans un compact de
]- ° ° . 0[ .

Pour obtenir une telle estimation, nous nous ramenons par localisation
difféomorphisme et perturbation au cas d'un opérateur modèle sur
3R = {x = ( x ' , x ) € 3̂  ; x > 0} de la forme+ n n

£ = - x A + Z D .n n

Nous suivons une méthode analogue à celle de [ 1 ] mais sans noyau de Poisson et le
noyau de Green a une singularité très différente au bord, ce qui complique considérable-
ment les estimations.

Pour x,y distincts dans 3R , nous notons
Z +2-n -Z-2< ^ ^ - __

E(x ,y) = YY^"1 { I x - y l ^ + I x - y l ^ l - e ) 2 { 8 ( 1 - 9)5 2

•'0

avec y = (y^,...,y^_^,-y^) et

d9



n_

y = y(z) = 2-z-2 ^~ '2 H"^) -1__ ,
^^

et E(x,y) est une solution élémentaire de <X ; plus précisément :

Lemme 1 : i) Pour x 6 3R^ , E(x,.) est localement intégrable sur 3R" .

ii) Pour f continue et à support compact dans IR" et x € ]R11 , Ef
définie par

Ef (x ) = ^ E ( x , y ) f ( y ) d y

-^
est une solution de l'équation o^u = f dans IR" .

iii) Pour u de classe C et à support compact dans 3R" , E^u = u dans
IR" +
JK+ •

En particulier pour Z = - 1 et n = 3, nous avons

E(x,y) = —————1————— .
y

2TT | x - y | | x - y |

Nous renvoyons à [ 4 ] pour la démonstration de ce résultat qui, dans le
cas général, découle de la connaissance de la solution élémentaire de l'équation
d'évolution associée (cf. [ 7 ] ) ; dans le cas Z = - 1 , nous pouvons nous ramener
à un opérateur elliptique par un changement de variables augmentant la dimension.

Nous renvoyons aussi à [ 4 ] pour la démonstration très technique du
résultat suivant :

Lemme 2 : Notons K l'un quelconque des opérateurs intégraux associés aux noyaux

^ E ou D^ ̂  ^ E pour 1 < J.k < n . Pour Z restant dans un compact deXj x^ x^ n

]- °°y0[ , il existe C tel que l'on ait pour tout R > 0 et tout f ç C^dR11 ) nulle

pour |x| > R ,

[Kf] < C l l f l l et

iiKfil^ < cdifii^ + ^[f]^).

Le lecteur peut aisément voir comment ces lemmes permettent d'obtenir les
inégalités a priori du théorème 1 .



De même les inégalités a priori dans L pour 1 < p < °° résultent du
fait que les opérateurs K sont continus de L (3R ) dans lui-même pour

Max (1,-1/z) < p < °° .

2. UNICITE ET EXISTENCE DE SOLUTIONS

Nous avons d^Dord une inégalité analogue à celle du principe du

maximum, à savoir :

Théorème 2 : Soit un opérateur jk vérifiant les hypothèses (2) (3) (4) (6) à

coefficients réels avec de plus a > O e t Z < - l . I l existe alors C et k > 0

tels que, pour tout u réelle dans C W H C°(îî) vérifiant AI = f 6 C°(iï), on ait

. u(x) i ^ , , f(x?____ i
^ ' C - LogOXx)' ^ k ^'C - LogyXx)' •

La démonstration est très proche de celle du cas elliptique, après avoir
effectué le changement de fonction u = (C - Logcp) v.

Ce théorème implique évidemment l'unicité de la solution u dans
C p W de f̂ru == f € Ĉ  (??) ; en fait cette unicité peut aussi se montrer directe-<P
ment en utilisant le principe du maximum à l'intérieur et l'étude du comportement au
bord sous des hypothèses plus faibles, à savoir :

Proposition 1 : Soit un opérateur Jk vérifiant les hypothèses ( 2 ) ( 3 ) ( 4 ) ( 7 ) à
coefficients réels avec a > 0.

Alors Ml = 0 n'a dans C W que la solution nulle.
Nous déduisons alors du théorème 1 et de la proposition 1 le résultat :

Théorème 3 : Soit un opérateur T̂ vérifiant les hypothèses ( 2 ) ( 3 ) ( 4 ) ( 6 ) ( 7 ) à
coefficients réels avec de plus a > 0.

Alors ^t est un isomorphisme de C (ïï) sur C (Î2) .

Nous montrons d'abord que l'opérateur ̂  = -divcpgrad + 1 est un isomor-
phisme de C ^(iï) sur C^(iï) en utilisant la théorie hilbertienne et l'approximation
par des situations très régulières. La fin de la démonstration utilise alors une
méthode classique de continuité appliquée aux opérateurs ê̂ = tjk + ( 1 - t)^ pour
t € [ 0 , 1 ] .



3. REMARQUES

1) Par application des résultats ci-dessus et du théorème de Leray-
Schauder ou de la méthode de continuité, nous obtenons des résultats d'existence
pour des classes d'équations elliptiques dégénérées non linéaires; ainsi, par
exemple, pour f € C ^ ( Q ) , il existe une unique fonction u € C2^ W telle que

-div(p grad u + u = f .

2) Un opérateur tel que -div (p grad a le même spectre dans C +p que dans
le cadre hilbertien; en particulier si f € C^(iï) et vérifie f(x)dx = 0, il
existe une fonction u € C ^( S Î ) , définie à une constante près, solution de
-div {p grad u = f; en notant w = -4) grad u, nous obtenons une solution w dans
(C1'^^))11 de div w = f avec wL-='o.

| Oui

3) La régularité d'ordre supérieur dans les problèmes considérés ici
s'obtient aisément par récurrence en gagnant d'abord sur les dérivées tangentielles
au bord puis sur les dérivées normales par utilisation de l'équation et des
inégalités de Hardy; ainsi, dans le théorème 3, si on remplace p par k + p
(avec k € :N ) dans les hypothèses, il en va de même pour les conclusions.
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