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Conférence n° 12

ETUDE SPECTRALE D'OPERATEURS
HYPOELLIPTIQUES A CARACTERISTIQUES MULTIPLES

par

A. MOHAMED

1 . Introduction
oc.Soit S? une variété C compacte sans bord de dimension n , munie d'une

00densité dx C positive. On se donne sur Î2 un o . p . d . classique d'ordre m
p ( x , D ) . On désiqtie par p ( x , Ç ) son symbole principal. Dans un système de coordonnées
symplectiques ( x , Ç ) sur T* îî \0, P ( x , D ) a un symbole p ( x , £ . ) qui admet un développe-
ment asymptotique en parties homoqènes :

p ( x , Ç ) - î p ( x , Ç )
j=o

où p _ . ( x , Ç ) est homoqène de degré m-j en Ç .
On fait les hypothèses suivantes :

p(x ,D) est formellement auto-adjoint au sens suivant :

(V
f f _____ oo

P ( x , D ) u . v dx = u .P (x ,D)v dx ; V u,v € C (iï)
•lo "lo^ ^ ^

«
/p (x,Ç) > 0; V (x,Ç) € T n\ 0 et

(H^) s = { ( x , ç ) e T*n\o? p^(x,ç) = 0}
00 * .

est une sous-variété C , conique, fermée de T S2 \ 0 de ccdimension 2d

(ici d désigne soit un entier soit un demi entier > 0)

(H-) ( p (x ,Ç) s'annule exactement à l'ordre 2k sur E , où k est un entier3 m
^ vérifiant 0 < k < m; de plus, on suppose que les p . ( x , Ç ) s'annulentm-j
là l'ordre [2k - 2j ] sur E.

Pour tout p € Z on associe à P (x ,D) l'opérateur différentiel à coefficients

polynomiaux sur 3R ,

°p?)(ï•^)-^l^a^(^°(l?)ep-(p)lYV

) On suppose que pour tout p € E, 0" ( P ) ( y , D ) réalise un isomorphisme( H - } <i P y
t. sur ^(IR") .



Sous les hypothèses H ^ , H^, H^ et H , il résulte de [3] que P(x ,D)

est hypoelliptique dans Q avec perte de dérivées. De plus, P (x ,D) admet une

paramétrée dans la classe de L. Boutet de Monvel [2] OPS"111''2^^) .

Comme m-k > 0, l'opérateur non borné sur L2 (Î2) p, de domaine :

D(P) == {u € L2^); Pu = p(x ,D)u € L2^)}

est autoadjoint à résolvante compacte. P admet un spectre discret réduit au
spectre ponctuel . Si {\ } ^ ̂  désigne la suite des valeurs propres de P
rangée dans l'ordre croissant, chacune d'elle étant répétée autant de fois que
sa multiplicité, en pose, pour tout À > 0 :

^œ = s i , N _ ( À ) = z i et
0 <Xj<À -À < À . <0

N ( X ) = N^(À) + N ^ ( À ) .

2. Enoncé des résultats

Théorème,! : Sous les hypothèses 1 ,̂ H^, H^ et H^ et si Z est symplectique, on a
le comportement asymptotique suivant :

i) si md - kn > 0
H

N^œ - ^ a^ ; À -. + 0 0
n^

N^(X) = 0( À^) ; À ^ + oo

ii) si rnd - kn = 0
n_ T^

N ( À ) ~ À Log À a ; \ -^ + oo

n^

N ^ ( À ) = 0( À^og À) ; À -^ + oo

iii) si md - kn < 0
n-d

„ / •» v , m-k +N ( À ) ^ À a ; \ -> + oo

n-d

N ^ ( À ) ^ À a 7 X -> + oo

où



a = (2'iï)~n ! dx dÇ
\(x.Ç) < 1

a = (270^ d [ dp
n ^(p ) (p) > 1m

avec ^P^ (P) = dx
2kHess p ( p ) ( X ) < 1m

^ = (2^)^ ^ [ dp
j=l - ' ? . (? ) < 1

a; = (2T^)-n+d ^ [ . dp
j=l • ' ? _ . ( ? ) > -1

et {p (p) . est la suite des valeurs propres de l'opérateur différentiel
d

sur 3R globalement elliptique, obtenu par réduction de 0 ( P ) ( y , D ) (cf. [4 ] ) .

(dx dÇ , dp et dx désignent les mesures canoniquement associées aux structures

symplectiques respectivement sur T ^ ,Z et (T Z )^ l'orthogonal de T Z pour la

2-fonne symplectique : Z dÇ. A d x . ) .
J :) D

Proposition : Sous les hypothèses H , H et H , on a les équivalences suivantes

V p € Z , V f € ^(JR11)
A) l .

«n 0 (P) (y ,D ) f . f dy > 0JK p y

C > 0, 3 C < ; > 0 tel que.V u € C00 (Q)
B) ^

P ( x , D ) u . û dx + C l l u l l 2 , > -C l l u l l 2

" "̂  c L2^)
H (Sî)

Remarquons que si E est connexe et non symplectique les hypothèses H , H , H et
H suffisent pour avoir A) et B ) .

Théorème 3 : Sous les hypothèses H , H , H , H et A) on a le comportement asympto-
tique suivant de N ( X ) :

i) si md - kn > 0
n

N ( À ) ~ À " a ; X - > + 0 0

ii) si md - kn = 0
n- n-

•K-i / \ \ " \ m - r - . m - < / -N ( À ) ~ À Log À a ; ^ - ^ + 0 0



iii) si md - kn < 0
n-d

N ( À ) - À"^ a^ ; À -»• + oo

Les constantes a^ et a du théorème 3 s'obtiennent de la façon suivante.

Si Z est donné par u = ... = u- = 0, avec les u. (j = l , . . . ,2d)

homogènes de degré zéro, on peut. écrire microlocalement :

P(x ,D) = £ A (x,D) o t U t x . D ) ) 0 1

l a i < 2k a

2k-|a|m - —^—
avec A (x,D) € OPS W , homogène de symbole principal noté a (x ,Ç) . On a

alors,

0 ( P ) ( y , D ) = E a (p) ( ^ ( y . D ) ) 0 1 ,
p y |al<2k. a p Y

où les A - ( y r D ) ( j = l , . . . ,2d) désignent les opérateurs différentiels sur 3R à

coefficients polynomiaux associés aux U , ( x , D ) en p . O n associe alors à P en tout3 x
point p de E un symbole a ( p , X ) sur N (Z) = Tp(T* îî) /T Z et grâce aux hypothèses

du théorème 3, on peut définir la puissance - —-- ieme de a ( p , X ) , p ( p , X ) dansm~~Jç
l'algèbre de symboles introduite dans [3].

Plus précisément on a,pour tout p € Z :

[a (p)(y,Dy)] ̂  a [ uKp^ty^))]^ = i

Pour tout p € E ^ on munit N (E) de la mesure de Lebesgue dX définie

par :

dX = 1
•1 2k PHess p ^ ( p ) ( x ) < l

00

A partir de dx dÇ et dX.. on définit une densité C positive, sur L , dp

homogène âe degré - ————, ne dépendant que de p . En coordonnées micro locales,

si dv est une(2n-2d)-forme telle que dx dS == dv.du avec du = du,.. .du , dp

est donné par :

dP = 4 ^ ^ (Pîu^l du}dv/E

1al=2k a

si mâ-kn < 0 , on peut poser :



p ( p ) = p ( p , x ) d x ; v p e-z
• ' N p O ) p

On a p ( p ) > 0 et a est donné par :

-n kn-md f ,a = (2-iï) ——- , . , dp .3 k(n-d) J p ( p ) <1 •

Si md - kn = 0, dp est homogène de degré zéro. Si on se donne une
structure riemannienne sur îî , on peut écrire en coordonnées polaires, dp = — dw .
a est donné par :

( 2 ' i ï ) " ' n f * r *^ = ——-r- dw ; S f2 = { ( x , Ç ) £ T Q, r ( x , Ç ) = 1}
2 n-d •'EHS^

Les théorèmes 1 et 2 ont été établis dans le cas. des caractéristiques doubles par
A. Menikoff, J. Sjostrand dans [ 7 ] , [ 8 ] et [ 9 ] ( c f . aussi [ 1 0 ] ) . R. B. Meirose [ 6 ]
obtient un résultat meilleur dans le cas où Z est symplectique et de codimension
2 toujours pour les o . p . d . à caractéristiques doubles.

Notons également un résultat de P. Bolley, J. Camus et Pham Thé Lai [ 1 ]
relatif à des problèmes aux limites dégénérés où ils obtiennent ur comportement
similaire du N ( X ) .

La proposition 2 généralise la condition de A . Melin [ 5 ] .

3. Idée de la démonstration
2kPour tout À € <t:\3R r on note , \\\ =• p avec p > 0.

Définition 4 : Nous dirons qu'un o . p . d . M ( x , D ) dépendant du paramètre X est
V +-dans OPS ' ( î î , Z ) si et seulement si F , ( x , E ) et p^î ( x , D ) appartiennent respectivementq A A

r t r + q Tk'^aux classes de L. Boulet de Monvel [ 2 ] OPS ' W,T.) et OPS ( S Î , E ) ceci
uniformément en y .

On a le lemme suivant :

Lemme 5 : Sous les hypothèses H r H , H et H , pour tout À € (C\ 3R (et pour
tout À e <t \3R si A) est vérifié), il existe deux o.p.d.

-m -2k
A^(x,D) et B (x,E) dans CPS^ (Î^Z) tels que l'on ait :

(P (x ,D) - AI) » A (x ,D) - 1 == R , ( x , D ) € OPS"1'"2^^)
A A zk

( P ( x , D ) - \î) . B (x ,D) - 1 == R . ( x , D ) € OPS0,1^,?:)



Pour construire A ^ ( x , D ) il suffit de prendre sur les cartes; locales
l'opère, teur de symbole (p ( x , Ç ) + \^\m~k - X)~ 1 .m

L'opérateur B . ( x , D ) s'obtient comme A , ( x , D ) hors de E . Dans un voisinage
conique d'un point de Z le symbole a ( p , x ) - \ associé à l'opérateur a ( D ) ( y , D ) - AI
est inversible dans l'algèbre de [ 3 ] d'inverse, C ^ ( P , x ) . Si ( P , u) définit un
système de coordonnées dans un voisinage conique d'un point de E (les (u )j j = l , . . . , 2 d
étant comme précédemment),on prend comme B , f x , D ) l'opérateur dont le symbole est 0 , ( p , u ) ,A *

Le lemme 5 permet alors de construire une paramétrixe de la résolvante de P
en suivant un schéma classique de [ 2 ] . Soient

Q^ ^ ( x , D ) = A , ( x , D ) - B , ( x , D ) ^ R, ( x , D )

et

Q^ Q^'0) = B^(x ,D) - ^ VX,U;e> K, kX,JJ;

On a

(P(x ,D) - AI) c Q (x,D) - 1 € O P S 1 ' 1W^)
A. f\J ZK

et

(P(x,D) - AI) o Q- (y,E) - 1 6 OPS"1 '"1 (ÎÎ,Z)
A, 0 2.^.

On construit une suite d'o.p.d. (Q. . ( x , D ) . _ telle que :
A, J J — 0, 1 . • .

Q^(x,D) eoPS^^(Q,E)

et telle que pour tout entier N on ait :

N-l
(P(x ,D) - À I ) ( E Q . (x ,D) ) - 1 € O P S ^ ' ^ W ^ )

i=rt ' J -^KN

on peut aussi bien partir de Q^ ^(x ,D) que de Q. ( x , D ) . On en déduit la proposition
suivante :

Proposition 6 : Sous les hypothèses H ^ , H , H^, \\ et A) il existe une constante

C > 0 telle que l'opérateur P + CI soit positif. Pour tout s € (C on a alors :

(P + CI)3 € OP S1^68'2^68^) .



La proposition 6 permet d'établir facilement la proposition 2.
On démontre que si (P - Xi) est à trace, alors :

- si md - kn > 0 , Tr(F - AI)~ — Tr A, ; 1 À 1 —»• + oo

- si md - kn < 0 , Tr (P - A I ) " — Tr B. ; | X ( —^ + ̂

Les théorèmes 1 et 3 résultent de théorèmes tauberiens et du comportement
asymptotique de la trace de A , ( x , D ) et de B ^ ( x , D ) .
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