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Conférence n® 11

SUR QUELQUES EQUATIONS DU TYPE SCHRODINGER

par S. MIZOHATA

§ 1. INTRODUCTION

Il s'agit du probléme de Cauchy pour les équations aux dérivées partielles

linéaires de la forme

m .
(1) 8 ulx,t) + 1 ay (x5 3) Blz_ju(x.t)
| ;5

f(x,t),

n
(x,£) € R XIR . On considére le probléme de Cauchy pour(l), & savoir, on se donne

la donnée de Cauchy
(1" 3, ulx,0) =u. (x) , (0<i<m1)

Si ordre aj <j (1 <3j <m), (1) est dite kowalewskienne d'aprés Petrowsky.

L'équation kowaleswkienne qui est bien posée dans la classe c® est appelée
hyperbolique, et il y a beaucoup de travaux sur la caractérisation des équations
hyperboliques. D'autre part, quand 1l'équation n'est pas kowalewskienne, si le
probléme de Cauchy est bien posé pour t positif et négatif dans un espace

fonctionnel convenable, je dis que cette équation est du type Schrddinger.

Je voudrais souligner que, quand les coefficients dépendent de x, la
caractérisation des équations du type Schrédinger devient assez délicate, et il
apparaitra des conditions de nature tout & fait différente de celles des cas
hyperboliques. Comme un exemple simple, je considére

n
(2) L(u) = i3tu + Au + j§1 bj(x)axju + c(x)u = £(x,t),

1
dans l'espace (x,t) € R’ X R

On suppose que les coefficients bj(x) et c(x) sont bornés avec leurs dérivées
jusqu'a un certain ordre. Le probléme que nous allons considérer est le probléme de

2 - -
Cauchy dans l'espace L . Donnons la définition.

s . < ; . - 2 .
Définition : Nous dirons que l'équation (2) est bien posé dans l'espace L~ si

2 2
Vuo(x) € 1L, VEf(.,t) € Ci(L ), il existe une et une seule solution

u(.,t) € C:(Lz), telle que u(x,0) = uo(x), et d'ailleurs on a l'inégalité,



2
t
(3) lut., ) < CNT)["uo(x)" + |J NeC.,s)ll asl] ,
o

pour tout |t| < T.

J. Takeuchi a proposé une condition suffisante [2]. Mais sa démonstration
me semble-t-il, n'est pas claire. Je vais montrer que la condition de Takeuchi est
une condition nécessaire , et ensuite je me propose une condition suffisante.

La condition de Takeuchi peut s'énoncer comme il suit :

n t
(Co) Re E

Pour la démonstration de la nécessité, nous utilisons une solution

approximative -paquet d'ondes- indiquée par G. D. Birkhoff [1].

§ 2. NECESSITE DE (co)

ig
Posons u = e v.

e—iwL(eiwv) = - [Btm + I (8xim)2] v + iTm.v + M(v) ,
i

T =9 + 22 93x.0 0x, + I b,(x) 3x.9p ,

M =A+ ij(x) ij + C(x)

On prend comme ¢ (fonction de phase)

(5) o= Ex- I1E1%t, £exr ,

et comme v une solution de Tm v =0 :
ft

(6) vix,t;E) = expl- J Zb,.(x-2&Es)E,. ds ] P(x - 2&t).
o j J J

Maintenant on va montrer que l'inégalité (3) ne subsiste plus, si la

condition (Co) est violée. Dans ce cas, on voit que

t
-Re I b.(x - 2ws)w,ds
o J J



- P n
n'est pas borné supérieurement, lorsque (x,w,t) parcourt R X S

. . 1
il existe (x ,wo,to), (tO > 0) tel que

o
(7) -Re r

Jo

ol C(T) est la constante dans (3).

J

Désignons

o 1
X =X - 2wot ’
o

et prenons dans l'expression (6) ,

o

(8) E= o, et =t/o |
p étant le paramétre tendant vers + © . Alors

o fpt o o o
(9) vp(x,t) = v(ix,t;pw) = expl[- ‘ X bj(x - 2w s)a)j ds] Y(x - 2pwt) .

’ <o

Ceci implique que

(x,t) = vix,t_/p ;i pw)) = vix,t_;u’)

VpX,p —VX,op,p = xlol ’

qui montre que vp(x,tp) est indépendante de p

Maintenant on choisit ((x) € C: ’ Iw2dx =

3
(10) va(.,tp)ﬂ > 3 C(T) Iy Gaoll.

Oor L(elmv ) = - ele(vp) = elmf

,O ’

I bj(x1 - 2mos)w§ds = log (2C(T)).

n-1

comme fonction de x .

X

. Alors

1, de support assez petit,
concentré autour du point x°. Alors compte tenu de (7), on peut supposer que

et 1'expression (9) montre que "fp(.,s)" est resté borné pour s € [O,tp] quand

p tend vers + «. Ceci implique

t .
{ Ple (., ds
o P

tend vers O lorsque p tend vers © , car t,= to/o
(3) ne subsiste plus compte tenu de (10).

. Ce qui montre que 1l'inégalité



§ 3. SUFFISANCE

L'idée fondamentale est de réduire 1l'équation L(u) = £ & une équation de

Schrddinger usuelle. Dans ce but, posons
u(x,t) = k(x,t,D)v(x,t),

ou k(x,t,D) est un opérateur pseudo-différentiel usuel.

On définit le symbole de k par

2 . . . P =
(at + )J:é;J Xy +ij(x)€3)k(x t; &) o)

k(X,O;E) =1.
C'est-a-dire
k(X,t;g) = e(-p(xlt7£)
(11) &
@(x,t; &) = - J L b,.(x - 28s)E, ds
o j J J

L(u) = f devient
k(iBt + AYv + kl(x,t;D)v = f
ky Gk, £7E) = (B + T bydx, + c(x))k (x,£5E) .

Maintenant, on pose, en dehors de (CO), la condition suivante

[oe]
o,
vV lal>1, I Iaxbj(x + ws)|ds est resté borné ,

(c)) o

o n n-1

lorsque (x,Ww) parcourt R X S ’ (1 <3j<n).
Sous ces conditions, on voit facilement que
1 v 13%P kel <
x & a B
ii) Ya | aak(x,t;é’;')l < MOLt'OL| .

g



On applique le théoréme de Calderon-Vaillancourt. On voit que k, k1 sont

des opérateurs bornés dans L2(Ifl), de plus k(x,t;D) est invertible comme élément de

2 2 . . . casa s
Sg'(L ;L7) si Itl est assez petit . Alors, 1l'équation se réduit a

(iat + A+ k—lkl)v - x g ,

qui démontre la suiffisance .

D'ou le
Théoréme : Pour que l'équation (2) soit bien posée dans 1l'espace L2, la condition
(Co) est nécessaire. Si 1l'on ajoute la condition (Ca) 4 la condition (Co), le

probléme est bien posé dans 1l'espace L2.

Pour montrer l'inversibilité de k, il suffit de considérer 1l'opérateur

pseudo-différentiel, noté e_(p, qui correspond au symbole e—(dx,t;&). On voit que
e®, x=1+rxtD),
kKee®?=14+r'(x,t;D)

ot lirll , lr'll se majorent par const. |[t] .
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